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1. Nehézség, relativ nehézség

A korébbiakban t6bb nyelvosztalyt bevezettiink (£, P, D, EXP). Lattunk tobb pél-
dat kozponti matematikai problémakra (HAMILTON, st-ELERHETOSEG, SZO-
PROBLEMA, FAKTORIZACIO,. . .). Kézponti kérdés, hogy az egyes problémékat
elhelyezziik a bevezetett hierarchidban. Cél egy fontos probléma minél pontosabb

helyénék /bonyolultsdganak meghatarozasa.
A | hely” meghatarozasa két feladatbol all.

(1)

Egy L nyelv/probléma bonyolultsaganak felsé becslése (azaz annak bizonyi-
tasa, hogy L € C;) egy algoritmus megadasat kivanja, majd az algoritmus
analizését, ami mutatja, hogy a C; osztalyhoz tartozast igazol. Ilyen tipusi
eredmények (amelyek joval a szamitogépek megjelenése el6tt felismerhetdk a
matematika torténetben) alkotjak az algoritmuselmélet kiindulopontjat.

Egy L nyelv/probléma bonyolultsaganak alsé becslése (azaz annak bizonyitasa,
hogy L ¢ Cs) joval Osszetettebb. Azt kivanja, hogy ramutassunk egy elméleti
nehézségre ami megakadalyozza, hogy hatékony algoritmussal megoldhassunk
egy feladatot, legyiink barmilyen okosak, legyenek barmilyen zsenialis Gtlete-

ink.

Az (1) feladatot intenziven vizsgaljak, sok 1j algoritmus, algoritmuselméleti tech-
nika sziiletik nap mint nap. A (2) feladat joival nehezebb, szinte azt mondhatjuk
semilyen eredmény sem sziiletett ebben az irdnyban. Két fontos ,,tamadasi irdnyt”
emlitiink meg:

(a)

(b)

A Turing-gép altaldnos modelljét helyettesitsiik egy egyszertibb szamitasi mo-
dellel (ami igy varhat6an nem univerzalis szamitasi fogalom) és probaljunk
ott also becsléseket bizonyitani. Példaul a SORTING (n szam nagysag sze-
rinti sorbarendezése) probléméanal csak két input szam Osszehasonlitasa és az
eredmény szerinti szétagazas alapjan dolgozzon eljarasunk. A megkotés ter-
mészetes. A legtobb algoritmus ilyen. Belathato, hogy legalabb nlogn Gssze-
hasonlitas sziikséges az otuput kiszamitasahoz.

Ne (abszolut) nehézséget vizsgaljunk, hanem relativet. Tehat céliink csak an-
nak igazolasa, hogy egy probléma legalabb olyan nehéz mint egy masik.

Az utoébbi ut nagyon gytimolesdzének bizonyult. Errél lesz sz6 ebben az el6adas-

ban.
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2. Problémak redukcioi

Egy L nyelv/probléma w inputja lényegében egy kérdés: w hozzatartozik L-hez?
A redukci6 egy olyan hozzarendelés/szamolés, ami a kérdés megvélaszolasa helyett
egy 1j kérdést szamol ki: , Leirok egy w 1j inputot és megkérdezem, hogy egy 1j L
nyelvhez tartozik-e. Ha valaki megmondja a valaszt, akkor én meg tudom mondani
az eredeti kérdésre a valaszt. S6t az ugyanaz lesz mint az én kérdésemre.” A gondolat
furcsa, de fontos. Lassuk a formalizmust:

Def|n|C|0 Legyen L, LcC 2" két nyelv és C egy bonyolultsagi osztély. L redukélhato
L-ra C- ben, jelben: L <¢ L ha létezik R kiszamithatoé Turing-gép, hogy

(i) R egy C komplexitasu gép/eljaras,
(ii) w € L pontosan akkor, ha w € E, ahol w az w-bol R altal kiszamolt jelsorozat.

A bevezetett relaci6 olvasata: L redukalhat6 L-re C-ben. Az L-ben rejlé kérdés
visszavezethets az L-ben rejlé kérdésre. Jelentése: Az L nyelv eldontési feladata
»legalabb olyan nehéz”, mint az L-é ,modulo C”.

Mas redukcié fogalmak is léteznek. A fenti definicio6 Karp munkéssagaban rejlik
és altalaban Karp-redukcioként hivatkozzak. Ha sziikség van ennek hangsilyozasara,
akkor a <p*™ jelolést hasznaljuk. Ebben a kurzusban legtobbszor ilyen redukeiot
latunk. Legtdbbszi')r le is hagyjuk a fels§ indexet.

2.1. Egyszerid példak

Legyen
KLIKK = {[G, k] : G-ben van k elem klikk}
FUGGETLEN-CSUCSHALMAZ = {[G,k] : G-ben van k elem fiiggetlen
csticshalmaz }
LEFOGAS = {[G,k] : G lefoghato k cstccsal}

Az alabbi redukciok lényege jol ismert a BSc-s Kombinatorika targybol.

Példa. KLIKK<p,FUGGETLEN-CSUCSHALMAZ.

A redukci6 rendkiviil egyszert: Adott egy w = [G, k| inputja a KLIKK problé-
ménak. Ekkor G kodjabol kiszamoljuk a komplenterét (annak kodjat). @ a [G, k|
karaktersorozat lesz. A korabbi grafelméleti tanulményainkbol az 1j , kérdés” ekvi-
valens az eredetivel. w kiszamitasanak bonyolultsaga nyilvan polinomialis (igazabol
logaritmikus tarban megoldhato).

Példa. FUGGETLEN-CSUCSHALMAZ=<,LEFOGAS.

A redukcié rendkiviil egyszerti: Adott egy w = [G, k] inputja a FUGGETLEN-
CSUCSHALMAZ probléménak. Ekkor G és k kodjabol kiszamoljuk |V (G)| — k
értéket. w a [G,|V(G)| — k] karaktersorozat lesz. A korabbi grafelméleti tanulma-
nyainkbol az 4j ,kérdés” ekvivalens az eredetivel. W kiszamitasdnak bonyolultsidga
nyilvan polinomialis (igazabol logaritmikus tarban megoldhato).
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Példa. LEFOGAS<p,KLIKK.

A redukci6 rendkiviil egyszerti: Adott egy w = [G, k] inputja a LEFOGAS
problémanak. Ekkor G és k kodjabol kiszamoljuk a komplmenterét és |V (G)| — k-t.
@ a [G,|V(G)| — k] karaktersorozat lesz. A kordbbi grafelméleti tanulmanyainkbol
az 1j ,kérdés” ekvivalens az eredetivel. w kiszamitasanak bonyolultsaga nyilvan
polinomiéalis (igazabol logaritmikus tarban megoldhato).

Megjegyezziik, hogy se a KLIKK, se a LEFOGAS, se a FUGGETLEN-CSUCS-
HALMAYZ nyelvre nem ismert hatékony algoritmus. Ha barmelyikre lenne, akkor az
a méasik problémara is jelentGs kihatassal lenne.

A teljessség kedvéért megemlitiink egy mésik fajta redukciot. Ezt Turing nevéhez

ftzik.

2.2. Turing-redukci6

Definicié. Legyen L, L C ¥ két nyelv és C egy bonyolultsagi osztaly.
L <" L pontosan akkor, ha megadhaté R eldénté Turing-gép, amelyre

(i) L-et donti el és R egy Lo-orakulumos gép.
(ii) R bonyolultsaga C-beli.
(i)-ben szerepel egy eddig ismeretlen fogalom, amit tisztaznunk kell.

Definicié. Legyen O C ¥* egy nyelv. R egy O-ordkulumos gép, ha van egy extra
kérdés/orakulum-szalagja. Erre csak irhat a gép (nincs szem a szalag felett, a kéz
csak jobbra mozogva irhat). Az irott karakterek ¥ U {7} elemei, azaz az O nyelv
abécéjének elemei és egy specialis ‘77 jel. A kérdésszalagra a 7 jel feirasa egy kérdés
feltételét jelenti. Az el6z6 kérddjel (vagy szalag-kezdet jel) és kozte 1évs E*-beli
karaktersorozatrol kérdezi meg a gép/algoritmus, hogy az ordkulum O nyelvéhez
tartozik-e. Az allapothalmaz

{ORAKULUM-IGEN, ORAKULUM-NEM} x S,

alakia. Az atmeneti fliggvény a kovetkezd konfiguracionak az allapotaban csak a
maéasodik komponensre hat. Az elsé komponens csak akkor valtozik, ha az algoritmus
kérdést tesz fel az orakulumhoz. A véltozast a kérdés karaktersorozat O-hoz valo
viszonyatol fligg természetes moédon. Azaz a kérdés ara 1 idGegység és 0 tar. Ezek
utan a futas (a kiindulé konfiguraciobol generalt konfiguraciosorozat), a kiszamitott
nyelv értelemszertien definialhato.

A Karp-redukci6 nagyon speciélis Turing-redukci6: Szokasos szdmolds utan egy-
etlen kérdés hangozhat el az L nyelvhez tartozasrol. A kérdésre adott valasz egyben
a kiszamitott bit is. R

A Turing-redukci6 nyilvan sokkal ergsebb fogalom. Az L-ra gy gondolhatunk,
mint egy megiratlan szubrutin. A redukci6 1ényege, hogy ha a L szubrutint valaki
hatékonyan leirja, akkor L hatékonyan eldonthetd (feltéve, hogy R hozzéjarulasa
(ami C bonyolultsédgn) is hatékonynak tekinthets). Mi nem kivanjuk a a szubru-
tin megvalositasat, ,,meghivasat” és az eredmény megkapaséat egyetlen egy 1épésnek
szamoljuk.
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2.3. Redukalhatésag tulajdonsagai

Végiil megemlitiink egy fontos tulajdonsagat a redukcioknak.
1. Lemma. (i) <p tranzitiv.
(i1) < tranzitiv.

(iii) Legyen s(n) > logn szép tdrfiggvény. Ha Ly Sspaceo(sm)) L2 €5 Lo < Ls
akkor L1 <spaceo(sn)) L3

Bizonyitas. (i) Tegyiik fel, hogy Ly <p L és Ly <p L3. Tovabba R; és Rs kettd, a
két redukciot igazold algoritmus. Specialisan R; és R, is polinomidlis. Legyen p; és
p2 két polinom, ami R; és Ry idSkorlatjat adjék. po-rél feltehetjiik, hogy monoton
novo.

Egy w inputon futtassuk R;-et, ami w karaktersorozatot szamolja ki. Majd Rs-
t futtasuk w-n, ami w kiszamitasdhoz vezet. Az igy kapott Turing-gép legyen R.
Belatjuk, hogy R a Ly <p L3 redukciot igazolja.

w € Ly akkor és csak akkor teljesiil, ha w € Ly. Ami akkor és csak akkor teljesiil,
ha w € Lsban,

Be kel még latni, hogy R polinomialis. w inputon R idgigénye p;(|w]|) + p2(|@|).
@-t egy p; idskorlatt gép szamolja ki w-bol, igy || < pi(w). Igy w-n a futasi idejére
a kovetkez6 fels6 becslés adodik

pr(jw]) + pa(lw]) < pr((w]) + pa(pr(lw]))-

Ez egy polinomialis fels6 becslés.

(ii) Tegyiik fel, hogy Ly <, Lo és Ly <, L3. Tovabba R; és Ry ketts, a két
redukciot igazolo algoritmus. Specidlisan Ry és R is logaritmikus tarigényt.

A két redukciobol az el6z6 modon rakunk ssze egy R algoritmust: Egy w inputon
futtassuk R;-et, ami w karaktersorozatot szamolja ki. Majd Rp-t futtasuk w-n, ami
w kiszamitasahoz vezet.

Az igy kapott algoritmus NEM jo. A kozbiilsének kiszamolt w-ra a munkasza-
lagon van sziikség. Ez vdrhatoan nem fér el logaritmikus tarban. Ennek ellenére
ezen R algoritmus futésa legyen a fejiinkben. Az igazi R redukciéban felismerjiik R
futasdnak toredékeit.

R munkaszalagjai megfelelnek R; munkaszalagjainak plusz R, munkaszalgajai-
nak. Lesz két plusz szalagunk a korabbi szalag helyett, ami R, output- és a vele kdzos
Ry inputszalagja volt. A plusz két szalag koziil az els§ R, output szalagjanak egy
tartalma R, inputszalagjan egy pozicio indexe (a szalag feletti szem pozicidja).

R az R, szimuléciojat végzi az w inputszalag tartalom nélkiil. Minden olvasasi
feladatnal meg kell dolgoznunk. FEkkor tudjuk, hogy az R; &altal kiszamolt karak-
tersorzat hanyadik karakterére vagyunk kivancsiak. El kezdjiik R; szimulalasat. A
szimulécié sorédn a kiszamolt karaktereket nem irjuk le, csupan az output-kéz po-
pozicioval. Ha megegyezik a két pozicid, akkor a le nem irt karaktert kiolvassuk
az allapotbol és az Rj-szimulaciot leallitjuk, folytatjuk az Ro-szimulaciot. Ha a két
pozicié kiilonbozik, akkor az Ri-szimulaciot folytatjuk.

(iii) Az el6z6 bizonyitas Otletel most is miikodnek. |
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A fenti bizonyitas egy kis modositasa az alabbi lemmahoz vezet.
2. Lemma.
(i) L<p L ésLeP, akkor L € P.
(i) L <X, LésLecL, akkor L € L.

Bizonyitas. Tekintsiink egy A Turing-gépet, amely az L-rdl L-ra térténs redukeiot
végzi, valamint A-ot, amely a L nyelvehz tartozasi feladatot donti el P-ben. Legyen
adott az w input.

Ekkor végezziik el a

w— Aw) € 2*™ — A(A(w)) € {ELFOGAD, ELVET}

szamolast. Az els6 idGigényét az n inputméretben egy p polinom korlatozza. A
leghosszabb input, amit kiszamolhatunk ¥P(™-ba esik. A masodik lépés idGigényét
az inputméretben egy ¢ polinom korlatozza. Az 6sszid6 (p 4+ g o p)(n), ami n egy
polinomialis fiiggvénye.

A két algoritmus egyiittese a Karp-redukcié fogalma alapjan éppen az L nyelvet
donti el, vagyis L is eldonthetd polinom idében.

(ii) Az (i) rész és az el6z6 lemma Stletei alapjan nyilvanvalo. |

2.4. Egy tovabbi példa

Példa. Legyen L egy tetszéleges N L-beli nyelv. Ekkor
L <, st-ELERHETOSECG.

A példahoz tartozo igazolas tulajdonképpen mér elhangzott korabban. Korabban
elhangzottakat foglal 6ssze az alabbi tétel:

3. Tétel. Leqyen L er N'L. Feltehets, hogy a tartalmazdst igazolé Turing-gépnek
adott hosszusagi inputokon kétféle ledlls konfigurdcidja van (igy elfogadd futdsok
ugyanabban a konfigurdcioban érnek véget).

w € X*-hoz rendelhetd a T logaritmikus tdrid Turing-gép redukdlt konfigurdcidinak
(iranyitott) 8 = BT,W grdfja. Ebben ott van vy a kiinduld konfigurdcionak megfeleld
csucs és vy az elfogado konfigurdcionak megfeleld csics. FEz a hozzdrendelés olyan,
hogy

(i) w € L akkor és csak akkor, ha (BMT, Vo, U4 | € st-ELERHETOSEG.
(ii) A hozzdrendelés kiszdmithato és tdarigénye O(log(n)).
A tételbsl kovetkezik a példa korrektsége. Ez a példa joval altalanosabb mint a
korabbi példa. Hogy ezt lassuk nézziikk meg néhany kovetkeményét.
4. Kovetkezmény. Ha st-ELERHETOSEG € P, akkor NC C P.

A feltétel igaz, ez egyszertien adodik példaul az algoritmuselméleti elGadésokon
megismert graf-bejarasi algoritmusok leirasabol és elemzésébdl. A fenti kovetkemény
a N L C P tartalmazasra adott korabbi bizonyitasunk tjratérgyalésa.

5. Kévetkezmény. Ha st-ELERHETOSEG € L, akkor NL = L.

A konkluzié igazabol NL C £ (a méasik iranyt tartalmazas nyilvanvalo). Itt a
feltétel igazsaga nem ismert, s6t sokan dgy hiszik nem is igaz. Ennek egy indoka
lehet, hogy két bonyolultsagiosztaly varatlan egybeesését vonna magéval.
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3. Teljesség

A fenti okoskodas nagyon fontos. A gondolatmenetet lényege, hogy a példa alapjan
Q—ELERHETOSEG az egész N L nyelvosztaly nehézségét magaban foglalja. Ez
vezet el egy altalanosabb fogalom megalkotasidhoz:

Definicié. L nyelv teljes a C osztalyban az R bonyolultsagi redukciora, ha:
(i) L ec,
(ii) minden L € C esetén L <z L.
Négy specialis esetet kiemeliink.

Definicié. Az L nyelv N'P-teljes ha teljes NP-ben a P redukciora. Azaz L nyelv
NP-teljes, ha

(i) L e NP,
(ii) minden L € N'P esetén L <p L.

A fenti megallapodas egy alternativaja a <, redukcidval valoé dolgozés. Ez a
szigorubb értelmezés is igaz lesz a legtobb késébbi N P-teljességet igazold redukei-
okra. Mi azonban csak a redukcidk kénnyebben ellenérizheté polinom idébeliségét
koveteljiik meg.

Definicié. Az L nyelv N L-teljes, ha teljes N'L-ben az L-beli redukciora nézve.
Definicié. Az L nyelv P-teljes, ha teljes P-ben az L-beli redukciéra nézve.

Definicié. Az L nyelv PSPACE-teljes, ha teljes PSPACE-ben a P-beli redukciora

nézve.

Definicié. L “nehéz a C osztalyra R bonyolultsagi redukcioval, ha minden L € C
esetén L < L.

Azaz a nehézség a teljesség fogalma az (i) feltétel nélkiil. Azaz nem koveteljitk
meg az osztalyhoz tartozast csak az osztaly elemeinek visszavezethetGségét ra. Gyak-
ran kiszamithatosagi feladatokra is mondjak, ha C-nehéz, ha van olyan redukcios
algoritmus, amely altal kiszamolt w karaktersorozatra a feladat olyan értéket ad,
amibdl w nyelvhez tartozasa kénnyen lathato.

A kovetkezd tétel az 1j fogalmak segitségével tomoren fogalmazza meg egy ko-
rabbi eredményeinket.

6. Tétel. st-ELERHETOSEG N L-teljes.

A redukciok vizsgalatanal lattuk az N L-nehézséget. Még kordbban lattuk az
N L-hez tartozast.

A tétel alapjan az St-ELERHETOSEG-161 szerzett tudésunk egész N L-re kihat.
Erre mar lattunk egy példat: Q-ELERHETC)SEGE P. Ez alapjan adodott, hogy
NLCP.

Savitch algoritmusa a tarral sporol. Az Q—ELERHETOSEG—@C log? tarban oldja
meg. Egybdl adodik a kovetkezd tétel:
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7. Tetel.
NL C SPACE(log? n).

Szép s(n) > logn tarfiiggvényre tetszleges NSPACE(s(n))-beli probléma
visszavezetheté O(s(n)) tarban egy st-ELERHETOSEG probléméra, amely cstics-
halmazanak mérete 2°¢() . Ez az elérhetéség probléma O(s?(n)) tarban megold-
hato (Savitch-algoritmus). A kovetkezd tétel adodott:

8. Tétel. Legyen s(n) > logn eqy szép tdarfiggvény. Ekkor
NSPACE(s(n)) C SPACE(O(s*(n))).
Specialisan kapjuk a PSPACE C NPSPACE tartalmazas forditottjat. Azaz
9. Tétel. PSPACE = NPSPACE.

Tudjuk, hogy a determinisztikus osztalyok zartak a komplementalésra. Specia-
lisan kapjuk a kovetkezdt:

10. Tétel. NPSPACE zirt a komplementdldsra.
Egy még ,,absztraktabb” tétel a kovetkezd:

11. Kovetkezmény *. Legyen S szép tdrfiigguényck eqy osztdlya, ami zdrt a négy-

zetre emelésre. Ekkor NPSPACE (Usess(n)) = PSPACE (Usess(n)).
Specidlisan NPSPACE(Usess(n)) zdrt a komplementdldsra, azaz

NPSPACE(Usess(n)) = coNPSPACE (Usess(n)).

Igy egy masik specialis eset: EXPSPACE = NEXPSPACE.
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