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A PALINDROM nyelv

Definicié
Legyen

PALINDROM = {w = wy,...w, : ahol wj = wpt1-;
minden i € {1,2,..., n} esetén}

a palindrom szavak nyelve.

Tehat dontési problémaval allunk szemben. Adott egy szd, el kell
donteniink, hogy eldlrdl és hatulrdl olvasva ugyanazt olvasuk-e. fgy
nem kell outputszalag, ezt az S allapothalmaznak ELVET és az
ELFOGAD eleme helyettesiti.

Két Turing-gépet/algoritmust vazolunk. Ennek sordn elmondjuk,
hogyan néznek ki a Turing-géprdl készitett pillanatfelvételek és
szemezgetiink az dllapothalmazbdl. Az egyszeriiség kedvéért
feltesszuk, hogy ¥ = {0,1}.
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El

e Az elsG egy algoritmus egy egyszalagos Turing-gép lesz a
I ={0,1,0",1"} munkadbécével.
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Elsé algoritmus/TG

e A START Aéllapotbdl egyet jobbra Iép az input szem/kéz (a
szalaghatdrold jel utani elsé mezo, az input elsé karaktere felett
lesz). Az (j allapot ELOL-PIPAL lesz.

e A karaktert , megjegyzi”, feliilirja a pipalt valtozataval ,, hogy
emlékezzen, ezt a karaktert mar ellendrizte” .

// Ez magyardzza meg az éllapot nevét.

A megjegyzéshez a HATUL-TESZT-0, HATUL-TESZT-1

allapotokat hasznaljuk.

e Ezutdn megkeresi az utolsé inputkaraktert.

// Ez magyardzza meg az éllapot nevét.

A kereséskor az input szem/kéz folyamatosan jobbra mozog. Ez a
mozgas akkor 3ll le, amikor az inputszalagon az < jel olvashaté.
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Elsé algoritmus/TG (folytatas)

° I;kkor egyet visszalép (ezt a késébbiekben egy kissé feliilirjuk).
HATUL-TESZT-0-MOST, HATUL-TESZT-1-MOST Allapotba
keril. Az allapot bitje az eldlrdl hozott , emlékezet” .

e Ekkor a keresett karakter felett all és teszteli, hogy megegyezik-e
az elsé karakterrel:

Ha a l4tott bit nem egyezik a hozott emlékezettel, akkor a gép
ELVET Jéllapotba kerdl, leall.

Ha egyezik, akkor balra 1ép és HATUL-PIPAL 3llapotba keriil.

e Ebben az allapotban feliilirja a karaktert a pipalt valtozatdval.
Egyet balra Iép. Az olvasott karaktertdl fliggéen ELOL-TESZT-O0,
ELOL-TESZT-1 éllapotba keriil.

e Ebben az allapotban balra megy, amig el nem ér egy pipalt
karaktert és ennek elérésekor visszalép.
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Elsé algoritmus/TG (folytatas)

o Ezzel ELOL-TESZT-0-MOST és ELOL-TESZT-1-MOST
allapotok egyikébe keril, ahol a bit a , hatulrdl hozott emlékezet”.

e Vagy ledllunk, vagy pipalunk és egyet jobbra Iépunk. Az itt [atott
karakter alapjan HATUL-TESZT-0, HATUL-TESZT-1 allapotok
egyikébe kerilink. Az dllapothalmaz egy kis memdridt szimull.

e Kordbban azt mondtuk, hogy ekkor az utolsé input karaktert
keressiik meg. Most pontositunk: folyamatosan jobbra mozog az
utolsé pipélatlan karakterig. Azaz a mozgas akkor all le, amikor az
inputszalagon az < jel vagy pipalt jel taldlhatd, majd egyet
visszalép.

e Ha az HATUL-TESZT-0, HATUL-TESZT-1, ELOL-TESZT-0,
ELOL-TESZT-1, HATUL-PIPAL, ELOL-PIPAL &llapotba jutaskor
egy pipalt karaktert ldtunk, akkor ELFOGAD éllapotba keriiltink:
Ez a helyzet/konfiguricié azt jelenti, hogy a bal és jobb pipak
»0sszeértek”, inputunk palindrom szé.
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Elsé algoritmus/TG: Allapothalmaz

A Turing-gép eddigi munkdjdhoz kovetkezd dllapothalmazt

hasznaltuk

S = {START, HATUL-PIPAL, HATUL-TESZT-0, HATUL-TESZT-1,
HATUL-TESZT-0-MOST, HATUL-TESZT-1-MOST, ELOL-PIPAL
ELOL-TESZT-0, ELOL-TESZT-1, ELOL-TESZT-0-MOST,
ELOL-TESZT-1-MOST, ELFOGAD, ELVET}.
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Elsé algoritmus/TG: Atmenetifiiggvény (toredék)

(START,>) — (ELOL-PIPAL, x, J)
(ELOL-PIPAL, 0) ~— (HATUL-TESZT-0,0", J)
(ELOL-PIPAL,1) — (HATUL-TESZT-1,1, J)

(HATUL-TESZT-1,0) — (HATUL-TESZT-1,0, J)
(HATUL-TESZT-1, <) — (HATUL-TESZT-1-MOST, %, B)

(HATUL-TESZT-1-MOST, 0) + (ELVET, %, %)

(HATUL-TESZT-1-MOST, 1) — (HATUL-PIPAL, 1, B)
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Elsé algoritmus/TG: Atmenetifiiggvény (toredék)

(HATUL-PIPAL, 1) — (ELOL-TESZT-1,1Y, B)
(HATUL-PIPAL, 1) > (ELFOGAD, *, *)
(ELOL-TESZT-1-MOST,0") — (ELFOGAD, , *)
(ELOL-TESZT-1-MOST, t>) ~— (ELFOGAD, , %)
(START,0) — , Kit érdekel?”
(ELOL-TESZT-1-MOST, <) + ,, Kit érdekel?”

(START, <1) — , Kit érdekel?”
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Elsé algoritmus/TG: A fej mozasa, id6

Ha w egy palindrom szd, akkor a fenti A; algoritmus/gép
futdsanak hosszat konnyen kiszamithatjuk.

A fej mozgasat konnyt leirni. Egy , csillapodé ingamozgas” lesz.

TIME( A1, w) = O(|w|?)

A konstansokat nem szamoltuk ki. Lényegtelen is, az allapotok
szamanak novelésével a futdsi idé csokkenthet6. Példaul
hasznalhatnank a HATUL-TESZT-000, HATUL-TESZT-001,
HATUL-TESZT-010, HATUL-TESZT-011, HATUL-TESZT-100,
HATUL-TESZT-101, HATUL-TESZT-110, HATUL-TESZT-111
allapotokat input bitek hdrmasainak egylttes tesztelésére és
kevesebbet kellene utaznia a fejnek, ,, gyorsabban csillapodna az
inga”.
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A standard modellt hasznaljuk, I = X = {0, 1}.
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Masodik algoritmus/TG

Az inputot dtmasoljuk a munkaszalagra. Ennek befejezése, amikor
az input vége karaktert olvassuk.

Ebb&l mindkét szem balra egyet Iép (a munka szem/kéz az
atmdsolt sorozat utolsé karaktere felett lesz), tovabb3 az
INPUTFEJ-ELORE 4éllapotba jut a gép.

Ekkor a munkaszalag felett a szem/kéz mozdulatlan, az
inputszalag feletti szem folyamatosan jobbra mozog. Egész addig,
amig a > jelet nem latja.

Innen TESZT éllapotba jut a gép az input szem eggyel jobbra
mozgatasa utdn (ekkor az input szem az input els6 karaktere folé
kertl, kozben az output szem az dtmasolt input utolsd karaktere
felett maradt végig).
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Masodik algoritmus/TG (folytatas)

A TESZT allapotban mindig ellen6rzi a gép, hogy a két szem
ugyanazt latja-e. Ha valamikor ez nem teljesiil, akkor ELVET
allapotba jut, kiilonben az input szem egyet jobbra, a munka szem
egyet balra mozdul.

Ez addig torténik, amig az input szem az input végét jelzo
karaktert nem latja (ekkor sziikségszerli, hogy a munka szem a
munkaszalag kezdetét jelzé karakter felett legyen.

Ha ez megtorténik, akkor a gép ELFOGAD allapotba kerdil.
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Masodik algoritmus/TG: Az éllapothalmaz

Az dllapothalmaz legyen

S = {START, MASOLOK, INPUTFEJ-ELORE, TESZT, ELFOGAD, EL\
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Masodik algoritmus/TG: Az dtmeneti fiiggvény

(START >, 1>) — (MASOLOK, J, %, J)
(MASOLOK, 0, —) — (MASOLOK, J,0, J)
(MASOLOK, 1, —) — (mASOLOK, J, 1, J)

(MASOLOK, <1,—) — (INPUTFEJ-ELORE, B, *, B)
(INPUTFEJ-ELORE, 0,0) — (INPUTFEJ-ELORE, B, 0, .)

(INPUTFEJ-ELORE, 1>, 0) — (TESZT, B,0, .),
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Masodik algoritmus/TG: Az dtmeneti fiiggvény

(TESZT,1,1) s (TESZT, J, *, B),

(TESZT,1,0) — (ELVET, %, %, ),

(TESZT, <, >) — (ELFOGAD, ., %, .).
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Masodik algoritmus/TG: Az id6

Minden w inputra a futds hossza legfeljebb 3|w| + 3 = O(|w]).

Pontosabban
TIME(w; T) = O(|w|)

Ez az eredmény a nagysagrend szempontjabdl éles.
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Szunet

YL

S
‘4 nm)
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Az egyszalagon modell rossz

Tétel

Ha T egy olyan Turing-gép, amely az egyszalagos modellben
eldonti a PALINDROM nyelvet, akkor Vn, Jw € X":

TIME(w, T) > at|w|?,

valamely ar pozitiv konstansra.
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Bizonyitds: Fogalmak

Az inputszalag két szomszédos mezdjének kozos hatdrdt ajtonak
nevezziik. Ha az inputszalag mezoit tgy képzeljiik el, mint
végtelen egymdsba nyilé szobasorozatot, akkor azt mondhatjuk,
hogy a fej csak az ajtékon at tud kozlekedni.

(D> b ] ] v ] ] [ <

Az M; és M1 mezoket elvédlasztd a ajtd.
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Egy futas

Tekintsiik egy T Turing-gép w inputon valé futasat. Ekkor egy
ko(w) = K1 — K2 = ... = Ky
konfiguraciésorozatot kapunk, ahol
¢:=min{n | T &llapota kp,-ben ELFOGAD vagy ELVET}

az idépont, amelyben eldontjiik, hogy w eleme-e a PALINDROM
nyelvnek.

Ez az idGpont biztosan véges, hiszen a PALINDROM nyelv az
eldonthetd nyelvek osztdlydba tartozik (ezt igazoljak a kordbban
emlitett Ty, T, algoritmusok).
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Egy futds egy ajténal dllva nézve

Most vegyiik azokat a ~j, kj+1 konfiguracidkat, amelyekben az
inputszem egyszer az M;, masszor az M1 mez6t nézi. Jelolje s; a
mezoket elvdlasztd a ajtdn torténd atlépéskor a Turing-gép
allapotat.

Ezen s; allapotok sorozatat o(a,w) jeloli.

Szemléletesen gy képzelhetjiik a o(a,w) sorozatot, hogy az a
ajtéban egy &r all, amely a fej minden athaladdsakor feljegyzi
annak allapotat.

Nyilvanvald, hogy a o(a,w) sorozatbdl kiolvashaté az ajtén vald
athaladas irdnya, hiszen a fej balrdl érkezik, ezért a paratlan
sorszamu allapotok a balrél-jobbra(—) torténd atlépéskor, mig a
paros sorszamd &llapotok a jobbrdl-balra(<+—) torténd atlépéskor
kerlilnek feljegyzésre.
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Eszrevétel

a
Jeldlje w | az w input a ajté elbtti (téle balra taldlhatd) részét és
a
| w az w input a ajté utdni (téle jobbra taldlhatd) részét.

Természetesen a két rész kiadja a teljes w inputot:
a a
w = (w | ) ( ] w).

Eszrevétel

|

Ha ismerjik az w | inputrészletet és a o(a,w) allapotsorozatot,

akkor meg tudjuk mondani, hogy a Turing-gép ,,hogyan miikodik”,

amikor a szem az a ajtd elotti mezoket pasztazza. Azt nem

tudhatjuk, hogy a szem meddig volt a jobb oldaldn, de amint atlépi

az ajtét (és amig a bal oldalon marad) képesek vagyunk T futdsat
a

leirni. Természetesen ugyanez elmondhaté az | w darabra is; ekkor
az ajté jobb oldaldn ismerjik T épéseit.
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Az észrevétel kovetkezménye

Kovetkezmény

Legyenek w,w’ € " tetszbleges inputok és a egy ajté. Tegyiik fel,
hogy o(a,w) = o(a,w’) és a T Turing-gép futdsdnak eredménye

a a
megegyezik a két inputon. Ekkor az w = (w ] > < | w’) inputon is

ugyanazt szamolja ki T.

Valéjdban ennél tobbet is mondhatunk, hiszen az ajtén torténd
dthaladdsok szamatdl fiigg, hogy melyik inputon (w-n vagy w’-n)
fejezddik be a futas.

Hajnal Péter Turing-gépek: példak, nem kiszamithatésdg, SzTE, 2020



Példa: PALINDROM Megalldsi probléma, Univerzélis Turing-gép D-n kivil

lo

Definicié

Tegylik fel, hogy 3 | n. Legyen

Io:={a03%@ : o€ £3} C PALINDROMN X"

n

llo] = |Z|5 = [{0,1}|5 = 25.

Kovetkezmény

Legyenek w, w’ € Iy kiilonbozd szavak és a egy kozépsd ajté (azaz
valamelyik a kozépsé n/3 nullat elvédlaszté ajté koziil). Ekkor

o(a,w) # o(a, ).

Indirekt médon tegyiik fel, hogy o(a,w) = o(a,w’). Ekkor az el6z8
kovetkezmény alapjan, ha mindkét inputon ELFOGAD allapottal

a

a ne
all le a Turing-gép, akkor az w = <w | ) ( | w’) = a03a’ inputot is

elfogadja. Ellentmondas.
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Eszrevétel

Eszrevétel

Ha feltételezziik, hogy |X| > 2 és |S| > 3, akkor a t-nél rovidebb
allapotsorozatok szama

_1sf-1

ooo t_l_
LIS+ 4 S = o=

<|S|*=1<|SI".

Kovetkezmény

Ha |lo| = |Z|3 > |S|t, akkor 3w € Iy, hogy o(a,w) hossza legalabb
t, ahol a egy kozépso ajtd.

\

Indirekt médon tegyiik fel, hogy nincs ilyen w. Ekkor barmely

w € Iy és a kozépsd ajté esetén o(a,w) hossza kisebb, mint t. Ez
|lo] > |S|* allapotsorozatot jelent. Azonban a t-nél rovidebb
allapotsorozatok szdmdra adott becslés alapjin |lp] < |S|*. Ez

ellentmondas, tehat az allitdsban szereplé w input létezik.
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Kovetkezmény

lo] = |Z|3 > |S|t esetén t ~ B1 - n.

Kovetkezmény

Legyen a egy tetszéleges kozépsd ajtéd. Ha |lp| > 2|S|*, akkor
létezik legaldbb |ly|/2 olyan sz6 lp-ban, amelyre |o(a,w)| >t és
mindegyik kiilonboz6 allapotsorozatot ad, amikor kiszamitjuk.
Ezek halmazat jelolje /1. Tehat

/1(8) = {w € ly: |a(a,w)| > t} C .

Az el6bbi megjegyzés alapjan t ~ 7 - n, alkalmas ~7 konstansra.
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Bizonyitas

Azok az idépontok nyilvan nem relevansak, amikor a fej nem
mozdul, ezért az aldbbi alsé becslés adhaté

Z TIME(w, T) > Z Z |{t : t-ben a fej atlép a-n}|

w€ly w€ly a kozépsd ajtéd

Az Gsszegben megjelené halmaz szdmossiga o(a,w) definicidja
alapjan |o(a,w)|,

= Z Z lo(a,w)| = Z Z |o(a, w)|

w€ly a kozépsd ajtéd a kozépso ajté wely
lo
> Y Y= Y meex Y
a kozépsb ajtéo wel a kozépso ajtéd a kozépso ajté
n |l T
:,.u.tzl.,ﬂ.w
3 2 6
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Bizonyitds: Vége

|lo|-val valé osztds utdn

Z TIME(w, T) > ’% 2

we€Ely

|lo]
adédik.

Tehat azt kaptuk, hogy az atlagos futdsidé négyzetesen fligg az
input hosszatdl.

A ~T konstans fiigg a Turing-géptdl, értéke csokkenthetd (az ara
nagyobb &llapothalmaz, nagyobb munkaszalag dbécé), de a
négyzetes jelleg megmarad.
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Szunet

YL

S
‘4 nm)
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Technikai problémak

Egy probléma formalizdldsa megkovetel egy véges dbécé-t.
Nincs olyan halmaz, amely az osszes véges halmazt tartalmazna.

Ez a halmazelméleti tény problémat jelent, amelyen konnyii
tdljutnunk: egy megallapodast tesziink, amely alapjan egy

tetszbleges n-elemii X dbacé haszndlata helyett mindig egy
standard n elemii dbécével dolgozunk.

Ez a megillapodads nem jelent megszoritast.
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Technikai problémak (folytatas)

Egy Turing-gép leirdsdhoz kell

(1) egy véges k természetes szam, amely ,, megmondja” hdny
munkaszalagunk van,

(2) egy véges S allapothalmaz,

(3) T véges munka-dbécé,

(4) egy 0 atmeneti fliggvény, amely véges
értelmezésitartomanya /értékkészlete csak a kordbbi
valasztasainktdl fugg.

S és [ valasztasa megint korldtozhaté elemszamuk, egy
természetes szam valasztasara

Megszamlalhatdan sok Turing-gép definidlhaté.
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Kovetkezmény

Tétel
Adott nem-ures X esetén

(i) megszdmlalhatéan végtelen sok L C X* eldontheté nyelv
létezik,

(ii) megszamldlhatéan végtelen sok L C X* felsorolhatd nyelv
létezik,

(iii) kontinuum szdmossagl nem felsorolhaté (igy nem is
eldonthetd) nyelv létezik.

Kovetkezmény

Van nem felsorolhaté (és igy nem kiszdmithaté nyelv).

Sokkal érdekesebb egy matematikailag értelmes, természetes
nyelvre ramutatnunk és arrdl belatnunk, példaul hogy nem

eldonthetd. Az ilyen tételek mar nem olyan egyszeriiek.
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Turing-gépek kddolasa

Egy algoritmus futasdhoz kell w € L* input és egy Turing-gép.
Azaz két megszamlalhatdan végtelen halmaz egy-egy eleme.

Egy kis jartassag utan , érezhetjik”, hogy minden
megszdmlalhatdan végtelen halmaz kdédolhatd: természetes
szamok, egész szamok, raciondlis szamok algebrai szamok, grafok
(véges grafok izomorfiatipusai), grafok raciondlis élstlyokkal,
racionalis egylitthatdéjd polinomok, racionéalis szamokbdl allé
matrixok és igy tovabb.

Egy kis ugras, hogy lassuk, hogy a Turing-gépek is kédolhatdk.
Allapodjunk meg egy specialis kddoldsban amely egy fix dbécé-t,
mondjuk ¥y = {0, 1}-et haszndl. Ezt a kddolast nem rogzitjiik le,
a késobbi diszkusszidban nem tériink ki olyan technikai részletekre,
ahol ez lényeges lenne.

Az érdekl6do hallgatd valaszthat egy szamara megfeleld
megdllapodast.
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Turing tétele

Legyen [T] a T Turing-gép kédja. Legyen [w] egy w € X" kddja.

[T] és [w]| a megéllapodassal a fejiinkben minden informaciét
tartalmaz, ami ahhoz sziikséges, hogy T futdsat szimuldljuk az w
inputon. Ez Turing-géppel is megvaldsithaté:

Tétel (Alan Turing)

Feltessziik, hogy megallapodtunk egy fent vazolt kédolasi
rendszerben. Ekkor létezik egy U Turing-gép, amely [T, [w]
inputon szimuldlja T-t w-n. Specidlisan futdsa ELFOGAD
dllapotba jut, ha T ezt teszi w-n, ELVET allapotba jut, ha T ezt
teszi w-n, végiil végtelen, ha T is végtelen futdsba keriil az w
inputon.
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Univerzalis Turing-gép

A tételbeli Turing-gépet (a megallapoddsok utdn, azokat
kozzétéve) univerzdlis Turing-gépnek nevezziik.

Ez a fogalom jatéknak tiinhet, azonban rendkiviil fontos szerepet
jatszik az algoritmusok, bonyolultsagelmélet, szamitdstechnika
torténetében.

Az, hogy az algoritmusok 0-1 sorozattal irhatdk le, amit egy eszkoz
memoridjaban taroljunk, amit az eszkoz értelmez utasitasok
sorozataként az a modern szamitégép fogalmanak megsziiletése.

Ezt Neuman Istvan nevéhez flizik, de Turing munkdssdga nélkiil
nem tehette volna meg ennek kifejtését.

Talan hasznos adnunk egy szétarat, ami a bonyolutsagelmélet
alapfogalmait koti a mindennapos széhasznalatunkkal
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A szotar

Bonyolultsdgelmélet Hétkoznapi matematika

Turing-gép Algoritmus

Megallapodas, hogyan | Egy programozasi nyelv

kédoljunk egy Turing-gépet

[T] Egy program (konkrét algorit-
mus kédja)

Univerzélis Turing-gép Egy programozasi nyelvben leirt
tetszbleges algoritmus inter-
pretalasara képes szamitégép
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Megallasi probléma

A fenti elOkészliletek utdn megadunk egy eldonthetetlen nyelvet,
ami a Turing-gépek definiciéjaval kapcsolatos. Be is bizonyitjuk
eldonthetetlenségét. A példa Turing nevéhez flizodik, az elsé
kiszamithatatlansdgi eredmény.

Definicié: Megallasi probléma

A megallasi problémaban adott egy T Turing-gép és egy w input.
El kell donteniink, hogy T ledll-e w-n.

MEGALLAS = {[T,w] : T leall w-n, azaz STOP
vagyis ELVET/ELFOGAD illapotba keriil},
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Turing tétele

Turing-tétel

(i) MEGALLAS € S,
(i) MEGALLAS ¢ D.
Azaz MEGALLAS felsorolhaté, de nem eldénthetd.

A tétel els6 részét az univerzalis Turing-gép bizonyitja: A szimuldlé
gép ledllasat dgy kell médositani, hogy ne STOP éllapotba jusson,
hanem a felsorolhatésagot bizonyité Turing-gép ELFOGAD
allapotaba.

fgy az elfogadandé inputokra a gép elfogad, mig a nem
elfogadandé inputokat gy jelzi ahogy kell: a szimulaladssal, ami
egy végtelen futds.
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Bizonyitas

A masodik allitas bizonyitasa indirekten torténik, azaz tegyiik fel,
hogy létezik | Turing-gép, amely eldonti a MEGALLAS nyelvet.
Tovabbiakban az indirekt feltevés | gépére alapitva egy kissé
médositott gépet irunk le.

A kovetkezd (konnyen, de technikai médon megoldhatd) feltevéssel
élunk: A Turing-gépeket azonsitjuk a természetes szamokkal. Azaz
minden / természetes szdm egy T Turing-gép kédja (i = [T).
Tovabbd i-bdl dekddolhatd T.

Hasonléan azonositjuk X*-ot és N-et. j = [w] esetén j-bdl
dekddolhaté w.
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Bizonyitds (folytatas)

Képzeljiink el egy N x N tipusi tablazatot, amely (7, /) pozicijaban
(i=[T], j=[w]) oo dll, ha T az w-n végtelen ciklusba keriil és 0
kilonben (T az w-n ledll). Indirekt feltevésiink az, hogy van olyan
I Turing-gép, amely , kiszamolja" ezt a tablazatot.

Az ellentmondast Cantor atlés mddszere adja.

Az E Turing-gép

(Atl6): Beolvas egy i inputot és kiszamolja a fenti tablézat i
indexti ([ T;] =i, [wi] = i) atlés elemét.

(Forditasl): Ha az i indexi atlés elem oo (azaz T; nem all le
wj-n), akkor E gépiink STOP allapotba keriil.

(Forditas2): Ha ez 0 (azaz T; ledll wj-n), akkor E gépiink
jobbra-balra ,, 1épeget”, végtelen ciklusba kertil.

E éppen a kiolvasott informacidval ellentétes viselkedést végez.
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Bizonyitds (folytatas)

E egy TG, azaz valamilyen k-ra [E| = k.
Mit csinadl E a k inputot olvasva?

A definicié alapjan , kibontja k" -t mint Turing-gép és ekkor
magdt/E-t taldlja.

E hogyan miikodik w-n ([w]| = k)? Akdr ledll, akdr végtelenségig
fut E definicidja ellentmonddshoz vezet.

A bizonyitas lényege hasonlit Cantor bizonyitasédra, hogy [0, 1] nem
felsorolhaté/megszamldlhatéan végtelen halmaz (atlés médszer).
Csak most valds szamok helyett gépek, illetve tizedesvessz6 utdni
pozicidk helyett inputok kdédjai szerepelnek.
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Szunet

YL

S
‘4 nm)
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D-n kivul

Emlitettik, hogy a bonyolultsdgelmélet témaja a D-beli nyelvek
vizsgalata, osszehasonlitdsuk, bonyolultsdg szerint struktiralasuk.
A D-n kivili nyelvek is igen aktivan vizsgaltak. Kutatdsuk
modszerei és motivacidja inkdbb a matematikai logikahoz kothetd.

Egy Uj probléma esetén az elsé kérdés (dontési problémdk esetén),
hogy D-hez tartozik-e. Nagyon sok matematikailag fontos,
kozponti kérdés esetén kideriilt, hogy nem D-beli kérdésrdl van szé.

Egy ilyen matematikai tétel jelentése az, hogy amig a Church-tézis
jol leirja a kiszamithatdsag fogalmat, addig tudjuk, hogy a
probléma altaldnossagban szamitégéppel NEM kezelhetd.
Természetesen specidlis inputokra, kilonbozé feltételek mellett

elképzelhetd a kiszamithatésag. llyen problémaknal a matematikai
kutatdsoknak ebbe az irdnyba kell tartaniuk.
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Hilbert X. Problémaja

Hilbert X. Problémdja

Legyen

DIOPHANTOSZ = {[p(x)] :p € Z[x1,x2, - . . , Xn],
p-nek van egész gyoke}.

Hilbert problémdjdnak modern értelmezése, hogy DIOPHANTOSZ
nyelv D-hez tartozik-e. A probléma kitlizésének idejében D
fogalma még nem sziiletett meg. A klasszikus nyelven a probléma
az, hogy van-e olyan algoritmus, ami egy adott egész egyiitthatds
polinomrdl eldonti, hogy van-e egész gyoke.
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Hilbert X. Problémdja: A tétel

Két lehetdség volt. Vagy valaki ad egy algoritmust, ami megoldja
Hilbert problémdjat (azaz DIOPHANTOSZe D), a metematikusok
kozossége pedig megérti, ellendrzi és elfogadja az algoritmust.

A madsik lehetéség: nincs ilyen algoritmus. Ebben az esetben ezt
bizonyitani kell. Ez nem megy D definicidja nélkil. Kideriilt, hogy
a masodik lehetéség az igazsdg.

Matijaszevics (1970)

DIOPHANTOSZ ¢ D.
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Hilbert X. Problémaja: A torténet

Hilbert X. problémdjanak megoldasdnak torténete:

1900 Hilbert el6adja a problémat,
1935 Church megfogalmazza a Church-tézist,

1936 Turing bevezeti a Turing-gép fogalmat, a Church-tézist
széleskorben elfogadjak,

1950- a diophantikus halmazok bevezetése és vizsgdlata Davies és
Robinson vezetésével,

1970 Matijaszevics megteszi az utolsé (legnehezebb) Iépéseket,
bebizonyitja, hogy DIOPHANTOSZ nem tartozik D-hez.

Természetesen DIOPHANTOSZe S (miért?).

Egy valtozé illetve linedris eset konnyen megoldhaté. A
kvadratikus kétvaltozds eset is megoldhatd, de mar komoly
szamelméleti vizsgalatok sziikségesek.
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Csoportok széproblémaja

SZOPROBLEMA inputja tartalmaz egy G csoportot. G-re
multiplikativ irdismdédot hasznalva hivatkozunk. Miel6tt leirnank a
teljes problémat tisztaznunk kell, hogyan kédolhatunk csoportokat?

Egy lehetséges megoldast ad a kombinatorikus csoportelmélet.
Legyen G egy csoport egy B generatorhalmazzal. Ekkor B
elemeibdl kifejezéseket épithetiink fel, amik a csoport egy-egy
elemét irjak le. Ha B = {a, b, c}, akkor abbaca—tbha~! egy ilyen
kifejezés. 1, az el6z6 betiikészletbdl felirt iires szorzat is egy
kifejezés, ami a csoport egységelemét irja le. Tehat a kifejezéseink,
szakzsargonnal szavaink, B elemeibdl és B elemeinek inverzébol
szorzasokkal felépitett kifejezések.

Persze kiilonboz6 szavak irhatjik le ugyazt az elemet. A
csoportszamtan garantélja, hogy aa—'bh és b ugyanazt az elemet
irja le.
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Csoportok széproblémaja: Szabadon generalt csoportok

Egy sz6 elemi egyszeriisitése az xx !, illetve x~'x egymasutani két
karakter kihtizasa.

Ha egy wi, wo, ws, ..., w, szdsorozatban barmely két egymasutani
sz6 kozul egyik a masik elemi egyszeriisitése, akkor a sorozat
barmely két eleme ugyanazt a csoportelemet irja le. Azt mondjuk
wy és w,, ekvivalens.

Ez egy ekvivalenciareldcié a B-bol felirhatd csoportkifejezések
halmazan. Az ekvivalenciaosztdlyok kozott konnyli szorzast,
inverzet, egységosztalyt definialni. Ilgy egy csoporthoz jutunk. Ez a
B generatorhalmazhoz tartozé , legh6vebb” generalt csoport. A
neve a B altal szabadon generdlt csoport.

A B iltal szabadon generdlt csoport esetén konnyli tervezni egy
algoritmust, amely két adott szérdl eldonti, hogy ugyanazt a
csoportbeli elemet irjak-e le.
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Csoportok széproblémaja: Végesen prezentalt csoportok

Jéval altalanosabb csoportok is leirhatdk a fenti mdédszer
dltalanositasaval.

Adjunk meg elemi egyszerlisitésekkel (és persze elemi
bonyolitasokkal) nem levezetheté szdegyenléségeket. Ha ilyen
osszefuiggések egy halmazat adjuk meg, akkor ehhez is tartozik egy
csoport: az elemi egyszer(isités/elemi bonyolitds fogalmat ki kell
terjeszteni az egyenldség egyik oldalan szerepl6 kifejezés atirdsaval
a masik oldalon szerepld kifejezésre.

fgy ha adott egy B halmaz és T egyenléségek egy halmaza (ezek
bal és jobb oldalan egy-egy szé szerepel), akkor egy G = (B; T)
csoportot irtunk le.

Amennyiben B és T véges az igy leirt csoportok a végesen
prezentdlt csoportok.
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Csoportok széproblémadja: Példak végesen prezentalt
csoportokra

(a, b; ab = ba) egy csoport.

Konnyen ellendrizhetd, hogy ez (Z,+) x (Z,+).

(a, b;a" = b?> = abab = 1) egy csoport.

Konnyen ellenérizhetd, hogy ez D,,.
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Csoportok széproblémdja: A tétel

Ezekutdn a problémank: Legyen adva egy B véges
generatorhalmaz, egy véges T Osszefiiggés halmaz (igy adva van
egy G = G(B; T) végesen prezentalt csoport). Adott még két B-re
épitett sz6. Dontsiik el, hogy azonos csoportbeli elemet irnak-e le.

Definicié

SZOPROBLEMA = {[B, T; w; = wy] : a (B; T) csoportban
a wp és wy csoportelemek megegyeznek}

Tétel (Novikov (1955), Boone (1958))

A probléma eldonthetetlen,

SZOPROBLEMA ¢ D.
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Homeomorfizmus

HOMEOMOREF inputja két topoldgikus tér. Azt kell eldontentiink,
hogy homeomorfak-e.

Ismét a |ényeges kérdés: Hogyan kddolunk topoldgikus tereket? A
legegyszeriibb megoldas topologikus terek egy tag osztdlydnak
leirdsara a rekurzié: Egyszer(i, j6l ismertnek vett topoldgikus
terekbdl egyszer(i operdcidkkal ,, felépitiink” tovabbi,
bonyolultabbakat.

Talan a legkombinatorikusabb lehet6ség, ha szimplexekbdl indulunk
ki. Szimplexek a pontok, szakaszok, hdromszogek, tetraéderek.
Ezek pontosan a legfeljebb harom-dimenziés szimplexek. Minden d
természetes szam esetén definidlhatd egy d-dimenzids szimplex,
példaul a R? origdja és e; standard baziselemeinek konvex burka.

A felépitéshez hasznalhatd opericié lehet az azonos dimenzids
lapok menti ragasztas.
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Homeomorfizmus (folytatas)

A Konnyli igazolni, hogy csak a kiindulé szimplexek dimenzidja és
a ragasztdsnal haszndlt lapok ismerete elég a leirt topoldgikus tér
homomorfiatipusdnak ismeretéhez.

Ennek leirasdhoz a szimplexeket és lapjaikat azonositjuk csticsaik
halmazaval. A szimplicidlis komplexus egy halmazrendszer lesz egy
véges V halmaz felett. A szimplicidlis komplexus egyetlen
tulajdonsaggal jellemezhet6: minden hozzatartozé halmaz osszes
részhalmaza is hozzatartozik (egy szimplex csicsainak tetszbleges
részhalmaza egy j6l meghatarozott lapja — ami szintén egy
szimplex — csticshalmaza).
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Homeomorfizmus: A tétel

A SZIMPLICIALIS-KOMPLEXUSOK-HOMEOMORFIZMUSA
probléma nem eldonthet6. Azaz

HOMEOMORF ¢ D.
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Post dominé problémaja

A POST problémaban adott ¥ véges abécé. Az input egy domind
készlet: Véges sok domindtipus, ahol egy tipus egy alsé és egy
fels6 minta, ami egy-egy 2 *-beli sz6. Minden tipusbdl végtelen sok
domindnk all rendelkezésiinkre. Azt kell eldonteni, hogy ki
tudunk-e rakni domindinkbdl egy (véges) sort tgy, hogy az alsé és
felsé mintdk osszeolvasva (konkatendlva) ugyanaz a szét adjék.

Leirasunk elemi volt. A probléma ehelyett a félcsoportok nyelvén is
megfogalmazhaté. Az irodalomban legtobbszor félcsoportokra
vonatkozé problémaként ismertetik ezt a nyelvet.

A probléma nem eldontheto.

Tétel (Post)

POST ¢ D.
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Csempézési problémak

Egy négyzetet két atldjaval osszunk nagy negyednégyzetre.
Mindegyik negyedez szinezziink ki egy szinnel. Az igy kapott
négyzetet nevezziik csempetipusnak.

Osszuk fel a sikot egymdssal prahuzamos vizszintes és fiiggbleges
egyenesekkel csempényi nagysdgl négyzetekre.

Csempézési probléma

Adott véges sok csempetipus. Mindegyikbdl végtelen sok csempénk
van.

Kicsempézhetd-e a sik (a fenti felosztds négyzeteibe rakhaté-e
csempe) Ugy, hogy az éllel taldlkozé csempéknél a megfeleld két
csempenegyed szine ugyanaz legyen?
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Csempézési problémak: Wang-csempék

Wang Csempézési probléma

Adott véges sok csempetipus. Mindegyikbdl egy-egy egymds mellé
helyezve a sikon. Mindegyik tipusbdl végtelen sok csempénk van.

Kicsempézhetd-e a sik (a fenti felosztds négyzeteibe rakhaté-e
csempe) Ugy, hogy az egyes csempék lerakasa a lerakott
tipusokbdk eltoldssal kaphatd, tovabba az éllel talalkozd
csempéknél a megfeleld két csempenegyed szine ugyanaz legyen?

v
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Csempézési problémak: A tétel

CSEMPE ¢ D.

WANG-CSEMPE ¢ D.
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Koszonom a figyelmet! |
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