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Kédolas Az algoritmus matematikai fogalma Viltozatok Bonyolultsdgi mértékek

Karakterek, szavak

A szamitasi feladat egy f : Z — O fliggvény az inputok halmazabdl
az outputok halmazédba. Ezt formalizaljuk. Ehhez az Z/O
halmazokat kédoljuk.

Definicié: Abécé

> dbécé egy nemiires véges halmaz. Elemeire mint betiik vagy
karakterek hivatkozunk.

Definicié: Szavak

> 4bécé esetén X" az n hosszl karaktersorozatok, masképpen
szavak halmaza. ¥° egy egyelemii halmaz, egyetlen eleme az e iires
(0 hosszli) sz6. * a ¥ &bécé-t hasznal6 véges szavak halmaza,

azaz T* = U, X'

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020
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Kddolas

Definicié: Kédolas

Az input/output kddoldsa egy ¥ dbécé valasztasa és az input
elemeinek azonositasa kdédszavakkal, azaz X * elemeivel.

A koédoldshoz el6szor valasztani kell egy dbécé-t. Ekkor a
Y = {0,1} valasztashoz is ragaszkodhatnank. Néha azonban
technikailag egyszeriibb lesz nagyobb dbécé-vel dolgozni.

Megjegyzés: Megjegyezziik, hogy csak megszamolhaté 7 és O
halmazok kddolhatdk. Azaz halmazelméleti okok miatt a valds
szamok halmaza nem kdédolhatd.

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020
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Példak kédoldsokra

Példa: Kettes szamrendszer |

N egy kédolasa lehet a kovetkezd. Legyen ¥ = {0,1}. Az x szdm
kodjat dgy definialjuk, hogy felirjuk kettes szamrendszerben.
0—0,1— 1,9~ 1001, hiszen 9 = 1001,. Ez egy-egy, de nem
bijektiv leképezés N és {0, 1}* kozott: € és a 0-val kezd3d6,
legalabb kettd hosszt 0-1 sorozatok nem kdédszavak.

Példa: Kettes szamrendszer |1

Ny (a pozitiv egészek) egy kddoldsa lehet a kovetkezd. Legyen

Y ={0,1}. Az x szam kédjat tgy definidljuk, hogy felirjuk kettes
szadmrendszerben és a kezd6 1-est elhagyjuk. 1 — ¢, 9 — 001,
hiszen 9 = 1001,. Ez egy bijekcié N és {0, 1}* kozott. Ezt
nevezziilk N standard kettes szamrendszerbeli bijektiv
kédoldsanak.

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020
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Példak kédoldsokra

Példa: Tizes szamrendszer |

A tizes szamrendszerben valé felirds is egy kédoldsa N-nek. Ekkor
Y ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Minden x természetes szamnak egy
kodjat definidljuk, a szokasost.

Ekkor X* nem minden eleme kédol inputot. 002017 példaul nem
kddol inputot.

Példa: Tizes szamrendszer |l

Legyen ¥ ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Minden kddszét,
szdmjegysorozatot a kezd6 0-kat elhagyva értelmezzik.

Ekkor egy szamnak tobb kdédja is van. 2020, 02020, 000002020
kédok mindegyike ugyanazt a szdmot kddolja.

Mindkét megoldas kérdéseket vet fel.

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020
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Kérdések

Adott X * egy eleme. Lehet, hogy nem kddol inputot? Ha igen,
akkor mit tesziink?

Elvarjuk az algoritmust felhasznalétdl, hogy az altala megadott
jelsorozat garantaltan inputot kéddljon és az algoritmussal barmi
torténhet, ha nem igy tesz. Esetleg elvarjuk, hogy ebben az
esetben az algoritmus jelezze, hogy , rossz kéd”.

Ha tobb kddja is van egy inputnak, akkor Ha igen, akkor mit
tesziink? Gyakran kijelolhetiink egy standard kédot, amihez
ragaszkodunk. Feltehetjik, hogy a dtandard alakra hozds legyen
része az algoritmusnak. Ha tobb kddja van egy inputnak, akkor
elvarjuk-e, hogy két kéd esetén el tudjuk donteni, hogy ugyanazt
az inputot kddoljik-e?

Ezekkel a problémakkal nem foglalkozunk. A szokasos kédolasok
olyanok, hogy algoritmusaink a legnagyobb kovetelményt is

konnyen teljesitik (esetleg kis tobblet munkaval).
Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020
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Példak kédoldsra

N kédoldsa az ¥ = {1} dbécé-vel is lehetséges: n kddja legyen n
darab 1-es (17). Ezt N undris kédoldsanak nevezziik.

Példa

Q szokasos kédoldsdban ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,/,—} A
raciondlis szamot kédold szvak egyetlen ,, /" jelet tartalmaznak,
ami el6tt egy természetes szam all (esetleg egyetlen — elGjellel
kezdve), mig a tortjel utan egy pozitiv egész kédja &ll. Ebben a
kédolasban a ,, fél” raciondlis szamnak 1/2 és 2017/3034 is kédja.
1/2/3, 12/0, —1/ — 2 nem kdédolnak raciondlis szdmot (legalabbis
nem a fenti megéllapodasok alapjan).

| A

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020
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Példak szamitasi feladatra

A koédolds utdn egy szamitasi feladat egy f : ¥* — ¥ fliggvény.

FAKTORIZACIO |

Legyen ¥ ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,;,.} U{, } Input: egy pozitiv
egész szam tizes szamrendszerben felirva. Qutput: prim osztdinak
novekvo listdja, mindegyik osztét multiplicitdsa koveti egy
vesszovel elvdlasztva, majd egy pontos vessz6 koveti, kivéve az
utolsd prim osztét és multiplicitdsat, amit egy pont kovet. Azaz:

24+ 2,33, 1.
121 — 11, 2.

43 — 43, 1.
2010 — 2,1;3,1;5,1;67, 1.

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020
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Példak szamitasi feladatra

FAKTORIZACIO 1

Legyen ¥ = 0,1. Az n input szdmot kettes szdmrendszerben
kédoljuk. f(w) legyen az w &ltal kédolt szam legkisebb
primtényez6jének kddja.

FAKTORIZACIO Il

Legyen ¥ = 0,1. Az input egy n, t szampar mondjuk 10
szamrendszerben kédolva (X = {0,1,")} a szdmpér két elemének
elhataroldsara haszndljuk a vesszé karaktert). Egy bit szamitandé
ki: Van-e n-nek olyan o osztdja, hogy 2 < o <t

Taldn zavaré, de sok FAKTORIZACIO problémét formalizaltunk.

Ezek mind formélisan killonboznek, mégis mind ugyanazon

matematikai problémat jelenitik meg. Ezen tegyuk tdl magunkat.
Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020
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Egy zavaré példa

A X = {1} , minim3l 3bécé” is egy lehetéség. Ez azonban
természetellenes és ennek haszndlata egy veszélyt rejt.

Binaris és tizes szamrenszer kozotti oda.vissza konverzié standard
kozépiskolas feladat.

Az unarisan kédolt szam konnyen felirhatd példaul tizes
szdmrendszerben. Forditva — habar nem latunk nehézséget —
mégis problémds a feladat. Az undris felirds hossza (ennek
megfeleléen a felirashoz sziikséges id6 is) hatalmas.

{0,1,2, ..., n— 1} elemii halmaz standard kddoldsaiban minden
szdm kédja legfeljebb O(log n) hosszd. Barmilyen nagyobb dbécé-t
vdlasztunk ennél nagysdgrendileg jobb kddolast nem taldlhatunk.
Az abécé novelése csak konstansszorosara ,,nyomja ossze” a
kédokat.

Az egyelem(i dbécé viszont rossz, ebben legaldbb n — 1 hosszu

kddszd is sziikséges barmit tesziink.
Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020
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Az input mérete

Egy kdédolds utdn beszélhetiink az input méretérél, az input
jelsorozat karaktereinek szama, az input hossza.

N standard kédolasaban n kédjanak hossza [log, n]. N undris
kédoldsdban n kédjanak hossza n.

| A\

Példa

Legyen G egy egyszerli graf a V = {1,2,..., v} csticshalmazon.
Kédoldsdhoz legyen ¥ = {0,1}. G kddjdnak hossza (3) lesz (az
ilyen alaki szdmokat nevezziik hdromszégszamoknak). A kéd
pozicidi V kételemii részhalmazaival vannak azonositva. Egy
karakter/bit azt kddolja, hogy a megfelelé két cstics Gssze van-e
kotve. Mivel 2(2) a kédolandé objektumok szama és |X| = 2 ezért
rovidebb kddszavakkal dolgozva nem is lehetséges az Osszes v
csucsu egyszeril graf kddolasa.

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020
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Az input mérete

Legyen G egy e élii egyszerli graf a V ={1,2,...,v}
csticshalmazon. Ekkor kédja lehet, hogy V' elemeit felsoroljuk és
mindegyikhez kettéspont utédn felsoroljuk szomszédait (amelyek
sordt pontosvesszdvel vélasztjuk el és ponttal zarjuk le). Azaz
Y ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,0,;,.}. Példdul egy kddolt graf
1:2;42:1.3:1;5.4:1.5:3. A graf kédjanak hosszat fellilrdl
becsiilhetjik (v + 2€)([logyg|v + 1)-gyel. Nagysagrendileg
tomorebb kddolast nem is remélhetlink, hisz a kédolandé

v

objektumok szdma ((g)) .

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020
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Dontési problémat

Definicié: Dontési problémak

Az f szamitasi feladat dontési feladat, ha csak 0/1 értékeket vesz
fel.

Azt is mondhatjuk (ez igy szokas) hogy egy inputot vagy
elfogadunk vagy elvetiink. Tehat egy eldontési probléma
azonosithaté ¥* egy részhalmazaval, az elfogadandd inputok
halmazaval.

Definicié

A szavak egy részhalmazat nyelvnek nevezziik. Azaz egy nyelv:
LcCXx*

Osszegezve: Egy dontési probléma leirhaté egy L C ¥* nyelvvel.
llletve a nyelv értelmezhetd, mint a ,, hozzatartozik-e” dontési
probléma.

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020
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Algoritmus: statikus kép

Az algoritmusok véges mddon leirhaté (mondhatjuk azt is hogy
kédolhatdk).

llyen kédokat lathatunk algoritmuselméleti konyvekben vagy mds
tankonyvekben, ahol algoritmusokat ismertetnek.

Persze a kédolds egy megdllapodas. Sokféle megéllapodas |étezik.
Ezt tapasztalja az, aki egy programozasi nyelvet valaszt.
Mindegyik nyelv egy-egy kédoldsi médja algoritmusoknak.

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020
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Algoritmus: Dinamikus kép

Emellett van egy dinamikus kép is.

Gondoljunk egy filmre, ami azt mutatja, hogy két haromjegyli
szam esetén szorzatukat kiszamoljuk. Az id6 telésével a
papirunkon szamok jelennek meg, egész a szamitds végéig
szervezziink munkateriiletiinket, amikor is ledllunk (példaul az
eredmény kétszeres aldhdzédsaval jelezve a szadmitds végét).

A tankonyvben leirt eljarast akkor értettiik meg, ha képesek
vagyunk futtani azt kiilonbozé inputokon. llletve, ha jél
begyakoroltunk egy algoritmust és a matematikai és nyelvi kifejezés
egy szintjét elértik, akkor képeseknek kell lenniink valamilyen
szintli lefrdsat adni az eljarasunknak.

A statikus és dinamikus szemlélet egyuitt jar. Azért
életlink /matematikai tanulmanyaink sordn a dinamikus képpel
taldlkozunk el6szor.

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020
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Torténeti megjegyzések

Az algoritmus matematikai fogalma a XX. szdzad els6 harmaddban
alakult ki. Egyik o0sztonzdje a logika fejlodése, illetve Hilbert
nevezetes problémai kozil a tizedik volt. Ebben azt kérdezte
Hilbert, hogy van-e olyan algoritmus, ami egy adott
egészegylitthatds polinomrdl eldonti, hogy van-e egész gyoke
(Diophantikus szdmelmélet alapproblémdja).

A viélasz, mint késébb kideriilt: NINCS. Ennek igazoldsa mar
lehetetlen az algoritmus fogalmanak matematizalasa nélkdl.

A probléma érdekes. Az algoritmus/eljaras szavak részei
mindennapi széhaszndlatunknak, de a matematikaban nincsenek
értelmezve. Egy definicié megadasa, akkor sikeres, ha a
matematikus tdrsadalom tobbsége rabdlint: , elfogadom korrekt
definiciénak”. Az a pillanat, amihez ezt kotik az Church egy
1935. aprilis 19-én tartott el6addsa az Amerikai Matematikai
Tarsulat egy taldlkozdjan.

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020
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Torténeti megjegyzések (folytatds)

A felhivast, hogy az algoritmus korrekt definiciéjanak keresése
véget érhet (ott vagyunk a , szent gralndl") Church-tézisként
hivatkozzak.

Erdekes megjegyezni, hogy a tézis bejelentését megelozte egy
Godelhez irt levél. Godel a matematikai logika
megkérddjelezhetetlen dridsa volt, aki szintén aktivan fogllakozott
a kérdéssel. A Church levelében leirt kiszdmithatésag fogalmat
Godel nem fogadta el. Az 1935-0s valtozat ennek mddositdsa volt,
Church kotni tudta sajat fogalmat Godel prébalkozasaihoz. De a
tézisben megfogalmazott indokokat a matematikai , egyezséghez"
Godel nem tartotta kielégitonek.

Az igazi attorést Turing egy 1936-o0s cikke okozta. Ebben egy (j
definiciét fogalmazott meg. Ezt mar széles korben elfogadtak mint
a kiszamithatdsag/algoritmus fogalma.

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020
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Torténeti megjegyzések (folytatds)

Késobb a kutatdk belattdk, hogy Turing, Church, Godel és masok
prébalkozasai mind ekvivalens fogalomhoz vezetnek. A tézist mind
a mai napig elfogadjak.

Ennek ellenére, ha valami technoldgiai attorés torténik, amely
gyokeresen atalakitja a mindennapi képlinket a szamitds
fogalmardl, akkor a tézist Gjra kell értékelni.

Megemlitjuk, hogy kvantum gépekkel is ugyanazon fiiggvények
lesznek kiszamithaték (amennyiben technolégialilag
megvaldsithatdk), mint klasszikus gépekkel.

Turing definicidja a dinamikus szemléletét irja le. A fogalom a
Turing-gép, amely konfiguracidk egy sorozatdn athaladva jut el az
outputig, hajt végre egy algoritmust. A Turing-gép definiciéja tobb
definicié ereddje lesz. A definicidk szOveges részt és szaraz,
matematikai ,, desztillaciot” tartalmaznak.

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020
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Szunet
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S
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TURING-GEP KONFIGURACIOJA

Ennek , fizikai” részei: inputszalag, munkaszalag, outputszalag, fe;.

A szalagok mezOk sorozatat tartalmazzak. A t szalag mezdi
(M}, (azaz MR az inputszalag 100 indexii/101-edik mezdje,
M{unka 3 munkaszalag els8/0 indexti mezéje).

A mezdket ugy kell elképzelni mint egy négyzethalds papir egy
sordt, amelyik jobb irdnyban végtelen.

A mez6k tartalma egy-egy karakter. Az input- és outputszalag
mezbi a feladat kddoldsahoz hasznalt ¥ abécé elemeit
tartalmazzak.

Az outputszalagra a kiszamolt f(w) € * keriil a szdmitas soran.
Az output mar leirt részétdl jobbra 1évé mezékon egy (Uj) —
ires/érintetlen karakter szerepel.

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020
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TURING-GEP KONFIGURACIOJA (folytatas)

A munkaszalaghoz egy ' dbécé-t haszndlunk, emellett itt is
szerepelhet az érintetlen karakter.

A fentiekben leirt karakterektdl kiilonbozé |, hataroldjeleink” is
vannak: > és <. Ezek a szalagok , hatdarmezdinek” , bevésett”
tartalma (lasd késdbbi formilis leiras).

A fej a Turing-gép szalagaival szemmel, illetve kézzel/tollal
kapcsolédik.

A, szem” egy mez0 értékét olvassa, a kéz a latott mezGt irhatja
fellil.

A gépnek egy input-, munka-szemmel, munka-kézzel és
output-kézzel rendelkezik. Ezek helyzetét az irja le, hogy melyik
mezo felett helyezkednek el.

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020
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TURING-GEP KONFIGURACIOJA (folytatas)

Azaz mindegyik szalaghoz tartozik egy-egy pozicidé, amit a fej
kontroldl (az inputszalag esetén ez az input-szem dltal latott mezd,
a munkaszalag esetén ez a munka-szem altal latott és egyben a
munka-kéz altal irhaté mezd).

A fejnek van egy bizonyos dllapota. A lehetséges éllapotok egy S
véges halmazt alkotnak (S elemeit allapotoknak hivjuk, S az
allapothalmaz).

[>[ofo[1]1o[2]o[1]o]1]1]<]

[>[alv[alw[e[a]t [s[5]s[al [ o] -

[>lol1Tof [T AN ANT -

Egy képzeletbeli gép képzeletbeli konfiguracidja

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020
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TURING-GEP KONFIGURACIOJA: A definicié

|
N
N
N

Turing-gép konfiguracidja

A konfiguracié egy n hosszi input mellett egy hetes:
<{Mmput :1—&-017 {I\/’munka}oo07 {Moutput}l_ ’pmput7 pmunka7 poutput7 5>7

input __ munka __ output __ input __
ahol MYt = pMgrunka — M >, MIPE = o,

mput {0 1 2 ,n+ 1} pmunka’poutput €N, se S.

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020
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El6zetes megéllapitasok

Néhany fontos megallapitast kell tenntink:

1) A fej a konfiguraciénak csak egy sziik részét ,latja". Ez a két
szem &ltal latott mezd tartalma és az allapota (azaz
(ZU{p,<}) x (TU{>,—1}) x S egy eleme).

2) Az inputszalag funkcidja csak az input téroldsa. Ezt
olvashatjuk az inputszemmel, de nem irhatjuk feliil. Azt
mondjuk az , inputszalag csak olvashatd”.

3) A munkaszalag a ,,munka helye". Ide keriilhetnek,
. feljegyzések” , |, részeredmények”, , részletszamitasok™”. Ezt a
részét a konfiguraciénak irhatjuk, , radirozhatjuk”. Az
algoritmus a munkaszalagot csak lokalisan irja feliil. Csak a
munkaszalag ldthaté mezé&jére (aktudlis pozicidjaba) lehet irni.
A munkaszalag tartalmat a munkaszem latja. Azt mondjuk az
»munkaszalag olvashatd/irhat6".

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020
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Elézetes megallapitasok (folytatds)

4) A szemek (és velitk a kezek) mozgdsa , folytonos”. Ez alatt

5)

azt értjuk, hogy mindegyik szalagon az Uj pozicié legfeljebb
1-gyel tér el az el6z6tdl.

Az outputszalag funkcidja csak az output leirdsa. Ezt a
kovetkez6 megéllapodassal garantaljuk: Az outpuszalagra
akkor irunk majd, ha a kéz egyet jobbra mozdul. Mas mozgast
nem is engedélyeziink. Azt mondjuk az , outputszalag csak

3l

irhatd”.

A hatérol6 jelek (> és <) szerepe a szemek/kezek szalag folott
tartasa.

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020



Kédolas Az algoritmus matematikai fogalma Viltozatok Bonyolultsdgi mértékek

TURING-GEP ATMENETIFUGGVENYE: A definicié

A fenti megjegyzések alapjan egy konfiguracié valtoztatasat egy
egyszerl fuggvény irja le.

Definicié: Turing-gép atmenetifliggvénye

Egy Turing-gép dtmenetifiiggvénye egy

b (Zu{e, <) x(Tu{p,~})xS— {B,.,J} xIx{B,.,J}
x ({.JUX) xS.

fuggvény.
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TURING-GEP ATMENETIFUGGVENYE: Feltételek

A 6) megjegyzést kiilon feltételek fogalmazzdk meg:

o Azaz §(>, karakter, STATE)-nek olyan értéknek kell lenni,
hogy els6 koordinatdja nem B. Masodik koordinadtéja
lényegtelen mert a hatarold jel nem irhatd feliil, a rakovetkezo

konfigurdcidban a munkaszalag tartalma ugyanaz lesz mint
kordbban.

o Azaz §(<, karakter, STATE)-nek olyan értéknek kell lenni,
hogy els6 koordinatdja nem J.

o J(karakter,>, STATE)-nek olyan értéknek kell lenni, hogy
harmadik koordindtdja nem B.

A teljes feltételrendszer felirasat nem végeztiik el. Mindenki
megteheti, aki gy érzi, hogy a formalizalds segiti megértését.

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020



Kédolas Az algoritmus matematikai fogalma Viltozatok Bonyolultsagi mértékek

TURING-GEP ATMENETIFUGGVENYE:
Ertelmezése

Az dtmenetifiiggvény értelmezési tartomanya az 1) megjegyzés
alatt leirtakat formalizélja.

Az atmeneti fuggvény értékkészletében minden értéknek ot

komponense van. Ezek rendere a kovetkezét irjdk le:

(i) input-szem mozgdsa (‘B'= bal szomszédra ugrés, '." =
maradds, ‘J’ = jobb szomszédra ugras),

(i) munka-kéz &ltal leirt karakter (a nem irds a mar ott lévé
karakter djrairdsa),

(iii) munka-szem mozgdsa (ami egyben a kéz mozgdsa is lasd az
input-szem mozgdsara vonatkozé magyarazatot),

(iv) az output-kéz mozgasa és irdsa egybeolvasztva (a kéz vagy
marad és nem ir (.), vagy jobbra mozog és ir egy karaktert (X
egy eleme)),

(v) az dj konfiguracidban a fej allapota.
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Rakovetkezo konfiguracio

Az értelmezés utan egyszerl gyakorlat x-bdl kiolvasni a
konfiguracid ,, latott részét”.

Egyszerli venni az dtmeneti fliggvény ezen felvett értékét és ez
alapjan médositnai k-t.

Definicié: Rakovetkezé konfiguracid

k-bdl a fenti médon nyert konfiguracié s konfigurdcié k*
rakovetkezdje.

A formalis leirdst az olvaséra bizzuk.
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TURING-GEP KEZDOKONFIGURACIOJA

Leirunk egy w inputhoz tartozé konfiguraciét. Ebbél a
konfiguraciébdl indul az w inputhoz tartozd szamitas.

Turing-gép adott inputhoz tartozé kezdékonfiguracidja

Az w € L" inputhoz tartozé kezddkonfigurdcié definiciéjahoz
sziikséges néhany el6zetes megallapodds. Legyen START € S egy
specidlis dllapot (a szamitds kezdetét jelzé allapota gépiinknek) és
legyen — egy speciélis eleme -nak (az ires karakter). Legyen

Ko(w) = ({MMPUEIES {Mmumkayee, MU

input _munka _output >
)

p'MPUE, pmUni@  pOutPUt s

ahol Mgt = Mgunka = MSUPYE = b, MR = q, METPYE = w;
(i=1,2,...,n), Mmunke — MUPUE — (j € Ny),

pinput — pmunka — poutPUt — 0’ s = START.

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020



Kédolas Az algoritmus matematikai fogalma Viltozatok Bonyolultsdgi mértékek

TURING-GEP FUTASA

Ezekutan mar természetes az algoritmus futdsanak dinamikus
képét leirni.

Turing-gép futdsa adott inputon

Legyen {k;}°, konfiguraciék azon sorozata, amelyre o = ro(w)
(az w-hoz tartozé kezd8konfiguracid) és ki1 = k. Ezt a
konfigurdcié-sorozatot az w inputhoz tartozo futdasnak nevezziik.

A fenti definicié egy végtelen konfiguracidsorozatot nevez futdsnak.
Az igazi algoritmus azonban egy ponton ledll, a szamitdst
befejezte, az eredmény kihirdeti.
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Csonkitott futas

Legyen STOP egy specialis dllapot, azaz STOP € S. Ennek
szerepe a szamitas végének jelolése.

A futds végtelen sorozatdt bizonyos esetekben , levagjuk”.

Legyen {r;}‘_, konfigurciék azon sorozata, amelyre rg = rio(w)
(az w-hoz tartozd kezdékonfiguracid) és ki1 = H?_, tovabba

¢ = min{i : k; dllapota STOP}. Amennyiben a minimum mogott
allé halmaz iires ¢ = oo.

Ha ¢ < oo, akkor azt mondjuk a futds véges/ledll. Ezt a futast
redukalt futdsnak nevezziik.

Ha w-n géplink futdsa ledll, akkor x-ben az outputszalag tartalma
a > jel utdn az output-kézig tartalmazza a kiszamitott outputot.
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TURING-GEP/ALGORITMUS OSSZETEVOI

Tulajdonképpen most értiink a Turing-gép definicidjanak végére.
Egy f : X* — Y * feladathoz tartozé Turing-géphez sziikséglink van
(1) egy I munka dbécére,

(2) specilis karakterekre (>, <, —),

(3) egy S allapothalmazra (speciélis 4llapotokkal: START,
STOP),

(4) egy d atmeneti fliggvényre.

Fontos észrevenni, hogy egy konkrét algoritmus/Turing-gép példaul
2020 allapotot hasznal és munka-abécéje 1001 karakteres, DE
minden inputhosszra el kell végeznie a ,, munkdjat”.
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TURING-GEP/ALGORITMUS ALTAL KISZAMOLT
FUGGVENY

Definicié

Egy f fuggvényt kiszamit egy T Turing-gép, ha minden w € &*
esetén ledll a Turing-gép és a kiszamitott érték f(w).

Masképpen is fogalmazhatunk.

Definicid

Minden T Turing-gép kiszamol egy fr : X* — ¥* U {oo}
fliggvényt. w € L* esetén fr(w) = oo, ha a futds nem véges, mig
a kiszamolt X*-beli érték, ha a futas véges w-n.

T akkor szamol ki egy f fuggvényt, ha f = fr.
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Kiszamithaté fluggvények

Definicié

Egy f : X% — X* figgvény akkor kiszamithatd, ha alkalmas T
Turing-gépre f = fr.

Egy kiszamithaté fuggvényhez sok megfelel6 T
Turing-gép/algoritmus létezik.

Elére megemlitjik, hogy vannak nem kiszamithaté fuggvények.
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ELDONTO TURING-GEPEK

Eldontési feladat megolddsara szolgald Turing-gép esetén az
outputszalag egyetlen bit leirdsara szolgal.

A definicié egyszeriisithetd. Az outputszalag eldobhaté. A STOP
allapotot helyettesitsiik ELFOGAD és ELVET allapotokkal.

Definicié
Dontési feladatoknal a fenti modellel dolgozunk, ezt eldonté
Turing-gépnek nevezziik.

Ekkor a futds akkor és csak akkor all le, ha ELVET vagy ELFOGAD
allapotba kerdl.

Definicié

Egy eldonté T Turing-gép eldonti az L nyelvet, ha minden w € L
esetén ELFOGAD aéllapottal 3ll le a gép és minden w ¢ L esetén
ELVET allapottal all le a gép. (Specidlisan minden inputon ledll a

gén )

| A
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Eldontheto nyelvek

Definicié

Egy L C ©* nyelv/dontési feladat eldonthetd ha van olyan
Turing-gép, ami eldonti.
Az eldontheté nyelvek halmaza legyen D(X).
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Felsorolhaté nyelvek

Megemlitiink egy tovabbi lehetséget az elfogadds/elvetés
., kodolasara” .

Definicié

Egy eldonté T Turing-gép felsorolja az L nyelvet, ha minden w € L
esetén ELFOGAD allapottal all le a gép és minden w ¢ L esetén
nem 3all le.

Definicié

Egy L C ¥* nyelv felsorolhaté ha van olyan Turing-gép, ami
felsorolja. Az eldonthetd nyelvek halmaza legyen S(X).

Adott X dbécé esetén nyilvan
D(X) C S(X) C P(X%).
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Szunet

YL

S
‘4 nm)
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Alapmodell

A fent leirt modell esetleges, hiszen példaul az, hogy egy irdnyban
végtelen szalagokat hasznalunk tovabba, hogy éppen hiarom
szalagon dolgozunk dnkényes valasztisok. gy természetesen
léteznek mas valtozatok is.
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Valtozatok: Két irdnyban végtelen munkaszalag

A munkaszalag bal és jobb irdnyban is végtelen és nem tartalmaz
»szalag eleje” jelet, csupan egy kezdeti mezét kell megadni.

o>
|[>|0|0|1|1 O|1|O|<| inputszalag
=/
|v|v| h | v |<]l>| m| dlafalp |v|v|v| munkaszalag
7
|>| 1 | 1 | 0 |v|v|v|v|v| outputszalag

A két iranyban végtelen munkaszalag.
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Valtozatok: k-szalagos modell

Bonyolultsagi mértékek

Rogzitett k € N szami munkaszalagot haszndlunk, és minden
egyes munkaszalaghoz tartozik egy szem/kéz péros. Fontos

megjegyezni, hogy k nem fligg az input méretétdl.

R
DL fo] [

inputszalag

- 1. munkaszalag

- 2. munkaszalag

- k. munkaszalag

outputszalag
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Valtozatok: Egyszalagos modell

Minden miivelet egyetlen szalagon torténik, amely igy egyszerre
input-, munka-, és outputszalag. A szalag jobbra végtelen és a
kezdeti mezOket az input foglalja el >>,< jelek kozott. Ebben a
modellben az input is feliilirthaté és az output a szalag tartalma a
STOP € S dllapot elérésekor.

>/ inputszalag
@ |>| 0 | 0 | 1 | 1 | 0 | 1 |<| 1 | 1 |v| munkaszalag

outputszalag

Az egyszalagos modell.
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Valtozatok: Kétdimenziés munkaszalag

Erdemes a munkaszalagot lgy elképzelni, mint egy végtelen
négyzethdlds fiizetlapot (ez lehet a teljes sikot lefedd hald vagy
csupan egy negyedsiknak megfelel). Ebben az esetben is ki kell
jelolniink egy kezdeti mezot.
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Robosztussag

Nyilvdnvald, hogy a kiilonb6zd modellekhez mas 1athatd részek
tartoznak, ebbdl adéddan pedig eltéréek a modellek atmeneti
fuggvényei. A sziikséges mddositasok formalizaldsa nem nehéz, de
idGigényes; ezt az érdeklédd hallgatékra bizzuk

Fontos kérdés, hogy az aprénak tiin6 valtoztatdsok nem
véltoztatjdk-e meg a kiszamithatdsagot.

Fontos tétel: NEM.

Igazabdl nem is nehéz: barmelyik valtozatra alapitunk egy
algoritmust/Turing-gépet az altala elvégzett feladat megoldhaté
egy masik modellben (szimuldlhaté). Osszegezve: A kordbban
bevezetett fliggvény-/nyelv-osztilyok nem fliggnek a fenti tipusu
mddositasoktdl.
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Standard modell

A bonyolultsagelmélet , feladata” a D nyelvosztdly finomitasa, az
ide tartozé nyelvek vizsgalata. D-n kivili nyelvek osszehasonlitdsa
és vizsgdlata inkabb matematikai logika jellegli kérdésekhez vezet.

A matematikai kérdésekhez j6, ha megallapodunk a modellben.

Szadmunkra az elkilonitett munkaszalag fontos lesz. Ez alapjan
tudunk majd beszélni , logaritmikus tarban” kiszamithaté
fuggvényrol.

A tobb (k darab) munkaszalag léte kényelmes azok szamdra, akik
valéjdban megadnak Turing-gépeket.

Definicié

A k-szalagos Turing-gép modelljét standard modellnek hivjuk.

Ha azt mondjuk, hogy egy L nyelv eldonthetd, akkor ez alatt azt
értjiik, hogy van alkalmas k € N és alkalmas k-szalagos
Turing-gép, amely eldonti L-et.
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Algoritmus/Turing-gép id6igénye és tarigénye

Definicid

Egy T Turing-gép idbigénye egy w inputon ¢ := TIME(w, T), ha
futdsa {K;,-}ffzo, vagyis az l-edik konfigurdciéban keriil elészor
STOP éllapotba, illetve oo, ha futdsa végtelen (nem éri el a STOP
allapotot).

Természtesen dontési feladatokra specializalt Turing-gépek esetén
is hasznalni fogjuk ezt a fogalmat, de a STOP szerepét
ELFOGAD/ELVET veszi &t.

Definicid

Egy T Turing-gép tdrigénye egy w inputon s := SPACE(w, T), ha
futdsa sordn a munkaszem/kéz alatti mezd legnagyobb indexe s,
illetve 0o, ha a munkaszem /kéz tetsz8leges messze elmozdul a
munkaszalag baloldali hataratdl.
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Eszrevétel

Mivel a Turing-gép legfeljebb annyi mezét Idtogathat meg a
munkaszalagon, amennyit mozog, ezért ezen jellemzok kozott
fenndll a nyilvdnvald

SPACE(w, T) < TIME(w, T)

Osszefliggés.
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Géposztalyok

A futds id6- és tarigényét nyilvan az input hosszatdl vald fliggése
alapjan itélhetjik meg. A kovetkezé definicidval ezen fliggést
tudjuk kifejezni.

Definicié

Legyen t: N — R egy tetszdleges fiiggvény. Azt mondjuk, egy T
Turing-gép eleme a TIME(t(n)) halmaznak, ha minden w € ©*
esetén

TIME(w, T) < t(Jw]).

Definicid

Legyen s: N — R egy tetszoleges fliggvény. Azt mondjuk, egy T
Turing-gép eleme a SPACE(s(n)) halmaznak, ha minden w € ©*
esetén

SPACE(w, T) < s(|w]).
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Nyelvosztalyok

Definicié
Legyen t: N — R egy tetszdleges fiiggvény. Azt mondjuk, hogy
egy L nyelv eleme a TZME(t(n)) halmaznak, ha létezik olyan T
Turing-gép, amely

(i) eldonti L-et, és

(i) T € TIME(t(n)), azaz TIME(w, T) < t(|w|).

| A\

Definicié
Legyen s: N — R egy tetszbleges fuiggvény. Azt mondjuk, hogy
egy L nyelv eleme a SPACE(s(n)) halmaznak, ha létezik olyan T
Turing-gép, amely

(i) eldonti L-et, és

(ii) T € SPACE(s(n)), azaz SPACE(w, T) < s(|w]).
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P

Az imént bevezetett TZME(t(n))/SPACE(s(n)) jeloléseknél
hasznosabbak azok az osztdlyok ahol az ido, illetve tar korlatozast
nem egy fuggvénnyel, hanem egy , nagysagrenddel” irjuk eld.

Definicié: Polinomialis idoben eldonthetd nyelvek

U TIZIME(p( U TIME(an? + a).

PER[x] aeN

A masodik unids alak csupan egy specialis polinom sorozatra
ritkitja ki az elsé uniét. A specidlis polinom sorozat tudja, hogy
barmely p € R[x] polinomhoz létezik olyan a € N természetes
szadm, melyre p(n) < an? + a, ahol n € N. Ezért a két unié
egyenlésége nyilvanvald. A két unid csak két alternetiva a
megfogalmazasra, nem része a definiciénak.
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EXP,PSPACE

Exponencialis idoben eldonthetd nyelvek

EXP =] TIME@™ ).

aeN

Polinomialis tarral eldonthetd nyelvek

PSPACE := | | SPACE(an’ + a).

aeN

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020



Kédolas Az algoritmus matematikai fogalma Valtozatok Bonyolultsdgi mértékek

EXPSPACE, L

Exponencialis tarral eldonthetd nyelvek

EXPSPACE := | ] SPACE(2’™*?).

aeN

Logaritmikus tarral eldontheté nyelvek

L:=|J SPACE(alogn).

aeN
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Tartalmazasok

Konnyen beldthatd, hogy a nyelvosztalyok kozott az aldbbi
tartalmazasok teljesiilnek:

L C PSPACE C EXPSPACE C D C S C P(r¥)
Ul Ul

P - EXP

Természetesen tovabbi kapcsolatok is vannak, ezekrdl a késdbbiek
sordn esik szd.

Nyelvosztalyokbdl is jelentésen tobb létezik, mint amit itt
megadtunk, a részletekért ldsd a Qwiki oldalat:
http://qwiki.stanford.edu/index.php/Complexity_Zoo.
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A Lemma

Célunk, hogy beldssuk:

LCPCPSPACE CEXP CEXPSPACE CDC S CP(EY).

A fenti tartalmazasok jé része nyilvanvald. A teljes tartalmazas
sorozat a kovetkez6 lemmabdl nyilvanvald.

SPACE(s(n)) C UCGNTIMS(CS(H)Hog(n-f-l)).
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A Lemma bizonyitasa

Legyen L € SPACE(s(n)). Ekkor megadhaté olyan T Turing-gép,
amely eldonti L-et (specidlisan minden w € L-en megill), és a
tarigénye legfeljebb s(n).

A fenti bekezdés egy karakterisztikus bizonyitas kezdés lesz. A
tovabbiakban ezt L € 7 SPACE(s(n)) jeloléssel roviditjiik.

Legyen rko(w) — k1(w) — k2(w) — ... — kKe(w) a futds w-n. Azaz
ez egy ¢ > 1 hosszl, véges konfiguracidsorozat, ahol az elsé
konfiguracié (ko(w)) a kiindulé konfiguracié (ebben az éllapot
START) és az utolsé allapot (k¢(w)) az els6 olyan konfigutacié a
futds soran, amelyben az dllapot ELFOGAD/ELVET.

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020



Kédolas Az algoritmus matematikai fogalma Viltozatok Bonyolultsdgi mértékek

A Lemma bizonyitdsa (folytatas)

Konnyi latni, hogy a futds sordn nem ismétlédhet konfiguracid,
azaz | # j esetén k; # K; teljesiil.

Hanyféle konfiguracid léphet fel a fenti sorozatban rogzitett w
esetén? Legyen |w| = n.

Egy felsé becslés a kérdésre adandé vélaszra (a1, 51 konstansok
T-tdl fiiggnek):

(n+2)-(5(n)+1)k-’r’k's("))-‘S’ < OéT(n+1)Ozs7gn) < 657'_(n)+log(n+1)’

hiszen az input szem helyzete n 4 2-féle, mind a k munkaszalag
felett: a munka szem helyzete s(n) + 1-féle, a munkaszalag
tartalma (|[| 4 1)*(")-féle (az s(n)-nél nagyobb indexi
munka-mezdk sziikségszertien az érintetlen karaktert
tartalmazzdk), tovabba az allapot |S|-féle lehet.

Hajnal Péter A Turing-gép fogalma, SzTE, 2020



Kédolas Az algoritmus matematikai fogalma Viltozatok Bonyolultsdgi mértékek

A Lemma bizonyitdsa (folytatas)

Osszefoglalva: Ha a futési idé B7°(" 1198 "_ng| hosszabb lenne,

akkor a futds soran a konfiguraciok ismétlodnének, igy a futds
végtelen lenne.

Tudjuk, hogy nincs igy. Tehat kaptuk, hogy T idGigénye
automatikusan megfelel az észrevételben szereplokkel. Azaz a
kezdeti T igazolja az allitast.
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Robosztussag

A kiszamithatdsdgnal /eldonthetéségnél mar szé volt arrdl, hogy
ezek a fogalamak a Turing-gép definiciéjan alapulnak. A
Turing-gép matematikai definicié sok aprésigot tartalmaznak,
amik bizonyos szemszogbdl hasznosak. Az aprésagokban azonban
nem remélhat6 egységesitsés. Sokan sokféleképpen irhatjak le a
szamukra legszimpatikusabb valtozatat a Turing-gép fogalmanak.

Ennek ellenére nem hatnak ki a kiszamithatdsig/eldonthetéség
fogalmara.

Hasonlé megjegyzés igaz a fent bevezetett nagysagrendi korlatokkal
definidlt nyelvosztalyokra. P a polinom idében eldonthetd nyelvek
osztalya ugyanaz marad, ha mas modellel dolgozunk.

‘P egy robusztus nyelvosztily.
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Veszélyek

Joéval nagyobb problémat okozna, ha definidlnank a
LINEAR :={L(T): T € UsenTime(an + a)} nyelvosztilyt.

Ez a nyelvosztadly mar nem annyira robusztus.

Ha ilyennel talalkoznank, akkor nagyon részletesen értsilk meg
mely eldonthet6ség definiaciéra alapul az idékorlat.

Hasonléan komoly technikai problémakat vetne fel az
E:={L(T): T € UsenTime(a""?)} nyelvosztsly.

Korabbi definicidink nem voltak véletlenek. A fenti két példaval
csak azok dolgozzanak, akik a bonyolultsdagelmélet alapjait mar
mélyen megértették és szembesiiltek a technikai nehézségekkel.
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Koszonom a figyelmet! |
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