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Alapfogalmak Alappélda Konvex burok Dinic-algoritmus

Legrosszabb eset vs amortizacié

Az eddig vizsgdlt algoritmusok analizise a legrosszabb eset
analizisén alapultak. Egy inputon futtattuk és az input
hosszdnak /méretének fiiggvényében egy korldtot adtunk a futdsi
idore.

Sokszor egy algoritmus osszetett miiveleteket ismétel sokszor. Ha
csak egy Osszetett mivelet legrosszabb eset analizisét végezziik el
és ezt megszorozzuk a mivelet elvégzésének szamaval, akkor
»rosszul jarhatunk’.

Jobb, ha a miivelet dtlagos [épésszamaval dolgozunk. Ha az
algoritmus sokszor végrehajt egy miiveletet, akkor nem zavaré ha
egyszer sok |épést végez el, mig maskor lényegesen kevesebbet. A
teljes algoritmus futasi ideje az atlagos |épésszamtdl fiigg.

Ha a fenti ,filozéfia” szerint elemziink egy ismételt miiveletet,
akkor amortizalt analizisrdl beszéliink. A fogalmat legjobb
példdkon keresztiil megismerni.

Hajnal Péter Amortizacids analizis, SzTE, 2020



Alapfogalmak Alappélda Konvex burok Dinic-algoritmus

Alappélda

Adott az 0" = (0,0,...,0) n-hosszi bitsorozat.

Vehetjiik Gigy is mint a 0 szam kettes szdmrendszerbeli felirdsdanak
szdmjegyei.

A feladat

2" — 1-szer noveljiik meg a bitsorozat altal kédolt természetes
szdmot 1-gyel és a megndvelt szdm n hosszi (esetleges kezdeti
0-kkal felduzzasztott) kettes szamrendszerbeli felirdsat szamoljuk
ki.

A koltség

Minden novelés koltsége az el6z6 sorozathoz képest
megvaltoztatott bitek szdma lesz.
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A legrosszabb eset analizis logikaja

A feladat nem tul érdekes, de elemzése tanulsdgos lesz.

Ha sorozatunk 01”1 = 011...11, akkor ndvelése utan elérjik az
10"~1 =100...00 sorozatot.

Ennek koltsége n, a lehetd legnagyobb koltség.

igy a 2" — 1 ndvelés sszekoltsége becsiilthetd (2" — 1)n-nel.
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Erdemi észrevételek

Vegyik észre, hogy minden valtoztatds a bitsorozatunk a zard 1l-es
blokkjat alakitja 4t 0-sok blokkjiva és az ezt megel6z6 egyetlen 0
bitet 1-essé irja at.

Ha a bitsorozat 0-ra végzddik, akkor a zaré 1-esek blokkja lires. Ha
a zar6 1-es blokk a teljes sorozat, akkor mar nincs ndvelés/ledllunk.

Azaz egy c koltségli atirdsban egy darab 0 <— 1 atirds és ¢ — 1
darab 1 < 0 atiras.
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Az amortizacid otlete

Tegylik fel, hogy egy szamjegy megvaltoztatasihoz valéjdban ki
kell fizetniink 1$-t.

Ha a legrosszabb esetre késziilnénk fel, akkor n$-t kell magunkkal
vinniink egy noveléshez.

Ha azonban j6 gazdasagi érzékkel rendelkeziink, akkor 2$-ral
boldogulunk!

A gondolat

Ha egy egy 0-t 1-esre irunk &t, akkor a hozott 2% egyikével ki
tudjuk fizetni és az atirt 1-esnek ott tudjuk hagyni a masodik $-t

//////

Eszrevétel

| \

Altaldban igaz lesz, hogy aktuilis bitsorozatunk minden 1-es bitjén
szerepel egy $.
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Az analizis

A fenti gondolatmenet alapjan szamjegysorozatunk minden 1-ese a
leendd O-ra irasdanak koltségét , letétben tartja”.

Az altaldnos , update” a szamjegyek egy végso 1-blokkjanak 0-kkal
valé feliilirdsa és az el6tte all6 0-s 1-esé irdsa. Az 1-esk O-ra
irasdnak koltsége ott van letétben, végll a blokk el6tti 0 atirdsat a
hozot 2$-bél fedezziik, a maradék 1 $-t letétként hagyjuk az uj
1-es szamjegynél.

igy a 2" — 1 miivelethez 2(2" — 1) $-ra van sziikségiink. Ez fedezi
az Osszes koltséget. SOt az algoritmus végén ott van 17" =11...11
szdm mindegyik 1-esén 1 $ letét.

Az alapfeladat megoldasanak szamolasi koltsége pontosan
22" —1) —n.
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Az amortizacié nyelve

Minden novelést 2 koltséggel szamoltunk el.

Tettuk ez annak ellenére, hogy minden méasodik novelésiink 1
koltségii volt.

Ezekben a novelésekben az aktudlis 0 — 1 atirdsért valé fizetés és
letét képzése.

A teljes fizetést a hozott fizetésbdl és a korabbi letétekbdl
menedzseljiik.

Definicié: Amortizacids koltség, letét szemlélet

Az amortizacids koltség az aktudlis fizetés és az aktudlis letétek
osszege.

Esetiinkben ez 2%.

A fenti interpretdciét a bankdr értelmezésének nevezziik.
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A fizikus értelmezés

Az aktudlis szam 1-eseinek szamat egy potenciadlnak fogjuk fel.
Tehat kezdetben 0 potencidlrdl indulunk. Minden Iépésben
vizsgdljuk a potencial valtozdsat.

Definidlunk egy amortizalt koltséget. Ezt absztrakt kornyezetben
irjuk le.

Tegylik fel, hogy algoritmusunk egy X konfiguraciéi kozott ,, sétal”.
Egy kiindulé kg konfiguraciobdl indul. Majd e1, ez, ..., e elemi
atirdsokat végez el. e; soran k;_1 konfiguraciébdl x; konfiguracidba
érkezik. Az algoritmus i-edik atirdsdnak koltsége c(e;).

Tovabba adott egy P : K — R potencidlfuggvény.

Definicié: Amortizalt koltség, potencidl szemlélet

Algoritmusunk i-edik atirdsanak amortizalt koltsége:

Camort(€i) = c(&) + P(ki) — P(ki-1).
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A fizikus analizis

Ha a potencidlt noveljiik, akkor azért is fizetniink kell az amortizalt
elszamoldsban. Ha viszont potencidlt vesztiink, akkor ez fizetési
eszkot ad nekiink.

A fenti jeloléssel a teljes algoritmus koltsége

L
Z Camort(ei) - (P(HL) - P(HO)) .
i=1

Formalisan: (")sszegezziik az amortizalt koltségeket.

Szamolja kiilon az algoritmuselméleti és a potencidl valtozdsabdl
ered6 hozzajarulast.

A potencidlvaltozas hozzdjaruldsa egy teleszkdpikus Osszeg lesz.
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A példa fizikus szemmel

Tegylik fel, hogy n bites teriiletiinkon az utolsé ¢ bitet irjuk feliil,
azaz az algoritmuselméleti koltség c.

Ezen blokkban egy 0-t kovet ¢ — 1 darab 1-es. A megel6z6 rész
nem valtozik, igy a potencidlvaltozdshoz nem jarul hozza.

Eredetileg az atirt blokk ¢ — 1-gyel jarul a potencidlhoz, az atiras

Ve

utan 1-gyel. lgy
Gamort(€) =c+ (1 —(c—1))=2.

Kordbbi eredményeink most a tételre valé hivatkozédssal adédnak.

Csak a nyelvezet és igy a gondolkoddsmdd mds, de ugyanazt a
matematikai oOtletet , kédoljuk”.
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Szunet
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Az alapkérdés

A konvex burok meghatdrozasinak problémaja

Adott n pont a koordinata-sikon: (x1,y1), (x2,y2), (x3,¥3), ...,
(Xn, yn) Ugy, hogy x-koordinatdik szigordan monoton ndvekvéek.

Hatarozzuk meg az input ponthalmaz konvex burkat (mely pontok,

milyen korszeriien rendezett sorrendben szerepelnek a konvex
borkon).

Hajnal Péter Amortizacids analizis, SzZTE, 2020
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Egyszerisités: A felsé burkolé meghatdrozasa

A konvex buroknak lesz egy x koordindtdra nézve minimdlis csicsa
és egy maximalis csiicsa. Ez a két cslics a konvex burok kerliletét
két ivre osztja.

Ezeket (természetes médon) a ponthalmazunk fels6 és alsé konvex
burkoléjanak nevezziik. A két rész ami egyiitt (a két extremalis
pont dtfedésével) kiadja a teljes konvex burkot.

A két burkolé szimmetrikus szerepet jatszik.

Elegend6 azt targyalnunk, hogyan hatdrozhaté meg a fels6 burkold.
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Dinamikus programozds: A beszlras problémaja

Legyen P; az elsé i pont halmaza. Hatarozzuk meg ezek felsé
burkoléjat:
FitE=Py,Py, Py, ...,P;,_,, P

A feladatsor felgongydlitési sorrendje:

Fir—Fo—=F3— ... = Fpo1— Fa.

A glingyolités akaddlymentes elvégzéséhez a jovetkez6 problémat
kell megoldani: Szirjuk be a P;y1 pontot az F; felsé burkoldba.
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A beszlras mint keresés

Az j fels6 burkold az el6z6 felsé burkold egy kezdGszelete lesz. Ez
a kezddszelet U = Pj -ban végzddik, majd jon a Py cslcs.

Tehat az dj felsé burkolé:

FiE=Py, P, P U=P

i3y e

P

k—17 Pit1.

i

Az U pont gy azonosithatd, hogy a régi felsd burkold egyetlen U
csucs teljesiti a

m(P;,_, Piy1) > m(UP;y1) < m(P;,_, Pii1)

feltételt, ahol m(AB) az A és B pontok egyenesének meredeksége.
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Elso lehetoség U keresésére

Tippelhetink egy P;; csticsra (az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel,

hogy 1 < j < ¢). Harom lehetéségiink van:

(a) m(Pfj_1P;+1) > m(P,-jP,-+1) < m(Pij+1Pi+1)' Ekkor eltaldltuk
a korrekt U-t.

(b) m(P071P;+1) > m(P;J.PH.l > m(P

lj+1

U indexe (mint indexelt P) nagyobb mint ;.

) Pit1). Ekkor a keresett
)

(c) m(P;_,Pit1) < m(P;;Piy1) < m(P;, Piy1). Ekkor a keresett
)

lji+1

U indexe (mint indexelt P) kisebb mint j.

O(1) lépésben a harom eset koziil azonositani tudjuk, hogy melyik
all fenn és inputunkat , szalamizhatjuk”.
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Binaris keresés

O(log?) = O(log i) kérdéssel megtalalhatjuk a keresett Pj-t.

Minden , kérdés” koltsége O(1) aritmetikai és Gsszehasonlitasi
lépés.

Tehat a besziras koltsége O(log 7).

A teljes koltség O(log1l +log2 + ...+ log(n — 1)) = O(nlog n).

Hajnal Péter Amortizacids analizis, SzZTE, 2020
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Masodik lehetoség U keresésére: Naiv keresés

Teszteljik Pj, cstcsot. Ha ez nem j6 U szerepére, akkor teszteljuk
a P, , cslicsot. Ha ez nem jé U szerepére, akkor teszteljik a P,
csticsot. Es igy tovabb.

ig—2
Talan meglepo, de ez az algoritmus a binaris keresésen alapuld,

el6zonél jobb algoritmust ad.

Mi ennek az oka?

Hajnal Péter Amortizacids analizis, SzZTE, 2020
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Amortizalt analizis

Dinic-algoritmus

Az U = P;, csics megtaldsa utdn a P; Picnr - P

k11 el Pi
csticsok kiesnek a felsé burkolébdl.

Sét, soha nem is keriilhetnek vissza. Azaz a naiv algoritmus
minden sikertelen tesztje egy cslics kiesésével jar.

Legyen ¢ = O(1) a koltsége egy tesztnek.

A Pji1 cslcs beszlrdsadt 2c amortizdcids koltséggel szamoljuk el.
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Amortizalt analizis (folytatas)

Ebbol ¢ egy , bekeriilési koltség”. Ezt akkor fizetjiik ki az aktudlis
tesztre, amikor megtaldljuk az U csticsot (sikeres teszt).

A masik ¢ koltség a bekeriilt Py cstics , kikeriilési koltsége”, amit
letétbe helyezziik a csicsnal. Ezt akkor fizetjik ki (amennyiben
P;t1 nincs a felsé burkolé csicsai kozott), amikor egy késébbi pont
teszteli Ot sikertelendil.

Tehat minden sikertelen tesztet egy kordbbi cstics letéti osszegébol
fizettink.

Az amortizacids koltség 2¢c = O(1).

A naiv keresés koltsége

O(n).

Hajnal Péter Amortizacids analizis, SzTE, 2020
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Szunet
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Emlékezteto

Adott egy 8 iranyitott graf két kitlintetett csiccsal: s és t. A graf
rendelkezik a kovetkez6 tulajdonsaggal:

(D) minden éle rajta van egy legrovidebb St Gton.

A (D) tulajdonsdg miatt grafunk szintezett:

V(G) = SoUSU. .. US,_1USy,
ahol So = {s}, Sy = {t} és minden él valamely i-re S;-bdl S;;1-be
vezet.

Az algoritmus soran rendre egy e élt kapunk az aktudlis grafbdl,
amit elhagyunk, majd a graf tovabbi ritkitdsat végezziik el (ha
sziikséges), hogy a (D) tulajdonsdg tovédbbra is fenndljon.

Az éleket addig kapjuk, amig grafunk ki nem driil.

Hajnal Péter Amortizacids analizis, SzZTE, 2020
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Ha az e él torlése nem gylirlizik tovabb

Legyen e = xy az aktulis ¢l (x €Sjésye€Sii1). Az eél
elhagydsa tovabbi ritkitast nem igényel, ha y-ba vezet e-tdl eltéro
él is, és x-bol vezet ki e-tol eltérd él is.

Hajnal Péter Amortizacids analizis, SzTE, 2020
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Tovabbgylirlizés

Ha x kifoka 1, akkor a kordbbi szintek kozt lesz olyan él ami mar
nem lesz rajta st uton.

Példaul az osszes x-be futd él ilyen, ezeket el kel hagyni. Ha azon
csticsok, amikbdl vezetett él x-hez 1 kifokuak voltak, akkor
tovabbgyiiriizik a hatds visszafelé.

Hasonlé a hatas, ha y befoka 1. Ekkor az y-bdl kifutd élek valnak
feleslegessé (nem lesznek rajta st dton). Torlésiik tovabb
gyliriizhet el6refelé (a nagyobb indexii szintek felé) a hatés.
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Az algoritmus

Algoritmusunk a fenti gondolatmenet naiv végrehajtdsa.
Naiv algoritmus
e=xy (x € Si,y € Sj41) torlése utdn kovetjiik a torlés hatasat.

(ElSre torlés) Ha y befoka 1, akkor elére haladunk a szomszédos
szintek kozott. Az y-bdl induld (Sit1-be vezetd) éleket is toroljik.
y ki-szomszédjai ,, Uj y-ok lesznek”. j < i+ 1.

(Hatra torlés) Ha x kifoka 1, akkor hatra haladunk a szomszédos
szintek kozott.

Hajnal Péter Amortizacids analizis, SzZTE, 2020
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Az analizis

A kiindulé graf felépitésénél minden éInél O(1) letétet helyeziink el.

Egy e él esetén O(1) koltsége annak, hogy tordljik grafunkbdl és
felismerjiik gytrizik-e elére vagy hatra az él elhagydsanak hatdsa.

Ezt a koltséget e-re haritjuk. Ha az x-be befutd élek (vagy y-bdl
kifuté élek) is a torlendd élek listdjara keriilnek, akkor az ezekkel
kapcsolatos koltségeket mar az aktuélis él viseli.

Az egész torlési algoritmus (Dinic folyam algoritmusdban egy fazis
update-elési) koltsége O(|E|).

Hajnal Péter Amortizacids analizis, SzZTE, 2020
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