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Az alapotlet Fibonacci-szdmok, rekurzié Fliggetlen halmazok fakban Legnagyobb konvex részhalmaz

Az alapotlet

e A dinamikus programozas alapotlete egyszerii. Az alapfeladatot
egy nagyobb ,, feladat-sokasagha” dgyazzuk.

e Az alapfeladat a sokasag egyik feladata. A sokasagnak azonban
lesznek nagyon egyszer(l esetei, amelyek megvalaszoldsa senkit sem
allit kihivas elé.

e A sokasdg feladatainak lesz egy természetes sorrendje (ez lehet
rendezés, de lehet részben rendezés is).

e A feladatok sorrendben vald elvégése egyszerii lesz. A kordbban
megoldott feladatokra alapozva az elsére nehéz kérdések is
konnyen megvélaszolhatok lesznek.
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Az alapotlet Fibonacci-szdmok, rekurzié Fliggetlen halmazok fakban Legnagyobb konvex részhalmaz

Az otlet ,, matematikai tartalma”

e A kihivas a jé feladat-sokasdg megvalasztasa. Ha ezt jol
vélasztottuk meg, akkor feladataink ,, felgonygyolitése” gyakran
rutinbdl megoldhaté.

e Egy algoritmikus probléma-sereg dinamikus programozassal
torténé megoldasa nagy hasonldsigot mutat egy allitas-sereg teljes
indukcids bizonyitdsaval.
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Dinamikus programozas vs rekurzié

e A dinamikus programozist a teljes indukcidéhoz ,, hasonlitottuk”.
e Igazabdl egy rekurziérdl van szé.

e Lényeges kiillonbség van a dinamikus programozas és emogott
lévo rekurzids gondolat programozasilag leirt rekurziv kddolasa

kozott.

e Formalis leirds helyett nézziink példakat.
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A Fibonacci-szamok definicidja

Definicié: Fibonacci-szamok

ha n > 2, akkor
Fn: n—1+Fn—2-

Példa az els6 Fibonacci-szamokra

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, 233,377,610, 987, 1597, 2584, . .|.
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A Fibonacci-szamok és a dinamikus programozas

e Az Fig Fibonacci-szamot a kovetkezé ,, programmal”
szamolhatjuk ki:

var F(1..18): natural;
for i=1 to 18 do

if n=1 or 2 then F(i)=1

if i>2 then F(i)=F(i-1)+ F(i-2);
print F(18)

e Ez a dinamikus programozas logikdjat koveti. Egy 10 hosszu
tombbel dolgozik. A futds végén mind a 10 szam ott lesz a
memdridban, pedig szamunkra csak Fig fontos.

e A dinamikus programozasi algoritmusok sebessége attdl fligg
hany részfeladatot tartalmaz feladat-seregiink.

e A dinamikus programozas formailag gyakran tgy jelentkezik,
hogy egy szamsorozatot, vagy egy szamtablazatot, vagy
bonyolultabb szdm-sereget toltiink ki meghatdrozott sorrendben.
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A Fibonacci-szamok és a matematikai rekurzid

e A Fibonacci-szamokat a kovetkez6 program is kiszamolja:

Fibonacci(n): if n>2 return Fibonacci(n-1)+ F(n-2)
else return 1;
print Fibonacci(18).

e Mit csindl ezzel a gép? Egy bonyolult gépi szintli feloldas
torténik.

e Emiatt a rekurziv program futdsa lassabb lesz (sok tjra szamolas
torténik).
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Az alapkérdés

A legnagyobb fiiggetlen ponthalmaz megkeresése egy faban

Adott egy T fa. Hatdrozzuk meg a legnagyobb fiiggetlen
halmazanak méretét.

Fa
Egy graf fa egy kormentes, osszefliggo graf.

Fuggetlen csiicshalmaz grafban

Egy F cstcshalmaz fiiggetlen, ha nincs olyan él amely mindkét
végpontja F-beli.
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Gyokeres fak

e ElSszor jeloljiink ki egy specidlis r € V(T) csticsot, amit
gyokérnek neveziink.

e A (T,r) gyokeres fa Uj elnevezéseket indukal.

e A csticshalmaz diszjunkt osztalyokba sorolhaté a gyokértdl vett
tavolsag szerint.

e Legyen G; a gyokértdl i tavolsdgra 1évo csticsok halmaza.
Go = {r}, G1 a gyokér szomszédait tartalmazé csicshalmaz, G; a
gyokér masodszomszédainak halmaza.

Minden e € E(T) él esetén van olyan i € N, hogy e az x € G; és
y € Gjy1 csucsokat kosse 0ssze. Ebben az esetben x az e élnek
megfeleld sziil6 csucs, mig y a gyerek csiics. Azt mondjuk, hogy x
gyereke y, y-nak x a szulGje.
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Gyokeres fak (folytatds)

e Ha x nem a gyokér, akkor x-bdl tehetiink egy egyértelmii 1épést
a gyokér felé. Ezzel x egyetlen sziildjébe (gyakori az apa elnevezés,
ekkor a gyerekre a fii egy alternativ terminoldgia) jutunk.

e G; tartalmazza a gyokér gyerekeit/fiait, G, tartalmazza a gyokér
unokait.

e A gyokér a fa 8sapja, ennek nincs sziilgje.

e Ha egy csticsnak nincs gyereke, akkor levélnek nevezziik.
e Ha y-bdl a gyokér felé haladva elérjilk az x cstcsot, akkor x az y
csucs felmendje, y az x leszarmazottja.

e Az r gyokér minden mds csiicsnak a felmendje, r-nek minden
nem-gyokér cslics leszarmazottja. Egy ¢ levélcsiics esetén f-nek
nincs leszarmazottja.
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Gyokeres fak (folytatds)

e Egy x csics meghatdroz/, general” egy gyokeres részfit, amely
csucsai x és leszarmazottjai, élei a T fa ezen cslicsai kozott haladé
élei, gyokere x.

e Ezt a gyokeres részfat T,-szel jeloljik.

e Egy n csiicsti fanak n darab csics altal generdlt rész gyokeres
faja van (a gyokér az eredeti gyokeres fat generdlja, az ¢ levél egy
egyetlen csticsbdl allé fat generdl).

e Egy gyokeres fa mélysége a leghosszabb gyokér-levél (it hossza.
A 0 mélységii gyokeres fa egyetlen csticsbdl &ll, a gyokérbdl, ami az
Osapa és egyben levélcsiics is.

e A fenti szleng/terminoldgia onnan ered, hogy egy gyokeres fara
egy csaladfa a legjobb példa. Az Arpad-haz csaladfdjaban a fenti
elnevezések mindennapi értelmet kapnak.
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A dinamika leirasa

e Megjegyzésiink utan az alapfeladatra tgy gondolunk, hogy
inputja egy (T, r) gyokeres fa. A fiiggetlen halmazok fogalmat a
gyokér nem befolyasolja, csupan kiboviti ,, nyelviinket” .

A feladatsereg

{‘FX}XE V(T)

ahol Fy a (Tx, x) gyokeres fara vonatkozé feladat, azaz a
legnagyobb fliggetlen csicshalmaz méretének megvalaszoldsa.

e Tehdt |V/(T)| darab részfeladatot definidltunk.

A feladatok felgongyolitési sorrendje

A mélység szerinti novekvo sorrend.
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A kezdeti ,, algoritmus”

Algoritmus-vazlet a legnagyobb fuiggetlen csticshalmaz
megkeresésére

(0) Azaz azokkal a feladatokkal kezdjiik, ahol (T, x) 0 mélységii,
azaz x az eredeti fa egy levele. Ekkor a kérdésre a valasz: 1.

// Ekkor (Tx,x) egy cstcsd, 0 éli graf, amelyben {x} egyben
fliggetlen halmaz is (az () mellett), azaz a legnagyobb fiiggetlen
halmaz mérete 1.

(Gongydlités) Csticsainkat mélység szerinti sorban vizsgéljuk.
Tegyiik fel, hogy feladataink kozott ( Ty, x) a soros.

// A kisebb mélységii gyokeres fakra vonatkozé problémakat mar
megoldottuk.

A kordbbi eredményekbdl szamoljuk ki a soros kérdésre adandé
valaszt.

(Output) (T, r) kérdésre adott vélaszt jelentsiik be outputként.
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A kordbbi eredményekbdl torténd szamolas alapotlete

e A soros ( Ty, x) gyokeres fa fliggetlen halmazait osszuk két
osztalyba:

(a) Az x-et nem tartalmazék.
(b) Az x-et tartalmazék.

A két fajta fiiggetlen halmazokra kiiéom-kiilon hatarozzuk meg a
legnagyobb méretét.
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(a) eset

e Legyen fi,..., fy az x cstcs fiai.

Eszrevétel

Ekkor Ty, Ty, ..., Ty, részfakban tetszélegesen/fiiggetleniil
vehetiink egy fliggetlen halmazt és ezek unidja egy (a) eset ala

tartozé fiiggetlen halmazt ad.

Mdsrészt minden (a) eset ald tartozé fliggetlen halmazt
megkapunk igy.

o A fuggetlen valasztdsok miatt egyszer(i az elemszam
maximalizdldsa: Mindegyik T¢-bdl egy legnagyobb méretii
fuggetlen halmazt kell valasztanunk. Ezek az M; méretek
rendekezésiinkre allnak, mert (T, x) mélysége nagyobb mint
(Te, f;) mélysége.

e Az aktudlis feladatra adott vélasz ) ; M;.
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(b) eset

e Legyen uy,...,up az x csucs unokai.

Ekkor Ty, Ty, ..., T,

up

részfakban tetszblegesen /fiiggetleniil
vehetiink egy fliggetlen halmazt és ezek unidja, x-szel kibovitve
egy (b) eset ald tartozé fiiggetlen halmazt ad.

Mdsrészt minden (b) eset ald tartozé fliggetlen halmaz el8all igy.

e Mindegyik T,-bdl egy legnagyobb méretii fliggetlen halmazt kell
vdlasztanunk. Ezek a p; méretek rendekezésiinkre allnak, mert
(Tx, x) mélysége nagyobb mint (T, , u;) mélysége.

e Az aktudlis feladatra adott valasz 1 + ), p;.
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Az algoritmus

Algoritmus a legnagyobb fliggetlen csticshalmaz megkeresésére
(0) Azaz azokkal a feladatokkal kezdjiik, ahol ( T, x) 0 mélységti,
azaz x az eredeti fa egy levele. Ekkor a kérdésre a valasz: 1.

// Ekkor ( Ty, x) egy cstcsu, 0 éli graf, amelyben {x} egyben
fliggetlen halmaz is (az () mellett), azaz a legnagyobb fiiggetlen
halmaz mérete 1.

(Gongyolités) Csicsainkat mélység szerinti sorban vizsgaljuk.
Tegyiik fel, hogy feladataink kozott ( Ty, x) a soros.

// A kisebb mélységii gyokeres fakra vonatkozé problémakat mar
megoldottuk.

A korabbi eredményekb6l szamoljuk ki max{}_; Mi, 1+ >, ui}-t.
Ez lesz a soros kérdésre adando valaszt.

(Output) (T, r) kérdésre adott vélaszt jelentsiik be outputként.
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Végsd megjegyzés

Konnyli az algoritmust atlakitani gy, hogy ne csak egy maximalis
méretet adjon meg, de egy legnagyobb fuiggetlen csticshalmaz
legyen az output.
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Az alapkérdés

Legnagyobb konvex helyzet(i részhalmaz megkeresése egy véges

sikbeli ponthalmazban.
Adott n darab pont a sikon: P = {Pi(x;, yi)} ;.
// Feltessziik, hogy pontjaink x-koordindtai kiilonbozéek.

Hatarozzuk meg azt a legnagyobb R részhalmazat, amelyek
konvex helyzetii.

Definicié: konvex helyzet

R C R? véges ponthalmaz konvex helyzetii, ha egy konvex
|R|-szdg csticshalmaza.
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Példa

X X

X
X

Figure: Egy véges ponthalmaz és egy ot elemli része (piros), amely nem konvex
helyzetli, tovdbbd egy masik 6t elemii része (zold), amely konvex helyzeti.
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Kezdeti |épések: seprés

e El6szor is ponthalmazunkat balrdl jobbra
végigpdsztazzuk/seperjik. Pontosabban az x koordinatakat
sorbarendezziik.

o // Az egyszerliség kedvéért feltettiik, hogy i < j esetén x; < x;.

e O(nlog n) 6sszehasonlitassal megoldhaté ez a része
algoritmusunknak.
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Kezdeti Iépések: sapka/csésze problémara vald szétszedés

e Masodszor is k konvex helyzetii cstics konvex burka egy konvex
k-szog.

e Ennek keriiletének két pontjat kiemeljik: a minimalis és a
maximalis x koordinatajd csticsot (m és M).

e Ez a keriiletet, mint korszerlien rendezett véges csticshalmazt két
. ivre”" osztja (a két kiemelt csticsot mindkettéhoz hozzaértjiik):
egy felsore és egy alséra.

e A fels6 iv csticsai is konvex helyzetiiek, azaz a konvex burkukhoz
minden pont hozzajarul mint csiics. S6t, mM egy oldal lesz és az
egész konvex burok ezen oldal felett fekszik. Azt mondjuk a felsé
iv egy sapka (angolul cap).

e Hasonldan kezelhet6 az alsé iv. Erre azt mondjuk, hogy csésze
(angolul cup).
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Figure: Egy konvex helyzet(i ponthalmaz, a kiemelt két csiccsal. A zold
rész a sapka osszetevé konvex burka, a piros a csésze osszetevé konvex
burka.
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Kezdei |épések: elég a sapkakat nézni

e Ha minden /i < j esetén tudjuk az Pj-vel kezd3d6 és Pj-vel
végzddo leghosszabb sapka, illetve csésze méretét, akkor az
alapkérdést is megviélaszoljuk.

e Ez az otlet mdr egy ,, dinamikus programozdsos” otlet.

o A tervezés eéso |épése mellett arra hasznaljuk, hogy az
alapfeladatot ,, elfelezziik”, csak a legnagyobb sapkaméret
meghatdrozdsat targyaljuk adott P; és P; pontok kozott.

e Természetesen az aldbbi otletek a legnagyobb csészeméretek
meghatdrozasidhoz is hasznalhatok.

. fgy az eredeti feladatot megoldé algoritmus kiolvashaté az
aldbbiakbdl.
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P;-t6l P;-be vezet6 leghosszabb sapka meghatdrozasanak
problémdja dinamikus programoz3ssal

o A jelolés leegyszeriisitése miatt feltessziik, hogy i =1 és j = n.

A feladatsereg

Legyen Fi s (k < € < s) az a feladat, amely megadja a
leghosszabb Pj-val kezd6dd, Ps-ben végzddd, oda kozvetleniil
Pg-bdl jutd sapka problémajat.

e igy O(n?) részfeladatot definidltunk.

A felgongyolitési sorrend

¢ — k szerint novekvo sorrendben kezeljiik a problémakat.

e A legegyszeriibb/kezdé problémdk az F x s problémak. Ekkor a
Py, Ps két pont egy sapkat alkot, ami az optimalis sapka.
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A gongyolitési 1épés

e Tegyiik fel, hogy k < { és Fj 4 s problémaval foglalkozunk, de az
osszes Fig 1,,5, Probléma megolddsa ismert, ha fg — ko < k — £.

e Csak azok a feladatok érdekesek, ahol a Py, Py, Ps harmas
sapkat alkot (ez nem volt probléma a K = ¢ < s esetben). Ezt a
tovabbiakban feltessziik.

e Tippeljuk meg milyen cslcs lehet a sapka hatulrdl harmadik
(azaz a Py elétti) pontja.

e Ez a cslics geometriailag egy haromszoghdl keriil ki: A Pg-n
atmend fuggodleges egyenestdl balra kell lennie a sapka hidanyzé
részének. A Py P, egyenes felett és a PyPs egyenes alatt. A kijelolt
hdromszog hatdrdn nem fekhet a csiicsunk, de kivételt alkot Pk,
ami el6fordulhat, mint kozvetlenil Py el6tt all6 csdcs.
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title

Pk Ps

Figure: F a P;-n athaladé fliggbleges egyenes és a Py Ps egyenes
metszéspontja. A kék P;Py;F haromszogben kell megkeresni az optimalis
sapkat.

Vessziik Py PyF haromszogbe es6 pontjainkat (ezek Py és még
esetleg tovabbi belsé pontok a hdromszogbdl). Mindegyik P,
pontra a kordbbi munkdnkbdl kiolvassuk Fy ,— , megoldasdt.
Ezekbol a szamokbdl a legnagyobbhoz 1-et hozzdadva kapjuk
Fi.e,s megolddsat.
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Végsd megjegyzések

e Fontos, hogy az O(n3) feladat kéziil a mar megoldottak
megoldasat taroljuk és ebbdl olvassuk ki ami sziikséges szamunkra.

e Konnyi az algoritmust atlakitani tgy, hogy ne csak egy

maximdlis méretet adjon meg, de egy legnagyobb konvex helyzetii
ponthalmaz legyen az output.
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Koszonom a figyelmet! |
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