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Az algoritmus naiv fogalma Algoritmusok analizise Nagy ordé jeldlés

Az algoritmus ,, fogalma”

e Egy feladat algoritmikus megolddsa egy eljards, ami az adatok

megkapdsa utan egy jol definialt |épéssort elvégezve kiszamolja a

feladatra adandé vélaszt. Minden [épésben egy mindenki szdmdara
konnyen elvégezhetd elemi utasitdst kell végrehajtani.

e Azaz egy algoritmuselméleti probléma matematikai modellje a
kovetkezo ,, osszetevokbol all”:

(1) Szdmitdsi feladat (adat/eredmény kapcsolat),
(2) Elemi lépések halmaza.

e Azaz egy algoritmus naiv matematikai leirdsa: Egy leirds, amely
egyértelmiien magadja, hogy adott input esetén milyen elemi
|épések /dontések sorozatdval jutunk el az eredményig.

e A naiv jelz6 nem véletlen. Ez nem pontos matematikai
definicidja az algoritmusnak.

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk eldadas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Az algoritmuselmélet nyelve

e Az algoritmus fogalmaval egyiitt kialakult egy az algoritmusokkal
kapcsolatos nyelvezet is.

e Az adatokat inputnak nevezziik.
e A kozzéadandd eredményt outputnak nevezziik.
e Ha adott inputon az algoritmus utasitdsait kovetve végezziik az

eldirt |épéseket, akkor az algoritmus futdsardl beszéliink az adott
inputon.

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk eldadas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Altalanos iskolai algoritmusok

e Az alapmiiveletek elvégezésének szokasos médja is egy-egy
algoritmus. Az elemi Iépések a szamjegymiiveletek.

o Az alapszerkesztések algoritmusként is tekinthetok. Az elemi
[épéseket Euklidesz irta eld.

e A primtényezokre bontds megtanitott mddja egy algoritmus. Az
elemi 1épések az alapmiiveletek.

e A legnagyobb kozos oszté meghatdrozédsara az

Euklideszi-algoritmus jél ismertnek kell lenni egy érettségizett
szdmara.

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk el8adas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Pontositas

e Legyen 7 a lehetséges inputok, O a lehetséges outputok halmaza.

Definicié: Algoritmikus/szamitdsi probléma /feladat

Egy algoritmikus/szamitasi probléma egy f : Z — O fliggvény.

e Azaz a szamitasi feladat egy fliggvény kiértékelése.

e Az elemi |épések (egyelére) mindig a kornyezettdl a feladattdl,
annak matematikdjatdél fog fiiggeni.

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk eldadas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Torténet

e Az algoritmus fenti leirdsa nem matematikai definicié. Ezen a
ponton nem is adunk matematikai definiciét az algoritmusra.

e Megjegyezziik, hogy a matematikus kozosség, hossz(i vajidas
utan az 1930-as években fogadott el egy mind a mai napig
hasznalt algoritmus fogalmat.

e Ez jOl lefrja azt ami a szdmitdgépek hasznalata kozben torténik.

e Azt is megjegyezziik, ha megjelennének a
kvantum-szamitégépek, akkor ezt a fogalmat djra kellene
értékelniink. Megjegyzem, hogy az algoritmussal, illetve kvantun
algoritmussal kiszamithaté problémdak halmaza nem valtoznal

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk el8adas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021



Az algoritmus naiv fogalma Algoritmusok analizise

Példa: Szamitasi problémak

Nagy ordé jeldlés

Legtobbszor azonban nem vagyunk ennyire formalisak. A

FAKTORIZACIO példsul egy szamitasi probléma. A széhasznélat
jelentheti a kovetkezék barmelyikét.

Példa (FAKTORIZACIO 1)

Input: egy pozitiv egész szdm. Qutput: prim osztdinak listdja a
megfelelé multiplicitdsokkal.

Példa (FAKTORIZACIO 1)

Input: egy pozitiv egész szam. Output: egy prim osztdja.

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk el8adas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Példa (folytatds): Szamitdsi problémak

Példa (FAKTORIZACIO 111)

Input: egy pozitiv egész szam. Output: legkisebb prim osztdja.

Példa (FAKTORIZACIO IV)

Input: egy pozitiv egész szam és egy t érték. Dontsiik el van-e 2 és
t kozotti osztd.

Barmelyik megolddsa atalakithaté (alap programozasi technikdk,
példdul iterdci6/rekurzid, bindris keresés ismeretével) a tobbi
megoldasava.

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk eldadas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Kédolas, az input mérete

e Az inputok és outputok leirdsdban/leirtak értelmezésben is meg
kell egyezniiik a szamitdst kovetSknek.

e Gyakorlatban egy géppel kell , kézdIniink” az adatokat/inputot,
az output kiszdmoldsa utdn pedig a gép altal adott végeredményt

kell ,, értelmeznink” .

e Hogy az adatok, hogyan kdédoltak az kérdéses. Néha nem is
olyan fontos, néha tisztazni kell az alapokat.

e Az input kédolasa elvezet az input méretének fogalmahoz.

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk el8adas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Kédolds: Példa

Adott n valés szdm (x, ..., x,), hatdrozzuk meg rendezett
sorrendjliket.

e A valds szamok halmaza kontinuum szamossagu.

e Egy valddi szamitdgép véges 0-1 sorozatokat képes tarolni. A
kédok egy megszamlalhatdan végtelen halmazt alkotnak.

e Ez , tul kicsi” az osszes valds szam kezelésére. Ennek ellenére ez
egy fontos feladat.

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk eldadas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Kdédolas: Példa, 1. folytatas

e Egy lehetOség, hogy feltessziik adatain mérések eredményei,
raciondlis (egész) szdmok.

e Az input mérete a leirdshoz sziikséges szdmjegyek /karakterek
szama.

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk el8adas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Kdédolas: Példa, 2. folytatas

o Az elemi |épésekbdl egyre szoritkozunk: , két szam
osszehasonlitdsa”.

e Ekkor feltehetjik, hogy az x;-k valéban valds szamok. Mi
ramutatunk két szamra és az algoritmus egy elemi lépéssel (egy
koltséggel) megadja a vélaszt Azt mondjuk az x;-ket pontos, valés
aritmetikaval képzeljiik el. Ekkor az input mérete n.

o Azaz elképezeliink egy olyan szamitégépet, amiben egy bit
térolasdra alkalmas memdria egység helyett egy doboz szerepel
képzeletiinkben. Ezekbe a dobozokba valds szamokat rakhatunk.
A dobozok ,, tartalman” végziink miiveleteket.

e Ez a valé életben nem lehetséges, habar irhatunk programot,
amiben két valdsnak deklardlt szdmot Gsszeszorozhatunk. A
program futdsa soran egy memdria terlileten egy kerekitett érték
tarolddik és a szorzads utdn a szorzat a kerekitett értékek

szorzatanak kerekitett értéke lesz.
Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk el8adas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Példa

Egy teljesen mds probléma a kovetkezo:

Adott n darab k bites szam, hatarozzuk meg rendezett
sorrendjliket.

Itt a szOvegezéshdl nyilvanvald, hogy az input mérete n - k bit és
bit miveletekben kell gondolkoznunk mint elemi miiveletek.

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk eldadas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Példa

Adott két egész szam, szamoljuk ki
Osszegiiket/kiilonbségiiket /szorzatukat.

o Az elemi Iépés a szdmjegyek kozotti elemi miveletek.

e Példaul a szorzétabla kétjegyli végeredményeinek tovabbviteli
jegyre/utolsé szamjegyre valé szétszedése.

e Az input mérete ,, karakter szamolas”.

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk el8adas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Példa

Adott két természetes szdm, szamoljuk ki legnagyobb kozos
osztéjukat.

o Az elemi Iépések az egészek kozotti
Osszehasonlitds/Osszeg/kiilonbség képzés esetleg szorzas,
maradékos osztas.

e Azaz most két szam Osszege/kiilonbsége egyetlen elemi [épésnek
szamit.

e Az input mérete ,, karakter szamolas”.

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk el8adas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Nézbpontok viszonya

e Ha valakit zavar, hogy most egy Osszeadds (megtanult
algoritmussal elvégezhetd probbléma) egy elemi 1épés (koltsége 1),
akkor a kovetkez6t teheti.

e A magasabb szintl algoritmus leirdsban az z < x + y

Osszeaddsokat (mint elemi lépéseket) mint egyetlen 1épést
helyettesitse a korabbi példa alapmiiveleti algoritmusdval.

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk el8adas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Példa: Matrix szorzas

Adott A, B € R™" két matrix. Szamitsuk ki szorzatukat.

e Ismét , pontos valds aritmetikat sugallunk”.

o Nézhetjiik, hogy a matrix szorzds definicidja szerint hany szorzas,
Gsszegzés (elemi 1épés) torténik.

e Ez az analizis nem a valdsagtdl elrugaszkodott, habar egy
elméleti géppel dolgozik. Nagyon fontos a matrix szorzas fenti
tipust analizise.

e A fenti példdban az input mérete is fontos. Két matrix adott, de
az input méretét 2-nek venni csalds lenne. A természetes
megallapodas, hogy valds szamok ,, seregének” gondoljuk az
inputot, 2n® szamra gondolunk A, B helyett. Az sem nagy csalds,
ha az n paraméterrel jeloljiik mekkora feladatrdl van szé.

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk eldadas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Példa: Haromszogek szamlalasa

Adott egy egyszerii graf hatdrozzuk meg hany haromszog (harom
hosszt kor) van benne.

e Hogyan adott egy n csicsu egyszer(i graf? Tobb (mondhatjuk
sok) lehet8ség van. Csak kett6t emeliink ki.

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk el8adas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Kdodolas: Grafok kédolasa |

e Els6 megaddsi mddszer lehet a szomszédsagi matrix (egy n x n
bit-matrix) megadasa.

e Egy kicsit pazarlé mdédszer, hiszen a matrix f6atléjan nullak
szerepelnek és szimmetrikus. Azaz igazgbdl () fiiggetlen bit a
kédolds. Ennek ellenére a matrix struktdra, algebra gyakran
nagyon hasznos.

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk el8adas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021



Az algoritmus naiv fogalma Algoritmusok analizise Nagy ordé jeldlés

Kédolds: Grafok kédolasa Il

e Egy masik lehetéség, hogy vessziik a cslcsok egy listdjat.

e A lista minden v eleméhez hozzatartozik a v cslics
szomszédjainak egy listdja (egy s szomszéd igazabdl a vs élt
reprezentalja).

e A szomszédok listdiban minden szomszéd tartalmazza a
kovetkezd—-szomszéd infot, ami erre a szomszédra mutat
(amennyiben ez a szomszéd létezik, amennyiben az utolsé
szomszédrdl beszéliink mondjuk egy specidlis NIL értéket vesz fel).
e A teljes csiics-listdjaban minden csiicshoz tartozik egy
elsd-szomszéd info, ami lehet NIL is ha a cstics izoldlt.

e Persze ott van a kévetkezd-csics info is, ami a teljes
csucs-lista utolsé cstcsdndl NIL értékili. Persze lehetnek tovabbi
informacidk is a struktiraban.

e Példaul egy élstlyozott graf esetén a v csilics s szomszédjanal
szerepelhet a vs él siilya (sily), ami mondjuk egy pozitiv egész.
e Igy a graf osszetett adatok bonyolultan kapcsolt Ssszessége.

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk eldadas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Osszegezve

o A két dbrazolds mds és mds elemi miiveleteket sugall és
ugyanannak a magas szinten leirt algoritmusnak a megvaldsitasa,
elemzése teljesen mds kérdéseket vet fel.

e Lehet, hogy a hallgatét a fenti példdk Osszezavarjak.

e Nem ez volt a cél. A cél, hogy egy algoritmikus problémat jél at
kell gondolni. Ha tobben targyaljuk, akkor sokat kell kérdezni,
tisztazni, hogy egy matematikailag megalapozott targyalas
alakuljon ki.

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk eldadas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021



Az algoritmus naiv fogalma Algoritmusok analizise Nagy ordé jeldlés

Szunet

YL

C

-’ \m)

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk el8adas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Legrosszabb eset analizis

e Adott w inputon futtatva az algoritmust meg kell szamolnunk
(néha megbecsiilniink) hany elemi lépés vezet el az outputhoz.

e Legyen A egy algoritmus, w egy input.

o t4(w) az elemi lépések szdma ami sziikséges, hogy w inputon
futtatva A-t megkapjuk az outputot.

e Haszndltuk az input méretének fogalmat is. Azaz 7 = U2 \Is,
ahol Zs az s méretii inputok halmaza.

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk el8adas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Algoritmusok ido analizise

Definicid

ta(n) = max{ta(w) : w € Zp}.

e A fenti definicié nagyon fontos. Amikor az ebben definidlt
fuggvényt vizsgaljuk — példaul egy j6 felsé becslést adunk ra —
akkor azt mondjuk a legrosszabb eset analizist végezziik el.

e Valdban, ha az Z, inputokat vizsgaljuk, akkor a maximum vétele
a legtobb elemi 1épés szdmot veszi amit ezen inputok kozott végre
kell hajtanunk az output meghatdrozasahoz.

e Azaz egy felsé becslés az 6sszes adott nagysdgu inputon vald
futds esetén. Azaz egy olyan , garancia”, ami az input hosszanak
fliggvénye.

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk el8adas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Példa: Haromszog szamlalas |

Algoritmus
0) Legyen A =0
1) Vegyiik sorra az e = uv éleket.

1) Minden e = uv élnél nézziik meg, hogy u és v-nek mik a kozos
szomszédai. Minden megtaldlt kozos szomszédra A < A + 1.

2) irjuk ki A/3-ot.

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk el8adas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Analizis: Haromszog szamlalas |

e A listas reprezentacidval adott G graf az input.
o 1.-t |E|-szer hajtjuk végre.

e 1. idSigénye legfeljebb D?.(?)

o A teljes futasi legfeljebb

D?-|E|.

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk el8adas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021



Algoritmus
1) Szdmoljuk ki A%-t.
2) Irjuk ki TrAZ /6 értékét.
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Analizis: Haromszog szamlalas |l

e A szomszédsagi matrixdval adott a G graf, az input.

e Egy mitrixszorzashoz kell(?) |V/|® szorzas és |V|® 6sszedds.
e A3 kiszamoldsahoz kell 4|V/|® alapmiivelet.

o A teljes futasi legfeljebb

4VE+ V).

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk eldadas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Egy fontos megjegyzés

e Egy pontos analizis nagyon hosszl, osszetett, attekinthetetlen
formuldkhoz vezet.

e Masrészt az analizis az algoritmus futdsdhoz sziikséges idét irja
le.

e De milyen mértékegységben? Ha masodpercben mérnénk a
futast, akkor az elemi 1épések szama mellett egy szorzd szerepel,
ami az elemi |épésekhez sziikséges valddi id6.

e Ez a szorzd fiigg a géplink hardware-étdl/paramétereitél. Egy 6t
éves gép lecserélese egy maira jelentosen befolydsolja ezt a szorzét.

e Igy az analizis els6 fazisdban a konstans szorzdk nem |ényegesek.

e Altaldban elhanyagoljuk. Hogy ezt megtehesiik /formalizaljuk
néhany fontos matematikai jelolésre van sziikség.

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk eldadas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Nagy ordé jelolés

Definicid

Legyen t,f : N — R. Ekkor t = O(f) azt jelenti, hogy alkalmas
¢ > 0 konstansra és ng kiiszobértékre fenndll, hogy n > ng esetén

[t(n)| < cf(n)

e t(n) az analizalt id, ez &ltaldban egy nemnegativ értékeket
felvevo fiiggvény.

n

2 plo nlogn, 2", n",

e 7(n) egy , egyszerli" figgvény, mint n, n
27

e Alljunk meg. Az f(n) = nlog n példdban nem frtam oda a
logaritmus alapjat. Melyik alapra gondoltam? Szdmit a pontos
érték?

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk el8adas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Példa

18 (g) + 127n* log n + log®®(n'?*) - n + 144 = O(n®).

e nlog n tényleg N-en értelmezett? A kuszobérték szereplése miatt
nem nagyon zavar, hogy 0-ban nem értelmezett.

e Mondhatnank, hogy kicsire nem adunk, de ez nem matematikusi
hozz3allas.

e Az atlathatdsag és pontossag kozott kell egyensiilyozni egy olyan
terlleten, ahol nagyon sok NEM matematikus dolgozik.

o Ezért sokszor a matematikus szemiiveg sok
végiggondolnivaldt /pontosité megjegyzést hagy az olvasé szdmdra.
Kérdezziink, konzultaljunk ...

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk el8adas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Omega jelolés

e Természetesen n> = O(2").

e De egy négyzetes fliggvényt exponencidlissal becsiilve nagyon
hanyagok vagyunk. Tovabbi jelolések segitik azt, hogy a pontos
nagysagrendet kiemeljtik.

Definicid

Legyen t,f : N — R. Ekkor t = Q(f) azt jelenti, hogy alkalmas
¢ > 0 konstansra és ng kiiszobértékre fennall, hogy n > ng esetén

cf(n) < t(n).

e f(n) mindig egy egy id6 utan pozitiv fliggvény lesz.

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk el8adas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Theta jelolés

Definicid

Legyen t,f : N — R. Ekkor t = O(f) azt jelenti, hogy alkalmas
¢, c’ > 0 konstansra és ng kiiszobértékre fenndll, hogy n > ng

esetén
cf(n) < t(n) < 'f(n)

Hajnal Péter, MSc Algoritmusok és bonyolultsiguk eldadas Algoritmuselméleti alapok, SzTE, 2021
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Példa

18 g + 127n* log n + log®®(n'?*) - n + 144 = ©(n%).
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Aszimptotikus jelolés

Ha a nagysagrendet leird fliggvény mellol nem szeretnénk szonyeg
ala soporni a konstanst, akkor Uj jelolések sziikségesek.

Definicié

t(n) ~ f(n), azt jelenti, hogy lim,_o t(n)/f(n) = 1.

Masképpen t(n) ~ f(n), azt jelenti, hogy t(n) = f(n) + o(f(n)).
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Kis ordé jelolés

Definicié

g(n) = o(f(n)) azt mondja a g(n) fiiggvényrdl, hogy f(n)-nel
osztva 0-hoz tart, ha n tart a végtelenbe.

Elég nagy n esetén a o(f(n))-nel jeldlt maradéktag, f(n)-hez
képest elhanyagolhaté.
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Példa

1
18 <g) +127n*log n + log™®(n*?*) - n 4 144 ~ —8n6,

6!

még pontosabban

1
18 (g) +127n* log n + log™*(n'?*) - n 4 144 = 6—?”6 +0(r).

v
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