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Az alapotlet

e Az ,oszd meg és uralkodj” algoritmus tervezési séma a
matematikai rekurzié egy algoritmuselméleti megvaldsitasa. A két
séma alapelve azonban lényegesen kiilonbozd, mas-mds helyzetben
alkalmazhatok.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021
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séma alapelve azonban lényegesen kiilonboz6, mas-mas helyzetben
alkalmazhatdk.

e Az oszd meg és uralkod]j alapi algoritmusok az inputot két kozel
egyenlé nagysagu részre osztjdk (esetleg tobb/k részre melyek
méretei az eredeti méret legfeljebb a-szorosai, ahol o < 1 rogzitett
paraméter).
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o A részekre is értelmes a feladat. A két , fél-feladatra” megoldjuk
a problémat és a két fél megolddsabdl kiszdmitjuk az eredeti
kérdésre adandé valaszt.
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Az alapotlet

e Az ,oszd meg és uralkodj” algoritmus tervezési séma a
matematikai rekurzié egy algoritmuselméleti megvaldsitasa. A két
séma alapelve azonban lényegesen kiilonboz6, mas-mas helyzetben
alkalmazhatdk.

e Az oszd meg és uralkod]j alapi algoritmusok az inputot két kozel
egyenlé nagysagu részre osztjdk (esetleg tobb/k részre melyek
méretei az eredeti méret legfeljebb a-szorosai, ahol o < 1 rogzitett
paraméter).

o A részekre is értelmes a feladat. A két , fél-feladatra” megoldjuk
a problémat és a két fél megolddsabdl kiszdmitjuk az eredeti
kérdésre adandé valaszt.

o Ismét példakon keresztiil érthetjiik meg a mddszert.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021
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Sorting

Rendezés (angolul sorting): Adottak xi,x2, ..., x, szamok.
Rendezziik sorba ezeket. Azaz keressiink egy m
permutaciéjat az [n] = {1,2,..., n} indexhalmaznak, amelyre
Xrl §X7r2 < --'Sxﬂn-

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021
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e Az input szdmaira gondolhatunk mint egy szamjegysorozat.
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Osszehasonlitas alapu algoritmusok

e Az input szdmaira gondolhatunk mint egy szdmjegysorozat.

e Mi azonban most egy egyszerisitett, de természetes feltevéssel
éliink: Szamainkrdl informaciét csak egy-egy 6sszehasonlitdsaval
szerezhetiink.
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szerezhetiink.

e Az elsd Osszehasonlitas utdn ennek eredménye fliggvényében
vélasztjuk meg kovetkez6 osszehasonlitasunkat és igy tovabb, mig
elegendd informadcidnk lesz a rendezett sorrend bejelentéséhez.
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Osszehasonlitas alapu algoritmusok

e Az input szdmaira gondolhatunk mint egy szdmjegysorozat.

e Mi azonban most egy egyszerisitett, de természetes feltevéssel
éliink: Szamainkrdl informaciét csak egy-egy 6sszehasonlitdsaval
szerezhetiink.

e Az elsd Osszehasonlitas utdn ennek eredménye fliggvényében
vélasztjuk meg kovetkez6 osszehasonlitasunkat és igy tovabb, mig
elegendd informadcidnk lesz a rendezett sorrend bejelentéséhez.

e Az algoritmus koltsége egy adott inputon az elvégzett
osszehasonlitdsok szama.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021
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e Ha n = 2, akkor egy 0sszehasonlitdssal megoldhaté a probléma.
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Oszd meg

e Ha n = 2, akkor egy 0sszehasonlitdssal megoldhaté a probléma.

e Ha nagyobb inputtal dolgozunk akkor vagjuk két koriilbelil
egyforma nagysagli szamsorra az inputot, rendezziik a két fél
inputot, majd a két rendezett félbol szamoljuk ki a teljes rendezett
sort, azaz az outputot.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021
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sorozatot hogy lehet ,, 6sszefésiilni”

e Az oszd meg és uralkodj elv lényegi része, hogy két rendezett
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Az osszefésuilés

e Az oszd meg és uralkodj elv [ényegi része, hogy két rendezett
sorozatot hogy lehet ,, 0sszefésiilni”.

e A probléma konnyen megoldhaté. Legyen adott két rendezett
szamsorozat (egy k és egy ¢ hosszi).

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021
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e Az alapotlet, hogy a két legkisebb szam osszehasonlitasa utan
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Az osszefésuilés

e Az oszd meg és uralkodj elv [ényegi része, hogy két rendezett
sorozatot hogy lehet ,, 0sszefésiilni”.

e A probléma konnyen megoldhaté. Legyen adott két rendezett
szamsorozat (egy k és egy ¢ hosszi).

e Az alapotlet, hogy a két legkisebb szam osszehasonlitasa utan
tudni fogjuk a teljes rendezett sorozat legkisebb elemét. , Egy
elemet a helyére raktunk.” A maradék/helyére nem tett k + ¢ — 1
szam is két rendezett sorban van.

o lterdlhatjuk az otletet, egy Osszehasonlitds dran egy szam djra a
helyére keriil.

o Legfeljebb k + ¢ — 1 Osszehasonlitas utdn lesz k 4+ ¢ — 1 szamunk,
amely helyét (legkisebb, masodik legkisebb, ... meghataroztuk.
Ezzel a teljes rendezett sorunk meglesz.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021
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Osszefésiilés: egy megjegyzés

Megjegyezzik, hogy esetleg kevesebb osszehasonlitds is elvezethet
a végeredményhez. Ha az inputban a rendezett k szamunk a teljes
szdmhalmaz k legkisebb eleme, akkor k osszehasonlitdssal

kideritjluk ezt.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021
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o Legyen S(n) az az Gsszehasonlitds szdm, ami minden szam n-es

esetén elegendd a teljes rendezett sorrend kialakitasdhoz.
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Az analizis kezdete

e Legyen S(n) az az Gsszehasonlitds szdm, ami minden szam n-es
esetén elegends a teljes rendezett sorrend kialakitasdhoz.

e Tudjuk, hogy S(1) =0és S5(2) = 1.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021
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Az analizis folytatdsa

o Az Osszefésiilés Gsszehasonlitdsainak szama (masképpen az
osszefésiilés koltsége) az S(n)-es teljes koltségben feliilrdl
becsiilheté n — 1-gyel.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021



Az analizis folytatdsa

o Az Osszefésiilés Gsszehasonlitdsainak szama (masképpen az
osszefésiilés koltsége) az S(n)-es teljes koltségben feliilrdl
becsiilheté n — 1-gyel.

e Maradt a két ,fél" rendezésének koltsége, ami a majdnem
tokéletes félbevagas esetén legfeljebb

s([al) +s(lz])-
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Az analizis folytatdsa

o Az Osszefésiilés Gsszehasonlitdsainak szama (masképpen az
osszefésiilés koltsége) az S(n)-es teljes koltségben feliilrdl
becsiilheté n — 1-gyel.

e Maradt a két ,fél" rendezésének koltsége, ami a majdnem
tokéletes félbevagas esetén legfeljebb

s([z)+s(3])-
e Osszefoglalva: n > 3 esetén

st ((12]) +s([3]) +n-1

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021
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e Ebbdl teljes indukcidval konnyen igazolhaté a kovetkezo allitas.
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Az analizis vége

e Ebbdl teljes indukcidval konnyen igazolhaté a kovetkez6 allitas.

S(n) < nlog, n.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021



Az analizis vége

e Ebbdl teljes indukcidval konnyen igazolhaté a kovetkez6 allitas.

S(n) < nlog, n.

e Gyakorlaton lattuk, hogy ebben a szamitasi modellben ez az
optimalis nagysdgrend.
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Az analizis vége

e Ebbdl teljes indukcidval konnyen igazolhaté a kovetkez6 allitas.

S(n) < nlog, n.

e Gyakorlaton lattuk, hogy ebben a szamitasi modellben ez az
optimalis nagysdgrend.

e Tehdt a j6 séma szerint tervezve algoritmusunkat ,, uralkodunk™.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021
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Az alapkérdés

Szorzas: Adott két n-jegyii szam x1xp...X, €S yiyo...Yn
(azaz az x; és y; Osszetevéi az inputnak szamjegyek).
Szamoljuk ki a szorzatukat.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021
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e Miért pont a szorzast vizsgdljuk?
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Miért?

e Miért pont a szorzast vizsgaljuk?

e Az Osszeadas, kivonds egyszerlibb mivelet. Ezek azonban nagyon
jOl szamolhatdk az altaldnos iskoldban megtanult médszerekkel.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021
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e Két n-jegyli szam Osszeadasa/kivondsa O(n) szamjegy
miuvelettel kiszamithaté a klasszikus mddszerekkel.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021



Miért?

e Miért pont a szorzast vizsgaljuk?

e Az Osszeadas, kivonds egyszerlibb mivelet. Ezek azonban nagyon
jOl szamolhatdk az altaldnos iskoldban megtanult médszerekkel.

e Két n-jegyli szam Osszeadasa/kivondsa O(n) szamjegy
miuvelettel kiszamithaté a klasszikus mddszerekkel.

e Nyilvdn minden szamjegy elolvasasa sziikséges a végeredmény
bejelentéséhez. A nagysagrend optimalis.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021



Miért?

e Miért pont a szorzast vizsgaljuk?
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e Hasonld a helyzet a kettdvel valé szorzas, illetve a kettovel vald
osztds esetén.
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Miért?

e Miért pont a szorzast vizsgaljuk?

e Az Osszeadas, kivonds egyszerlibb mivelet. Ezek azonban nagyon
jOl szamolhatdk az altaldnos iskoldban megtanult médszerekkel.

e Két n-jegyli szam Osszeadasa/kivondsa O(n) szamjegy
miivelettel kiszdmithaté a klasszikus médszerekkel.

e Nyilvdn minden szamjegy elolvasasa sziikséges a végeredmény
bejelentéséhez. A nagysagrend optimalis.

e Hasonld a helyzet a kettdvel valé szorzas, illetve a kettovel vald
osztds esetén.

e Az altaldnos iskolai, naiv algoritmus O(n) szdmjegy miivelettel
kiszamolja a végeredményt és csak konstans faktorral vald javitas
lehetséges.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021
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szamjegy mivelettel szamithatd ki.

o Két n-jegy(i szam szorzasira megtanitott algoritmus O(n?)
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A probléma

e Két n-jegyii szdm szorzasdra megtanitott algoritmus O(n?)
szamjegy mivelettel szamithatd ki.

e Az egyik input szdm minden szamjegyét a masik input szam
minden szamjegyével megszorozzuk, majd osszegzéssel jon ki a
szorzat. A sziikséges szamjegy miiveletek szama négyzetes lesz.
Ebben van javitasi lehetdség.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021



A probléma

e Két n-jegyii szdm szorzasdra megtanitott algoritmus O(n?)
szamjegy mivelettel szamithatd ki.

e Az egyik input szdm minden szamjegyét a masik input szam

minden szamjegyével megszorozzuk, majd osszegzéssel jon ki a
szorzat. A sziikséges szamjegy miiveletek szama négyzetes lesz.
Ebben van javitasi lehetdség.

e Az 1960-as évek elején Kolmogorov (az évszazad rendkiviil
jelentds hatdsd matematikusa) szemindriuman sejtette, hogy a
tobb évszazados algoritmus nem javithaté.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021



A probléma

e Két n-jegyii szdm szorzasdra megtanitott algoritmus O(n?)
szamjegy mivelettel szamithatd ki.

e Az egyik input szdm minden szamjegyét a masik input szam

minden szamjegyével megszorozzuk, majd osszegzéssel jon ki a
szorzat. A sziikséges szamjegy miiveletek szama négyzetes lesz.
Ebben van javitasi lehetdség.

e Az 1960-as évek elején Kolmogorov (az évszazad rendkiviil
jelentds hatdsd matematikusa) szemindriuman sejtette, hogy a
tobb évszazados algoritmus nem javithaté.

e Egy munkatarsa, Karatsuba cédfolta meg ezt a sejtést. Karatsuba
egy algoritmust adott, amely hatékonyabb a szokasos szorzasi
algoritmusnal. Az aldbbiakban ezt ismertetjuk.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021
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illetve y szamot mint

e Az oszd meg és uralkodj elve azt mondja, hogy irjuk fel az x,

Xeleje : 10” + Xvége, |”etve

Yeleje * 107 + Wége-
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A naiv , osztas”

e Az oszd meg és uralkod]j elve azt mondja, hogy irjuk fel az x,
illetve y szamot mint

Xeleje - 10V + Xvéges illetve Yeleje - 10" + Wége-
® x és y szorzata

2v v
XelejeYeleje * 107" + (Xvége)/eleje + (Xeleje)/vége) -10" + XvégeYvége-

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021



A naiv , osztas”

e Az oszd meg és uralkod]j elve azt mondja, hogy irjuk fel az x,
illetve y szamot mint

Xeleje - 10V + Xvéges illetve Yeleje - 10" + Wége-
® x és y szorzata
2
XelejeYeleje * 107 + (Xvégeyeleje + (Xeleje)/vége) 107 + XvégeYvége-

e Ez j6 félbevagas esetén négy feleakkora (az inputhoz képest, a
szdmjegyek szdmaban mériink) szampar szorzatdval szdmolhaté ki.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021



A naiv , osztas”

e Az oszd meg és uralkod]j elve azt mondja, hogy irjuk fel az x,
illetve y szamot mint

Xeleje - 10V + Xvéges illetve Yeleje - 10" + Wége-
® x és y szorzata
2
XelejeYeleje * 107 + (Xvégeyeleje + (Xeleje)/vége) 107 + XvégeYvége-

e Ez j6 félbevagas esetén négy feleakkora (az inputhoz képest, a
szdmjegyek szdmaban mériink) szampar szorzatdval szdmolhaté ki.

e Fontos latni, hogy 10” és 10%” tényezbkkel valé szorzas csupan
nulldkkal béviti a szorzott szamot. Szdmolasi igénye nincs.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021
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Az analizis eleje

o Az Osszefésiilé rendezéshez hasonléan meghatdrozhatéd, hany
szamjegy miivelet szlikséges ha fenti formuldn alapuld, oszd meg és
uralkodj elven tervezett algoritmussal dolgozunk.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021



Az analizis eleje

o Az Osszefésiilé rendezéshez hasonléan meghatdrozhatéd, hany
szamjegy miivelet szlikséges ha fenti formuldn alapuld, oszd meg és
uralkodj elven tervezett algoritmussal dolgozunk.

e Bevezethet6 az M(n) fiiggvény, ami az algoritmus maximalis
szamjegy-miivelet igényét jeldli az n-jegyli szdmok kozdtt (ez a
minimalis miveletszdm, amit két n-jegyli szam szorzasakor a
szamok ismerete nélkil garantalhatunk algoritmusunk futasanak
sziikségletére).

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021
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e Felirhatjuk, hogy

M(n) < 4-M (g) +0(n),

ahol a O jelolés csak a lustasdg miatt szerepel.
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Az analizis vége

e Felirhatjuk, hogy
M(n) < 4-M (g) +0(n),

ahol a O jelolés csak a lustasdg miatt szerepel.

e Az érdekl6d6 hallgatéd egy pontos konstanst kiszamolhat, vagy
némi gondolkozas utdn megy6z6édhet, hogy 100 - n-et irva igaz
allitast kap.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021
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Csalodas

e A becslés , kifejtése” utdn sajnos kideriil, hogy algoritmusunk
nem lesz hatékonyabb mint a naiv szorzas, O(n?)
szamjegy-mivelet sziikséges hozza. Egyel6re nem ,, uralkodunk”.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021
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e Karatsuba fontos észrevétele, hogy egy n-jegyli szam négyzetének
kiszamoldsa Iényegében ugyanolyan bonyolultsdgi mint a szorzas.
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Az elso otlet

e Karatsuba fontos észrevétele, hogy egy n-jegyli szam négyzetének
kiszamoldsa Iényegében ugyanolyan bonyolultsdgi mint a szorzas.

e Valdban a
(x+y)* = x*—y?

2
képlet alapjan hdrom négyzetreemelés és linearis
szamjegymiveleteket igénylo ,, mellékszamolasok” kiadjdk a
szorzatot.

Xy =

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021



Az elso otlet

e Karatsuba fontos észrevétele, hogy egy n-jegyli szam négyzetének
kiszamoldsa Iényegében ugyanolyan bonyolultsdgi mint a szorzas.

e Valdban a
(x+y)* = x*—y?

2
képlet alapjan hdrom négyzetreemelés és linearis
szamjegymiveleteket igénylo ,, mellékszamolasok” kiadjdk a
szorzatot.

Xy =

e Tehdt ha a négyzetreemelést hatékonyabban el tudjuk végezni
mint négyzetes sok szadmjegymiivelet, akkor a szorzast is.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021



Az elso otlet

e Karatsuba fontos észrevétele, hogy egy n-jegyli szam négyzetének
kiszamoldsa Iényegében ugyanolyan bonyolultsdgi mint a szorzas.

e Valdban a
(x+y)* = x*—y?

2
képlet alapjan hdrom négyzetreemelés és linearis
szamjegymiveleteket igénylo ,, mellékszamolasok” kiadjdk a
szorzatot.

Xy =

e Tehdt ha a négyzetreemelést hatékonyabban el tudjuk végezni
mint négyzetes sok szadmjegymiivelet, akkor a szorzast is.

e A tovdbbiakban a négyzetreemelést vizsgaljuk. Legyen N(n) az
aldbbiakban megtervezett algoritmus szamjegy-miivelet igénye
n-jegyli szamok esetén.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021
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Lassuk.

e A négyetreemelésnél is alkalmazhaté az oszd meg és uralkod] elv.

it
N
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Az elso otlet folytatdsa

o A négyetreemelésnél is alkalmazhaté az oszd meg és uralkodj elv.
Lassuk.

o Az

2 2 2 2
(Xe/eje 10" + Xvége) = Xeleje 107 + Xy ége + 2X€/€jeXVége - 107

képlete , igéretesebb”: két négyzetreemelés és egy szorzds
sziikséges, de feleakkora szamokon!

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021



fHac

8]
Tl



A masodik otlet

o A kétféle miivelet keveredésére (szorzas, négyzetreemelés)
kikliszobolésére mar megvan az otletiink, attérhetiink egy csak
négyzetreemelést hasznald képletre:

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021



A masodik otlet

o A kétféle miivelet keveredésére (szorzas, négyzetreemelés)
kikliszobolésére mar megvan az otletiink, attérhetiink egy csak
négyzetreemelést hasznald képletre:

v 2 2 2v 2
(Xe/eje -10¥ + Xvége) = Xeleje 1077 + Xve’ge+

((Xeleje + Xve’ge)2 - Xezleje + X\%ége) +10”

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021
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egyszer(i mellékszdmoldsok kellenek.

e Ha ezt a képletet alkalmazzuk, akkor harom négyzetreemelés és

it
N

«0O0>» «F»r» «=» « Q>



e Ha ezt a képletet alkalmazzuk, akkor harom négyzetreemelés és
egyszer(i mellékszdmoldsok kellenek.
e Kapjuk, hogy

N(n) < 3N (g) +0O(n).

o 5

DA



Az analizis

e Ha ezt a képletet alkalmazzuk, akkor harom négyzetreemelés és
egyszer(i mellékszamoldsok kellenek.

e Kapjuk, hogy
N(n) < 3N (g) +0O(n).
e Ennek megoldasa
N(2K) = O(39).
Intuitiven felezziik az inputot és ennek dra hdromszorozodas. 2k

esetén k felezés van, a koltségoldalon k darab haromszorozddas
torténik.
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Az analizis

e Ha ezt a képletet alkalmazzuk, akkor harom négyzetreemelés és
egyszer(i mellékszamoldsok kellenek.

e Kapjuk, hogy
N(n) < 3N (g) +0O(n).
e Ennek megoldasa
N(2K) = O(39).
Intuitiven felezziik az inputot és ennek dra hdromszorozodas. 2k
esetén k felezés van, a koltségoldalon k darab haromszorozddas
torténik.

e A pontos bizonyitas teljes indukcié lehet.
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Az analizis

e Ha ezt a képletet alkalmazzuk, akkor harom négyzetreemelés és
egyszer(i mellékszamoldsok kellenek.

e Kapjuk, hogy
N(n) < 3N (g) +0O(n).
e Ennek megoldasa
N(2K) = O(39).
Intuitiven felezziik az inputot és ennek dra hdromszorozodas. 2k

esetén k felezés van, a koltségoldalon k darab haromszorozddas
torténik.
e A pontos bizonyitas teljes indukcié lehet.
e Ebbdl adddik, hogy
N(n) = (’)(n'°g23).
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Az analizis

e Ha ezt a képletet alkalmazzuk, akkor harom négyzetreemelés és
egyszer(i mellékszamoldsok kellenek.

e Kapjuk, hogy
N(n) < 3N (g) +0O(n).
e Ennek megoldasa
N(2K) = O(39).

Intuitiven felezziik az inputot és ennek dra hdromszorozodas. 2k
esetén k felezés van, a koltségoldalon k darab haromszorozddas
torténik.
e A pontos bizonyitas teljes indukcié lehet.
e Ebbdl adddik, hogy

N(n) = (’)(n'°g23).

e Az 3ltaldnos iskolds szorzési algoritmus nem-optimilis:
Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021
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o Megjegyezziik, hogy Karatsuba algoritmus tavol van az
optimalistdl.
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Végsd megjegyzés

o Megjegyezziik, hogy Karatsuba algoritmus tdvol van az
optimalistdl.

e Az el6adés idején van bejelentett O(nlog n)-es algoritmus. Ez
még nem jelent meg referdlt folydiratban.

Hajnal Péter Oszd meg és uralkodj, SzTE, 2021



Koszonom a figyelmet!

J




