Algoritmuselmélet és bonyolultsagelmélet MSc hallgaték szamara
Példak

2017. Elsad6: Hajnal Péter

1. Megallasi probléma, Univerzalis Turing-gép

Egy formalis probléma megkévetel egy véges abécé-t. Nincs olyan halmaz, amely
az Osszes véges halmazt tartalmaznd. Ez a halmazelméleti tény problémat jelent,
amelyen konnyd tuljutnunk: egy megéllapodast tesziink, amely alapjan egy tetszé-
leges n-elemd X abacé hasznalata helyett mindig egy standard n elemi abécével
dolgozunk. Ez a megallapodas nem jelent megszoritast.

Egy Turing-gép leirasahoz kell egy véges k természetes szam, amely ,,megmondja”
hany munkaszalagunk van, egy véges S allapothalmaz, egy X, I' véges input- és
munka-abécé, tovibbéa egy d atmeneti fliggvény, amely véges értelmezésitartoma-
nya/értékkészlete csak a korabbi vélasztasainktol fliigg. Ahogy az input abécénél,
I' és S valasztasa halmazelméletileg til nagy valasztasi lehetéség. Azonban itt is
megszorithatjuk magunkat standard halamzokra: A specialis allapotoktol kiillonbo-
z6 allapotok lehetnek N egy véges kezd&szelete, ahogy I' is. Ezek utdn méar vilagos,
hogy megszamlalhatoéan sok Turing-gép definialhato.

A fenti megéllapitasoknak fontos kovetkezményei vannak. Ezt foglalja Gssze a
kovetkezd tétel.

1. Tétel. Adott nem-iires 3 esetén
(i) megszamldlhatoan végtelen sok L C X* eldonthetd nyelv létezik,
(ii) megszamldlhatéan végtelen sok L C X* felsorolhatd nyelv létezik,
(11i) kontinuum szdmossdgi nem felsorolhatd (igy nem is eldonthetd) nyelv létezik.

Sokkal érdekesebb egy matematikailag értelmes, természetes nyelvre ramutat-
nunk és arrél belatnunk, példaul hogy nem eldontheté Az ilyen tételek mar nem
olyan egyszertiek.

*

Egy probléma definialdséhoz elGszor az inputot és outputot is kddolnunk kell. A
kodolas utdn az inputra mint egy 3*-beli elemre kell gondolnunk. ¥ egy nem-iires,
véges abécé, igy ¥ egy megszamlalhatoan végtelen halmaz. Igy példaul a valos
szamok halmaza nem kodolhato.

Egy kis jartassag utan ,érezhetjiik”, hogy minden megszdmlalhatéan végtelen
halmaz kodolhato: természetes szamok, egész szamok, racionélis szamok algebrai
szamok, grafok (véges grafok izomorfiatipusai), grafok racionélis élsilyokkal, racio-
nalis egyiitthat6ji polnomok, racionalis szamokbol all6 méatrixok és igy tovabb.

Egy kis ugrés, hogy lassuk, hogy a Turing-gépek is kodolhatok. Allapodjunkmeg
egy specialis kodolasban amely egy fix dbécé-t, mondjuk ¥y = {0, 1}-et hasznal. Ezt
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a kodolast nem rogzitjiik le, a kés6bbi diszkusszioban nem tériink ki olyan technikai
részletekre, ahol ez lényeges lenne. Az érdekl6d6 hallgatd valaszthat egy szamara
megfelel6 megallapodést.

Jeldlés. Legyen [T'] a T Turing-gép kodja. Legyen [w] egy w € ¥" kodja.

[T] és [w]| a megallapodéssal a fejiinkben minden informéciot tartalmaz, ami
ahhoz sziikséges, hogy T futasat szimuldljuk az w inputon. Ez Turing-géppel is
megvalosithato:

2. Tétel. Feltessziik, hogy megdllapodtunk eqy fent vdzolt kédoldsi rendszerben. Ek-
kor létezik eqy U Turing-gép, amely [T, [w] inputon szimuldlja T-t w-n. Specidlisan
futisa ELFOGAD dllapotba jut, ha T ezt teszi w-n, ELVET dllapotba jut, ha T ezt
teszi w-n, végul végtelen, ha T 1s végtelen futdsba keril az w inputon.

A tételbeli Turing-gépet (a megallapodasok utan, azokat kézzétéve) univerzdlis
Turing-gépnek nevezziikk. Ez a fogalom jatéknak tiinhet, azonban rendkiviil fontos
szerepet jatszik az algoritmusok, bonyolultsagelmélet, szadmitastechnika torténeté-
ben. Az, hogy az algoritmusok 0-1 sorozattal irhatok le, amit egy eszk6z memo-
ridjaban taroljunk, amit az eszkoz értelmez utasitasok sorozataként az a modern
szamitogép fogalméanak megsziiletése. Ezt Neuman Istvan nevéhez flizik, de Turing
munkassaga nélkiil nem tehette volna meg ennek kifejtését.

Taldn hasznos adnunk egy szétasat, ami a bonzyolutsagelmélet alapfogalmait
koti a mindennapos széhasznélatunkkal:

Bonyolultsagelmélet Hétkoznapi matematika

Turing-gép Algoritmus

Megallapodas, hogyan koédoljunk egy | Egy programozési nyelv
Turing-gépet

[T Egy program (konkrét algoritmus kod-
ja)
Univerzalis Turing-gép Egy programozési nyelvben leirt tet-

sz6leges algoritmus interpretalaséira
képes szamitogép

*

A fenti el6késziiletek utan megadunk egy eldonthetetlen nyelvet, ami a Turing-

c sz

A példa Turing nevéhez flizodik, az els§ kiszamithatatlansagi eredmény. Meg-
allasi probléma: A megallasi problémaban adott egy T Turing-gép és egy w input.
El kell donteniink, hogy T' ledll-e w-n. Formalisan:

Definicié.
MEGALLAS = {[T,w] : T leall w-n, azaz STOP
vagyis ELVET /ELFOGAD allapotba keriil}.
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3. Tétel (Turing-tétel). (i) MEGALLAS € S,

(ii) MEGALLAS ¢ D.
Azaz MEGALLAS felsorolhatd, de nem eldonthetd.

Bizonyitas. A tétel elsd része kovetkezik az univerzélis Turing-gép leirasabol. A
szimulalo gép leallasat tgy kell modositani, hogy ne a ledlld allapotnak megfelels
allapotba jusson, hanem a leallas tényét bejelents VALOBAN-LEALL allapotba
keriiljon (az a felsorolhatoésagot bizonyité Turing-gép ELFOGAD éallapota). Igy az
elfogadand6 inputokra a gép elfogad, mig a nem elfogadandé inputokat ugy jelzi
ahogy kell: a szimulalassal, ami egy végtelen futas.

A masodik allitas bizonyitasa indirekten torténik, azaz tegyiik fel, hogy létezik 1
Turing-gép, amely eldonti a MEGALLAS nyelvet. Tovabbiakban az indirekt feltevés
I gépére alapitva egy kissé modositott gépet irunk le.

A kovetkezs (konnyen, de technikai modon megoldhato) feltevéssel éliink. A
Turing-gépeket azonsitjuk a természetes szamokkal. Azaz minden i természetes
szam egy T Turing-gép kodja (i = [T']). Tovabba i-bdl dekodolhatd T'. Hasonloan
azonositjuk ¥X*-ot és N-et. j = [w] esetén j-bol dekodolhatod w.

Jj = [w]) oo &ll, ha T az w-n végtelen ciklusba keriil és 0 kiilonben (7" az w-n
leall). Indirekt feltevésiink az, hogy van olyan I Turing-gép, amely ,kiszamolja” ezt
a tablazatot.

Az ellentmondést Cantor atlos modszere adja. Megadunk egy E Turing-gépet
a kovetkez6 modon. Beolvas egy i inputot és kiszamolja a fenti tdblazat ¢ indexd
([T;] =i, |w;] = i) atlos elemét: Ha az i indexti 4tlos elem oo (azaz T; nem all le
w;-n), akkor E gépiink STOP allapotba keriil. Ha ez 0 (azaz T; leall w;-n), akkor F
gépiink jobbra-balra ,lépeget”, végtelen ciklusba keriil. Azaz E éppen a kiolvasott
informéacioval ellentétes viselkedést végez.

Tegyiik fel, hogy [E| = k. Mit csinal E a k inputot olvasva?

A definici6 alapjan ,kibontja k”-t mint Turing-gép és ekkor magat/FE-t talalja.
E hogyan miikodik w-n ([w] = k)? Akar leall, akar végtelenségig fut E definicioja
ellentmondashoz vezet.

A bizonyitas lényege hasonlit Cantor bizonyitasara, hogy [0, 1] nem felsorolha-
t6/megszamlalhatoan végtelen halmaz (atlos modszer). Csak most valos szamok
helyett gépek, illetve tizedesvessz§ utani poziciok helyett inputok kodjai szerepel-
nek.

2. D-n kivul

Emlitettiik, hogy a bonyolultsagelmélet témaja a D-beli nyelvek vizsgalata, dsszeha-
sonlitasuk, bonyolultsig szerint struktiralasuk. A D-n kiviili nyelvek is igen aktivan
vizsgaltak. Kutatasuk modszerei és motivacioja inkabb a matematikai logikahoz kot-
hetd.

Egy 14j probléma esetén az els§ kérdés (dontési problémak esetén), hogy D-hez
tartozik-e. Nagyon sok matematikailag fontos, kdzponti kérdés esetén kideriilt, hogy
nem D-beli kérdésrél van sz6. Egy ilyen matematikai tétel jelentése az, hogy amig
a Church-tézis jol leirja a kiszdmithatosag fogalméat, addig tudjuk, hogy a probléma
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altalanossagban szamitogéppel NEM kezelhets. Természetesen specialis inputokra,
kiilonbozé feltételek mellett elképzelhets a kiszamithatosidg. Ilyen probléméknal a
matematikai kutatasoknak ebbe az iranyba kell tartaniuk.

Most néhény ilyen problémét sorolunk fel. Az elsé Hilbert X. probléméaja. Ennek
torténeti jelentGsége van. Ez nagyban hozzajarult a kiszamithatosag fogalméanak

“, e,

Példa (Hilbert X. Problémaja). Legyen
DIOPHANTOSZ = {[p(z)] : p € Z[z1, 2, ...,x,], p-nek van egész gyoke}.

Hilbert probléméajanak modern értelmezése, hogy DIOPHANTOSZ nyelv D-hez
tartozik-e. (A probléma kittizésének idejében D fogalma még nem sziiletett meg.) A
klasszikus nyelven a probléma az, hogy van-e olyan algoritmus, ami egy adott egész
egyiitthatos polinomrél eldonti, hogy van-e egész gycke.

Két lehetSség volt. Vagy valaki ad egy algoritmust, ami megoldja Hilbert prob-
lémajat (azaz DIOPHANTOSZeE D), a metematikusok kozossége pedig megérti,
ellendrzi és elfogadja az algoritmust. A masik lehetGség: nincs ilyen algoritmus.
Ebben az esetben ezt bizonyitani kell. Ez nem megy D definicioje nélkiil. Kideriilt,
hogy a mésodik lehet&ség az igazsig.

Hilbert X. problémajanak megoldasanak torténete: 1900 Hilbert eladja a prob-
léemat, 1935 Church megfogalmazza a Church-tézist, 1936 Turing bevezeti a Turing-
gép fogalmat, 1950-es és 60-as évek a diophantikus halmazok bevezetése és vizsgalata
Davies és Robinson vezetésével, 1970 Matijaszevics megteszi az utolso (legnehezebb)
lépéseket, bebizonyitja, hogy DIOPHANTOSZ nem tartozik D-hez.

Természetesen DIOPHANTOSZe S (miért?).

Egy véltozo illetve linearis eset konnyen megoldhatd. A kvadratikus kétvaltozos
eset is megoldhato, de mar komoly szamelméleti vzisgalatok sziikségesek.

Példa (Széprobléma). SZOPROBLEMA inputja tartalmaz egy G csoportot. G-re
multiplikativ irasmédot hasznalva hivatkozunk. Miel6tt leirnank a teljes probléméat
tisztaznunk kell, hogyan kédolhatunk csoportokat?

Egy lehetséges megoldast ad a kombinatorikus csoportelmélet. Legyen G egy
csoport egy B generatorhalmazzal. Ekkor B elemeibdl kifejezéseket épithetiink fel,
amik a csoport egy-egy elemét irjak le. Ha B = {a,b, c}, akkor abbaca™tba™"' egy
ilyen kifejezés. 1, az el6z6 bettikészletbdl felirt iires szorzat is egy kifejezés, ami
a csoport egységelemét irja le. Tehat a kifejezéseink, szakzsargonnal szavaink, B
elemeibdl és B elemeinek inverzébdl szorzasokkal felépitett kifejezések. Persze kii-
16nb6z6 szavak irhatjak le ugyazt az elemet. A csoportszamtan garantalja, hogy
aa~1b és b ugyanazt az elemet irja le.

Egy sz6 elemi egyszeriisitése az zx ™!, illetve 712 egymasutani két karakter ki-
htzasa. Ha egy wy, wq, ws, . .., w, szosorozatban barmely két egymasutani sz6 koziil
egyik a masik elemi egyszertisitése, akkor a sorozat barmely két eleme ugyanazt a
csoportelemet irja le. Azt mondjuk w; és w, ekvivalens. Ez egy ekvivalenciarela-
ci6 a B-bdl felirhato csoportkifejezések halmazan. Az ekvivalenciaosztalyok kozott
konnyt szorzést, inverzet, egységosztalyt definialni. Igy egy csoporthoz jutunk. Ez
a B generatorhalmazhoz tartozé ,legb6vebb” generalt csoport. A neve a B altal
szabadon generalt csoport.

A B altal szabadon generalt csoport esetén konnyt tervezni egy algoritmust,
amely két adott szorol eldonti, hogy ugyanazt a csoportbeli elemet irjédk-e le. Joval

1
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altalanosabb csoportok is leirhatok a fenti modszer altalanositasaval: Adjunk meg
elemi egyszeriisitésekkel (és persze elemi bonyolitasokkal) nem levezethets szoegyen-
16ségeket. Ha ilyen Osszefiiggések egy halmazat adjuk meg, akkor ehhez is tartozik
egy csoport: az elemi egyszertisités/elemi bonyolitas fogalmat ki kell terjeszteni az
egyenlGség egyik oldalan szerepld kifejezés atirasaval a masik oldalon szerepld kife-
jezésre. Igy ha adott egy B halmaz és T egyenlSségek egy halmaza (ezek bal és jobb
oldalan egy-egy sz6 szerepel), akkor egy G = (B;T') csoportot irtunk le.

Amennyiben B és T véges az igy leirt csoportok a végesen prezentalt csoportok.
Példaul (a, b; ab = ba) egy csoport. konnyen ellenérizhetd, hogy ez (Z,+) x (Z,+).

Ezekutan a probléménk: Legyen adva egy B véges generatorhalmaz, egy véges
T osszefliggés halmaz (igy adva van egy G = G(B;T') végesen prezentalt csoport).
Adott még két B-re épitett sz6. Dontsiik el, hogy azonos csoportbeli elemet irnak-e
le.

Definicié.

SZOPROBLEMA = {[B,T;w; = w,] : a (B;T) csoportban

a wy és we csoportelemek megegyeznek }
A probléma eldonthetetlen,
SZOPROBLEMA ¢ D.

azaz

[gazabol 1étezik olyan egyetlen végesen generalt csoport, amely olyan komplex,
hogy az erre vonatkozd szoprobléma (a csoport most nem része az inputnak) is
eldonthetetlen.

Példa. HOMEOMORF inputja két topologikus tér. Azt kell eldontentink, hogy
homeomorfak-e.

Ismét a lényeges kérdés: Hogyan kodolunk topologikus tereket? A legegyszeritibb
megoldéas a rekurzio: Egyszerd, jol ismertnek vett topologikus terekbdl egyszert
operaciokkal . felépitiink” tovabbi, bonyolultabbakat. Talan a legkombinatorikusabb
lehetség, ha szimplexekbdl indulunk ki. Szimplexek a pontok, szakaszok, harom-
szogek, tetraéderek. Ezek pontosan a legfeljebb hiarom-dimenzios szimplexek. Min-
den d természetes szam esetén definialhaté egy d-dimenziés szimplex, példaul a R?
origoja és e; standard béaziselemeinek konvex burka. A felépités lehet a lap-menti
ragasztas. A Konnyid igazolni, hogy csak a kiindulé szimplexek dimenzidja és a
ragasztasnal hasznalt lapok ismerete elég a leirt topoldgikus tér homomorfiatipusa-
nak ismeretéhez. Ennek leirdsahoz a szimplexeket és lapjaikat azonositjuk csicsaik
halmazaval. A szimplicidlis komplexus egy halmazrendszer lesz egy véges V' hal-
maz felett. A szimplicialis komplexus egyetlen tulajdonsaggal jellemezhet: minden
hozzatartozé halmaz sszes részhalmaza is hozzatartozik (egy szimplex cstcsainak
tetszdleges cstcshalmaza egy jol meghatarozott lapja — ami szintén egy szimplex
— csticshalmaza).

A HOMEOMORF probléma (pontosabban a SZIMPLICIALIS-KOMPLEXU-
SOK-HOMEOMORFIZMUSA probléma) nem eldénthets. Azaz

HOMEOMORF ¢ D.
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Példa. A POST probléméban adott ¥ véges abécé. Az input egy dominé készlet:
Véges sok domindtipus, ahol egy tipus egy als6é és egy fels6 minta, ami egy-egy
Y *-beli sz6. Minden tipusbdl végtelen sok dominénk all rendelkezéstinkre. Azt kell
eldonteni, hogy ki tudunk-e rakni dominéinkboél egy sort tgy, hogy az als6 és felsé
minték osszeolvasva (konkatenalva) ugyanaz a szot adjak.

A probléma a mi elemi targyalasunk helyett a félcsoportok nyelvén is elmondhatoé.
Az irodalomban legtobbszor félcsoportokra vonatkozo problémaként ismertetik ezt
a nyelvet.

A probléma nem eldonthetd.

POST ¢ D.

A kurzus tovabbiakban részében a D halmaz nyelveivel dolgozunk. Célunk az
eldontési problémék Osszehasonlitasa, a dontési feladatok nehézségének mérése.

3. Példak eldontheté nyelvekre

Példa. IDEAL-ELEM-TESZT inputja egy végesen generalt ideal a Q[z1, s, . . ., )
polinomgytrtiben és egy p polinom. Az idedl g1, ¢s,..., gy generalé polinomokkal
adott. A kérdés, hogy p az idealhoz tartozik-e.

Konnyt leirni az idealt: az o191 + asgs + . .. + anygy alakt polinomok, ahol az
«; egylitthatok is polinomok. Hogy egy hatékony nem-determinisztikus algoritmust
adjunk ez alapjan kellene egy becslés az idealhoz tartozast bizonyitd egyiitthatokra
(fokaikra és egyiitthatoikra). Ez nem egyszert.

A Grobner-bazisok elméletén alapulva EXPSPACE bonyolultsdgn algoritmus
adhat6 a probléméara. Azaz

IDEAL-ELEM-TESZT € EXPSPACE.

Példa. IDEAL-TELJESSEG inputja egy végesen generélt ideal a Q[zy, zy, .. ., 2,]
polinomgytrtben. Az ideal gq,gs, ..., gy generaldé polinomokkal van leirva. A kér-
dés, hogy az ideal a teljes gytirti-e, azaz 1 az idealhoz tartozik-e.

Ez nyilvan az el6z6 probléma egy specialis esete. Bonyolultsédga legfeljebb akkora
mint az el6zd kérdésé. A Grobner-bazisok elméletén alapulva PSPACE bonyolult-
sagu algoritmus adhato a probléméara. Azaz az algoritmuselmélet ki tudja hasznalni
a specialitasat a problémanak (az el6z6 kérdéshez képest).

IDEAL-ELEM-TESZT € EXPSPACE.

Példa. SLIDINGBLOCKPUZZLE inputja egy n x m tablazatban (mint alappa-
lyan) elhelyezett egymast at nem fedd téglalapok. A téglalapok a palyat nem fedik
le teljesen, igy lehetGség van tologatasukra (az alaptabla oldalaival parhuzamosan,
az at nem fedés betartasaval). El kell donteniink, hogy az input/kiindulé konfigu-
raciobol tologatasokkal el tudunk-e jutni egy célkonfiguracioba. Azaz elérhetd-e egy
célkonfiguracio-halmaz egy eleme (mondjuk az egyik téglalapot egy adott pozicioba
vihetjiik-e)?
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Konnyt becsiilni a megfelels konfiguracio-graf méretét és ez alapjan igazolni,

hogy
SLIDINGBLOCKPUZZLE € PSPACE.

Példa. HAMILTON probléma inputja egy graf. El kell donteniink, hogy van-e benne
Hamilton-kor.

Igen vélasz esetén a taniszalagon elvarhatjuk a csticsok egy olyan felsorolasat,
ami egy Hamilton-kor bejarasabol nyerhets. Ellendrizniink kell, hogy az egymés-
utani csicsok szomszédosak a grafban és az elsd, illetve utolsod csiics is 6sszekotott.
Ellenérizni kell azt az ,,igéretet” is, hogy minden csticsot pontosan egyszer soroltunk
fel. Tezteink nyilvan polinomialis id6ben megvalosithatok. Ha ezen tesztek mind-
egyike stimmel, akkor a tand bizonyitja, hogy inputgrafunkban van Hamilton-kor.
Masrészt nyilvan minden Hamilton-korrel rendelkezé grathoz talalhato bizonyitod ta-
nu. Kaptuk, hogy

HAMILTON € N'P.

coN P-beliséghez a Hamilton-kor hianyat kellene hatékonyan megindokolnunk.
Konnyt egy polinomialis Turing-gépet tervezni, ami teszteli, hogy a tantszalag tar-
talma egy U cstucshalmaz-e és G — U komponenseinek szama nagyobb-e mint U
elemszdma. Ha igen, akkor biztosak lehetiink, hogy grafunkban nincs Hamilton-
koér. Valoban U elhagyéasa utan a Hamilton-kér megmaradt ivei garantalnak, hogy
|U]-nal nem tobb komponensiink van. A fent leirt gép azonban NEM bioznyita a
HAMILTON nyelv coN Pbeliségét. Nem igaz, hogy Hamilton-kor hidnyat ilyen mo-
don biztos igazolni tudjuk. A Petersen-grafban nincs Hamilton-kor. A fenti gép nem
fogadné el.

Igazabol nem ismert, hogy HAMILTON a coN P nyelvhez tartozik-e.

Példa. LPTESZTELES probléma inputja egy Ay, matrix és egy bn.i (0sz-
lop)vektor. Kodolhatosagi megfontolasokbol racionélis szamok f6lott dolgozunk. El
kell donteniink, hogy az Az = b egyenletrendszernek (z = (21, 2o, ..., 7,)7) van-e
nem negativ megoldésa.

Valojaban az egészek felett is dolgozhatunk. Az inputban szerepld szamok neve-
z6inek legkisebb kozos tobbszorosével megszorozhatjuk egyenleteinket. Az eredetivel
ekvivalens egyenletrendszer egyiitthatoi lefrasanak osszhossza az eredeti inputméret
polinomjéaval (négyzetével) becsiilhetd.
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Az N'P-beliség egyszertinek tiinik. A tantiszalagra fel kell irni egy megoldést.
A gép csak ellendrzi ezt. A probléma, hogy az ellen6rzés csak a tanuszamok mére-
tében lesz polinomialis (szemben az inputszamokkal). Azaz vigyadznunk kell, hogy
tantnk ne legyen lényegesen hosszabb az input méreténél. Ilyen tant létezik. Ennek
indoklasat itt nem végezziik el.

LPTESZTELES € N P.

Egy egyenletrendszer nem negativ szamok korében val6 meg nem oldhatosagara
ismertetiink egy modszert. Az egyenleteink szamszorosa, ezek Osszege a kiindulo
rendszer egy kovetkezménye. Ha ezt a kovetkeztetést tgy végezziik, hogy a bal
oldalon szereplé kikombinalt linearis kifejezésben minden egyiitthaté nem negativ
legyen, mig a jobb oldalon egy negativ szam adddjon, akkor nagyon transzparens
lesz, hogy a kovetkeztett egyenletnek nincs nem negativ megoldasa. Igy az eredeti
egyenletrendszernek sincs. Az elz6ekben nem ismertetett gondolatmenethez hason-
l6an belathato, hogy a bizonyité kovetkezmények kozott olyan is van, ami kezelhetd
egyiitthatokkal kikombinalhato. Igy a tantszalagrol leolvashatd és tesztelhetd po-
linomialis id6ben. A fent ismertetett stratégia akkor vezet NP algoritmushoz, ha
igaz, hogy nem megoldhat6 inputrendszer esetén ilyen bizonyitas is talalhato ra. Ez
a jol-ismert Farkas-lemma. Tehat

LPTESZTELES € coNP.

Jelenleg t6bb olyan linearis programozasi algoritmus is van, ami polinomialis
idében fut. Azaz
LPTESZTELES € P.

Megjegyezziik, hogy az LPTESZTELES a linearis programozas optimalizalé-
si probléma egyik dontési véaltozata. NP-belisége klasszikus becsléseken alapul.
coNP-belisége a Farkas-lemman alapul, amit 1902-ben publikilt Farkas Gyula. A
LP optimalizalas mind a mai napig iinnepelt szimplex algoritmusat 1947-ben jelent
meg (Dantzig). 1972-ben Klee és Minty bizonyitotta hogy az algoritmus nem po-
linomiélis (valojaban exponencialis futasi idej). Az els§ polinomidlis algoritmust
Kachian adta 1979-ben.

Példa. PRIMTESZTELES probléma inputja egy n pozitiv egész (mondjuk 10-es
szamrendszerben kodolva). El kell donteniink, hogy prime-e.

A PRIMTESZTELES-sel kapcsolatban az egyszerti feladat a nem primség bizo-
nyitasa. Ehhez csak egy valodi osztot kell el6hoznunk taniként. Konnyd ellendrizni
az oszthatosagot (és a valodisagot is). Kapjuk, hogy

PRIMTESZTELES € coNP.
Pratt bizonyitési sémaja (1975) mutatja, hogy
PRIMTESZTELES € NP.
Agrawal—Kayal—Saxena-primteszt a kivetkezs tételhez vezet:

PRIMTESZTELES € P.
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Példa. TELJESPAROSITASTESZTELES inputja egy egyszert graf. El kell don-
teniink, hogy az input tartalmaz-e teljes parositast.

Az input kodolasat nem targyaljuk. Azonban azt megjegyezziik, hogy a fenti
értelemben v, a csucsszam is vehetd az input méretének (kodja hossza helyett).

Elgszor egy nemdeterminisztikus algoritmust frunk le. A nemdeterminizmus ma-
sodik értelmezéset hasznéljuk. Azaz egy tanuszalag tartalma segitségével dontiink
az elfogadasrol. A taniszalag tartalma cstcsparok egy M halmaza lesz.

A T gép azt teszteli, hogy a cstcsparok éllel 6sszekotott parok-e, és minden csiics
pontosan egy parban szerepel-e. Ha mindkétszer igen a valasz, akkor ELFOGAD
allapotba keriiliink. Ha valamelyik teszten elbukik a tanu, akkor NEM-STIMMEL
allapotba keriiliink.

Egy teljes parositas létezése esetén konnytd bizonyité tanit megadnunk. Ha nincs
teljes parositas, akkor mindegyik tani elbukik.

A tesztek polinom idében kénnyen elvégezhetsk. Igy kaptuk, hogy

TELJESPAROSITASTESZTELES € NP.

A feladatunk nem annyira egyszeri, ha a teljes parositas nem létét szeretnénk
nem determinisztikusan bizonyitani. Tutte-tétel ismeretében azonban ekkor is egy-
szeri dolgunk van: A tanuszalag tartalma legyen egy T ponthalmaz. A gép azw = G
graf és 7 =T ponthalmaz esetében meghatarozza G —'T" komponenseit, megszamol-
ja paratlan pontszamuakat és ezt a szamot Osszehasonlitja |T'|-vel. Amennyiben 7'
elemszama kisebb a paratlan pontszamu komponensek szaménal a gép ELFOGAD
allapotba keriil (a komplementer nyelvhez definialjuk a gépet; az elfogadés azt jelen-
ti, hogy a komplementer nyelv eleme, azaz nincs benne teljes parositas). Valoban T
bizonyitja ezt: G —T minden paratlan pontszami komponensében lesz olyan cstcs,
ami a komponensen beliilr6l nem kaphat part (nyilvanvalo szamelméleti okok miatt).
Ezek a csticsok csak T-beli parral rendelkezhetnek. A teljes parositashoz azonban
nincs elég csics T-ben. Gépiink minden méas esetben NEM-STIMMEL é&llapotba
keriil. A gép polinomiélis megvalésithatosaganak igazolasa az olvasé feladata. Az
algoritmus korrektsége (G-ben akkor és csak akkor nincs teljes parositas, ha alkalmas
T tant ezt bizonyitja) éppen Tutte-tételének allitasa. Igy kapjuk a kovetkezot

TELJESPAROSITASTESZTELES € coNP.

Az Edmonds-algoritmus Turing-gép megvalositasa egy polinomialis algoritmus.
Ez (az igen Osszetett) algoritmus az el6z6 két eredménynél erésebb allitashoz vezet:

TELJESPAROSITASTESZTELES € P.

Példa. ELERHETOSEG: Adott G egyszerd iranyitott graf és s, t két csiicsa. Dont-
siik el, hogy van-e iranyitott st séta G-ben.

Természetesen az (é, s,t) inputot kédolnunk kell. ELERHETOSEG azon kodok
halmaz, amelyek graf komponense tartalmaz st sétét.

A kodolasra az alabbiak leirunk egy példat: Legyen v = |V|. Az v szam leira-
saval kezdjiik a kodunkat. A kod olvasojaval ezzel azt is kozoljiik, hogy a csticsokat
[log, v] hosszt 0-1 kodokkal kodoljuk. A csticskodok ezen binaris sorozatok koziil a
lexikografikus sorrendben az els6 v darab. Azaz az utolsé csticskod v—1 binaris szam-

rendszerben felirt alakja. Ha v = 13, akkor a csticskodok hossza 4. A cstcskodok hal-
maza: 0000, 0001, 0010, 0011, 0100, 0101, 0110, 0111, 1000, 1001, 1010, 1011, 1100.
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A kezdeti cstcsszam utan egy ; kovetkezik, majd a cstcsok felsorolva (kodjukkal),
mindegyik utan :-ot kovetve a kiszomszédok felsorolésa lexikografikus sorrendben
kel elvalasztva és ;-vel lezarva (kivéve az utolsd cstcs sorozatat, amit .-tal zarunk
le). Egy példa egy graf kodolasara: 13; 0000 : 0010,0101; 0001 : 0000, 1000, 1100;
0010 : 0000,1001,1011; 0011 :; 0100 :; 0101 : 0011,0100; 0110 : 1100; 0111 :;
1000 : 0111, 11005 1001 : 0000, 0001, 0010,0011; 1010 : 0000, 0011,0100; 1011 : 1010;
1100 : 0000, 1001. A kod hossza konnyen becsiilhets: legalabb vlog, v és legfeljebb
(v?2 + 1)(logyv + 1). Az inputméret polinomjaval valo becsiilhetéség ekvivalens v
polinomjaval valé becsiilhetGséggel. Az inputméret logaritmusanak szamszorosaval
val6 becsiilhetGség ekvivalens v logaritmuséanak szémszorosaval valo becstilhetGség-
gel. Igy (egy kissé nagyvonaltian) azt is mondhatjuk, hogy az input méretét v, a
csicsszam adja meg.

Az algoritmus, amit adunk, az egy nemdeterminisztikus algoritmus lesz. Azt is
mondhatnank, hogy egy eltévedt sétalo algoritmusa a G grafban. A sétélas folyaman
azt nézziik, hogy t-ben vagyunk-e, illetve szamoljuk, hany lépést tettiink eddig meg.
Ha elértiik ¢-t, akkor ELFOGAD éallapottal leallunk. Ha nem értiik el t-t, akkor
megnézziik, hogy tettiink-e v 1épést. Ha igen, akkor NEM-STIMMEL allapottal
leallunk. Ha még nem tettiink ennyi 1épést, akkor nemdeterminisztikus lépésekkel
felirunk egy cstcsot. Ellendrizziik, hogy az el6z6 csiicsbol ide 1éphetiink-e egy élen
keresztiil. Ha nem, akkor ismét NEM-STIMMEL allapotba jutunk. Ha igen, akkor
az el6z6 csucsot toroljiik (1). Persze a torolt cstucs helyét a séta késébbi részére
fenntartjuk. Igy elérjiik, hogy a tarban a futds minden pillanataban legfeljebb két
cstcs van és egy szamlalo, ami értéke legfeljebb v. A sziikséges téarigény O(logv).
Igy kaptuk, hogy

ELERHETOSEG € N L.

Példa. Ismét az ELERHETOSEG nyelvet vizsgaljuk. Egy tjabb algoritmust adunk,
aminek tarfelhasznalasa lesz nagyon takarékos:

St-ELERHETOSEG € U,enSPACE (arlog n) = SPACE (log n).

Ezt a kovetkezd rekurziv algoritmus bizonyitja.

Savitch-algoritmus:
KORLATOZOTT-Q-ELERHETOSEG(x, vy, 2°):
// Adott x és y csticsok esetén teszteli, hogy van-e koztiik legfeljebb 2¢ lépéses
// séta. A sétara gondolhatunk ugy, mint egy ,lusta” séta. Minden lépésnél
// két lehetGséglink van: vagy egy szomszédba mozgunk, vagy maradunk.
// Lusta sétanal feltehetjiik, hogy a hossz pontosan 2°.
Ha ¢ = 0, akkor teszteljiik, hogy x = y vagy ﬁ egy él. Ha a teszt sikeriil, akkor
ELFOGAD allapottal, kiilonben ELVET allapottal leallunk.
Ha ¢ > 0, akkor
Osszes k € V esetén
// k alusta séta kozépsd pontja, azaz x-bdl k-ba 27! lusta 1épés vezet és k-bol
// y-ba is 27! lusta lépés vezet. Az Osszes lehetdséget végigprobaljuk.
(1) KORLATOZOTT-st-ELERHETOSEG (, k, 2¢°1)
ha NEM, akkor kovetkezs k és vissza (1)-hez
ha NEM, és nincs kovetkezs k& (V' kimeriilt) akkor ELVET.
ha IGEN, akkor
(2) KORLATOZOTT-ELERHETOSEG (k,y, 2 1)
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ha IGEN, akkor ELFOGAD éallapot és leall

ha NEM, akkor kovetkezs k és vissza (1)-hez

ha NEM, és nincs kovetkezs k& (V' kimertilt) akkor vissza (1)
NEM é&gara.

A fenti algoritmus ¢ = [|V(G)|] paraméterrel futtatva megoldja az elérhetséget.
Az algoritmust Savitch Turing-gépen implementalta tar-takarékos modon.

4. Tétel (Savitch-tétel). A fenti rekurziv algoritmus Turing-gépen megualdsithatd
ugy, hogy minden konfigurdcidban a munkaszalagon legfeljebb £ (a rekurzic mélysége
sok) darab szakaszt irunk, ahol egy szakasz hossza O(log |V'|) (véges sok csics tdro-
lasdra alkalmas hely).

A pontos megvalositashoz/implementaciohoz csak otleteket adunk:

A rekurzidban felmeriils kérdéseket struktirdjat egy faval reprezentalhatjuk. A
fa gyokere az ELERHETOSEG probléma, azaz az, hogy van-e 2 hosszt lusta sé-
ta? Minden p=(u-bol v-be vezet-e 2¢ hosszt lusta séta) probléma két részfeladatra
bomlik: Egy kozépss w csticsra ppy(w)= (vezet-e u-bol w-be 271 hosszi lusta sé-
ta), illetve pjop(w)= (vezet-e w-bol v-be 2! hosszii lusta séta) a p probléma két
részfeladata. A két feladat egymas testvére.

Egy 1j p problémanak (ha ¢ # 0) — amennyiben jeloltiink van egy w kozépso
csticsra — két gyerek-probléméja lesz. Ha mindkett6t igenlGen eldontottiik, akkor
tudjuk, hogy p is igaz. Ha valamelyikre nemleges a valasz, akkor a w rossz kozépsé
csues p-re. A V cstcshalmaz elemeit felsoroljuk, a leheséges kozépsé csticsok eszerint
a sorrend szerint kovetkeznek. Az aktudlis w-nél elGszor a bal-gyerek keriil a mun-
kaszalgra. Eleinte a munkaszalag tartalmaz csak béviil amig fankban egy levélhez
nem jutunk.

A levélnek megfelels probléma konnyen ellendrizhets (akar plusz munkaszalag-i-
gény nélkiil, csak az input olvasasaval).

e Ha a bal-gyerek probléméja IGENIGen dél el, akkor a jobb-gyerek feladataval
feliilirjuk.

e Ha a bal-gyerek problémaja NEMlegesen dél el, akkor w rossz jelolt volt. A
feladatot toroljiik a munkaszalagrol és az apafeladattal foglalkozunk.

— A kovetkezs w-re tériink at, azt mondjuk w-t léptetjik. A tovabbiakat a
fenteik alapjan folytatjuk.

— Ha nincs rakévetkezd w (azt monjuk a megfelels kozépsé csucs kimeriilt),
akkor tudjuk, hogy p-re/az apafeladatra NEMleges a valasz. Toroljiik a
munkaszalagrol és a tovabbiakat a fenteik alapjan folytatjuk.

e Ha a jobb-gyerek problémaja IGENIGen dél el, tudjuk, hogy p-re/az apafel-
adatra IGENIS a véalasz. Toroljiik a munkaszalagrol és a tovabbiakat a fenteik
alapjan folytatjuk.

e Ha a jobb-gyerek problémaja NEMlegesen dél el, akkor w rossz jelolt volt. A
feladatot toroljiik a munkaszalagrol és az apafeladattal foglalkozunk, ugyantgy
mint fentebb.
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A munkaszalag tartalmaznak szervezése/feliilirdsdnak szabélyai (idegen szoval
update-szabaly) megkoveteli, hogy minden probléméanél tudjuk, hogy & bal vagy
jobb gyerek. Ezt érdemes a probléma leirasaba befoglalni (habéar az apaproblémaval
Osszevetve ez ki is olvashato a tomorebb kodolasbol). A fenti update-szabalyoknak
van egy szokasos értelmezése/interpretécioja: A problémakat egy veremben taroljuk.
A verem sz6 azért jogos, mert csak a verem tetején lévs feladatot latjuk, amit
olvashatunk, kivehetiink a verembdl, vagy rapakolhatunk. Fent éppen egy ilyen
verem kezelési utmutatojat irtuk le. A verem tartalma (ez lesz amunkaszalagon)
mindig egy gyokérbsl induléd ut csicsai. Ahogy a gyokérbdl indulva végigmegytink
az Uton, a veremben névekvé magassdgban lesznek a feladatok. A verem tetején
1év6 probléma az it végén 1éve csiicsnak felel meg.

Ha V elemei 0-1 sorozatokkal van kodolva (O(log |V'|) hossziakkal) és a sorozata-
ink kodjainak lexikografikus rendezésében az elsé |V'| darabot vessziik csicskodnak,
akkor a LEPTETES lépés lehet eggyel valo novelés, a KIMERULES tesztelése pedig
az utolsd csucs kodjanak és a legnagyobb kodnak az Gsszehasonlitasabol adodik. A
leallési szabalyok: Ha a gyokér-feladatot igenlGen valaszoljuk meg, akkor gépiink
ELFOGAD allapottal megall. Ha a gyokér-feladat kozéps6 w csicsa kimertil, akkor
a gépiink ELVET allapottal megall. A konstrualt gép nyilvan az ELERHETOSEG
nyelvet fogadja el.

Az atmeneti fiiggvény leirasat (a munka-abécé, allapothalmaz valasztasat bele-
értve), azaz a technikai részletek kidolgozasat nem végezziik el. A programozéasban
jartas hallgato elvégezheti. Konnyen ellenérizhets, hogy a munkaszalag tartalma
legfeljebb ¢ probléma leirasa, amelyek mindegyike két cstcs kodja, egy k& < ¢ para-
méter, és egy bit (apjanak — amennyiben nem a gyokér — bal vagy jobb gyereke).
A teljes tarigény O(¢ -logn) = O(log®n).
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z
s és t kozott vezet-e 8 hosszu lusta Gt?
Wg
s és wy kozott vezet-e wy és t kozott vezet-e
4 hosszU lusta Gt? 4 hosszu lusta Gt?
W2 We
s és wo kozott | | wés wy kozott w4és We kozott V\bés t kozott
vezet-e 2 vezet-e 2 vezet-e 2 vezet-e 2
hosszu lusta hosszU lusta hosszU lusta hosszu lusta
at? at? at? at?
wy w3 Wg W7
S, W Wy, Wy | [Wo,ws | lwgwg | [wywg | W6,We | [Wgwy | W7t
kozott | [kozott | |kOzott | |kozott| |kozott | |kozott | [kozott | [kozott
lusta lusta lusta lusta lusta lusta lusta lusta
|épés?| |lépés?| |1épés? | [1épés?| [1épés? | [Iépés?| [Iépés? | |lépés?
1. dbra. Az abran |V| = 8 esetén latjuk, hogy elfogad6 futés esetén milyen rész-

feladatokat kell megoldani/ellendrizni. A részfeladatok egy gyokeres binéris faban
foglalhatok Gssze. A munkaszalag tartalma mindig egy feladat (cstucs a faban) a
gyokérhez vezetett uttal egyiitt. Egy példat kiemeltiink sotétitéssel.
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