Algoritmuselmélet és bonyolultsagelmélet MSc hallgaték szamara
Bonyolultsagi nyelvosztalyok

2017. Elsadé: Hajnal Péter

1. Bonyolultsagi mértékek
Most definiéljuk egy algoritmus/Turing-gép idGigényét és tarigényét.

Definicié. Egy T Turing-gép iddigénye egy w inputon ¢ := TIME(w,T), ha futasa
{ki}i_o, vagyis az (-edik konfigurdcioban keriil el6szor STOP allapotba, illetve oo, ha
futasa végtelen (nem éri el a STOP é&llapotot). Természtesen dontési feladatokra spe-
cializalt Turing-gépek esetén is hasznélni fogjuk ezt a fogalmat, de a STOP szerepét
ELFOGAD/ELVET veszi at.

Definicié. Egy T' Turing-gép tdrigénye egy w inputon s := SPACE(w,T), ha futasa
soran a munkaszem /kéz alatti mez6 legnagyobb indexe s, illetve oo, ha a munka-
szem /kéz tetsz6leges messze elmozdul a munkaszalag baloldali hatératol.

Mivel a Turing-gép legfeljebb annyi mez&t latogathat meg a munkaszalagon, amennyit
mozog, ezért ezen jellemzdk kozott fennall a nyilvanvalo

SPACE(w,T) < TIME(w,T)

Osszefiiggés. A futés id6- és tarigényét nyilvan az input hosszatol valo fiiggése alapjan
itélhetjiik meg. A kovetkezd definicioval ezen fiiggést tudjuk kifejezni.

Definicié. Legyen t: N — R egy tetszbleges fiiggvény. Azt mondjuk, egy T Turing-
gép eleme a TIME(t(n)) halmaznak, ha minden w € X* esetén

TIME(w,T) < t(|w]).

Definicié. Legyen s: N — R egy tetszoleges fliggvény. Azt mondjuk, egy T' Turing-
gép eleme a SPACE(s(n)) halmaznak, ha minden w € ¥* esetén

SPACE(w,T) < s(|wl|).
Természetesen ezek az osztélyok nyelvosztalyokkként is megfogalmazhatok:

Definicié. Legyen t: N — R egy tetszbleges fliggvény. Azt mondjuk, hogy egy L
nyelv eleme a TZME(t(n)) halmaznak, ha létezik olyan T Turing-gép, amely

(i) eldonti L-et, és
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(4) T € TIME(t(n)), azaz TIME(w,T) < t(Jw|).
Definicié. Legyen s: N — R egy tetsz6leges fiiggvény. Azt mondjuk, hogy egy L
nyelv eleme a SPACE(s(n)) halmaznak, ha létezik olyan T' Turing-gép, amely

(i) eldonti L-et, és

(i) T € SPACE(s(n)), azaz SPACE(w,T) < s(|w]).

2. Bonyolultsagi nyelvosztalyok

Az imént bevezetett TZME(t(n))/SPACE(s(n)) jeloléseknél hasznosabbak azok az
osztéalyok ahol az idé, illetve tar korlatozast nem egy fiiggvénnyel, hanem egy ,,nagysagrenddel”
irjuk el6.
Definicié. o Polinomidlis idében eldonthetd nyelvek:
P= |J TIME(p(n)) = | ) TIME(an” + a).
PpER(z] aeN

A masodik uniés alak csupan egy specidlis polinom sorozatra ritkitja ki az elsé
uniot. A speciélis polinom sorozat tudja, hogy barmely p € R[z]| polinomhoz létezik
olyan a € N természetes szam, melyre p(n) < an® + a, ahol n € N. Ezért a két unio
egyenlGsége nyilvanvald. A két unio csak két alternetiva a megfogalmazasra, nem
része a definicidnak.

o Exponencidlis iddben eldonthetd nyelvek:
EXP = TIME@R™ ).
aeN

o Polinomudlis tarral eldonthetd nyelvek:

PSPACE := | ] SPACE(an” + a).

aeN

o Exponencidlis tarral eldonthetd nyelvek:

EXPSPACE := | | SPACE2™ ).

a€eN
o Logaritmikus tdarral eldonthetd nyelvek:
L:=|JSPACE(alogn),
aeN

itt megjegyezziik, hogy logn az n = 0 esetben nyilvan nem értelmezhets, azonban
ettSl az elfajuld (nulla hosszusagi input) esettdl eltekintiink. Tovabba £ miatt sziik-
séges az inputszalag és a munkaszalag elkiilonitése is, mert maskiilonben nehéz lenne
a logaritmikus tarat mérni/kimutatni.
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Konnyen belathato, hogy a nyelvosztalyok koézott az aldbbi tartalmazéasok telje-
siilnek:

L C PSPACE C EXPSPACE C D C 8§ C P(X¥)
Ul Ul

P C  EXP

Természetesen tovabbi kapcsolatok is vannak, ezekrsl a késébbiek soran esik szo.
Nyelvosztalyokbol is jelentGsen tobb l1étezik, mint amit itt megadtunk, a részletekért
lasd a Qwiki oldalat: http://qwiki.stanford.edu/index.php/Complexity Zoo.

3. Tovabbi tartalmazasok
Célunk, hogy belassuk:
LCPCPSPACE C EXP C EXPSPACE CDCSCP(T.

A fenti tartalmazasok jé része nyilvanvalo. A teljes tartalmazas sorozat a kovet-
kez6 lemmabol nyilvanvalo.

1. Lemma.
SPACE(5(n)) C Upen TIME (¢5MHloe(nt1))

Bizonyitas. Legyen L € SPACE(s(n)). Ekkor megadhato olyan T Turing-gép,
amely eldonti L-et (specidlisan minden w € L-en megall), és a tarigénye legfeljebb
s(n).

A fenti bekezdés egy karakterisztikus bizonyitas kezdés lesz. A tovabbiakban ezt
L epr SPACE(s(n)) jeloléssel roviditjiik.

Legyen ro(w) — ki(w) — Ka(w) — ... = Ke(w) a futds w-n. Azaz ez egy ¢ > 1
hossz1, véges konfiguraciosorozat, ahol az els6 konfiguracio (ko(w)) a kiindul6 konfigu-
racio (ebben az allapot START) és az utolso allapot (k¢(w)) az elss olyan konfigutacio
a futés soran, amelyben az allapot ELFOGAD/ELVET.

Konnyt latni, hogy a futas soran nem ismétlédhet konfiguracio, azaz ¢ # j esetén
ki # kj teljesiil. Valoban minden konfiguracié egyértelmtien meghatarozza a rakovet-
kezGt, igy ismétlgdés egy végtelen, periodikus konfiguraciésorozathoz vezetne.

Hényféle konfiguracié léphet fel a fenti sorozatban rogzitett w esetén? Legyen
lw| = n. Egy felsd becslés a kérdésre adando valaszra (ar, fr konstansok T-t6l
fiiggnek):

(TL + 2) . (S(TL) + 1)k . |F|ks(n)) . |S| < aT(n + 1)0_/;(”) < B;;(n)-i-log(n-i—l)7
hiszen az input szem helyzete n + 2-féle, mind a k£ munkaszalag felett: a munka szem

helyzete s(n) + 1-féle, a munkaszalag tartalma (|T'| 4 1)*(™-féle (az s(n)-nél nagyobb
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indext munka-mezdk sziikségszertien az érintetlen karaktert tartalmazzék), tovabba
az allapot |S|-féle lehet.

Osszefoglalva: Ha a futéasi id6 B -nél hosszabb lenne, akkor a futas soran
a konfiguraciok ismétlédnének, igy a futas végtelen lenne.

Tudjuk, hogy nincs igy. Tehat kaptuk, hogy T idGigénye automatikusan megfelel
az észrevételben szereplSkkel. Azaz a kezdeti T' igazolja az allitést. |

n))+logn

4. Robusztussag

A kiszamithatosagnal/eldonthet&ségnél mar szo volt arrdl, hogy ezek a fogalamak a
got tartalmaznak, amik bizonyos szemszogbdl hasznosak. Az aprosdgokban azonban
nem remélhatd egységesitsés. Sokan sokféleképpen irhatjak le a sz’amukra legszim-
patikusabb valtozatat a Turing-gép fogalmanak. Ezek a valtozatok sokfélék lehetnek.
Ennek ellenére nem hatnak ki a kiszamithatosag/eldonthetdség fogalmara.

Hasonl6 megjegyzés igaz a fent bevezetett nagysagrendi korlatokkal definialt nyelv-
osztalyokra. P a polinom id6ben eldonthetd nyelvek osztélya ugyanaz marad, ha nem
k, az inputtol elkiilonitett jobbra végtelen munkaszalaggal dolgozunk, ahova nem en-
gedjik meg az ,érintetlen” karakter irdsat. P egy robusztus nyelvosztaly.

Joval nagyobb probléméat okozna, ha definialnank a LZNEAR = {L(T) : T €
UsenTime(an + a)} nyelvosztalyt. Ez a nyelvosztaly mar nem annyira robusztus.
Ha ilyennel talalkoznank, akkor nagyon részletesen értsiik meg mely eldonthetGség
definiaciora alapul az id6korlat. Hasonl6an komoly technikai problémakat vetne fel
az € := {L(T) : T € UyenTime(a""*)} nyelvosztaly.

Korabbi definiciéink nem voltak véletlenek. A fenti két példaval csak azok dolgoz-
zanak, akik a bonyolultsagelmélet alapjait mar mélyen megértették és szembesiiltek a
technikai nehézségekkel. A kovetkezd szekeid erre a problémara vilagit ra egy példaval.

5. A PALINDROM nyelv példaja

Definicié. Legyen
PALINDROM = {w = wy,...w, : ahol w; = wy41-;
minden i € {1,2,...,n} esetén}
a palindrom szavak nyelve.

Tehat dontési problémaéaval allunk szemben. Adott egy sz0, el kell donteniink, hogy
elslrsl és hatulrol olvasva ugyanazt olvasuk-e. Igy nem kell outputszalag, ezt az S
allapothalmaznak ELVET és az ELFOGAD eleme helyettesiti.

Két Turing-gépet /algoritmust vazolunk. Ennek soran elmondjuk, hogyan néznek

ki a Turing-géprol készitett pillanatfelvételek és szemezgetiink az allapothalmazbol.
Az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy ¥ = {0,1}.
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1. algoritmus/Turing-gép

Ez egy egyszalagos Turing-gép lesz a T' = {0,1,07, 1"} munkaabécével.

A START allapotbol egyet jobbra lép az input szem /kéz (a szalaghatéarolo jel uta-
ni elsé mezd, az input els karaktere felett lesz). Az tj allapot ELOL-PIPAL lesz: A
karaktert ,,megjegyzi”, feliilirja pipalt valtozataval és megkeresi az utolsé inputkarak-
tert. Ehhez HATUL-TESZT-0, HATUL-TESZT-1 &llapotokat hasznaljuk. Ekkor az
input szem /kéz folyamatosan jobbra mozog. Ez akkor all le, amikor az inputszalagon
az < jel nem olvashato, majd egyet visszalép (ezt a késGbbiekben egy kissé feliilirjuk).
Ekkor megtalalta a karaesett karaktert és teszteli, hogy megegyezik-e az els karakter-
rel: HATUL-TESZT-0-MOST, HATUL-TESZT-1-MOST é&llapotba keriil. Az allapot
bitje az el6lrél hozott ,,emlékezet”. Ha a latott bit nem egyezik a hozott emlékezet-
tel, akkor a gép ELVET allapotba keriil, leall. Ha egyezik, akkor HATUL-PIPAL
allapotba keriil: feliilirja a karaktert a pipalt valtozataval és egyet balra 1ép. Az ol-
vasott karaktertdl fiiggden ELOL-TESZT-0, ELOL-TESZT-1 allapotba keriil: balra
megy, amig el nem ér egy pipalt karaktert és ennek elérésekor visszalép. Ezzel ELOL-
TESZT-0-MOST és ELOL-TESZT-1-MOST allapotok egyikébe keriil, ahol a bit a
,hatulrol hozott emlékezet”. Vagy leallunk, vagy pipalunk és egyet jobbra lépiink. Az
itt latott karakter alapjan HATUL-TESZT-0, HATUL-TESZT-1 allapotok egyikébe
keriiliink. (Az allapothalmaz egy kis memoriat szimulal.) Korédbban azt mondtuk,
hogy ekkor az utolsé input karaktert keressiik meg. Most pontositunk: folyamatosan
jobbra mozog az utolso pipalatlan karakterig. Azaz a mozgas akkor all le, amikor az
inputszalagon az < jel vagy pipalt jel taldlhato, majd egyet visszalép.

A Turing-gép eddigi munkéjahoz kovetkezd allapothalmazt hasznaltuk

S = {START, HATUL-PIPAL, HATUL-TESZT-0, HATUL-TESZT-1,
HATUL-TESZT-0-MOST, HATUL-TESZT-1-MOST, ELOL-PIPAL,
ELOL-TESZT-0, ELOL-TESZT-1, ELOL-TESZT-0-MOST,
ELOL-TESZT-1-MOST, ELFOGAD, ELVET}.

Az elfogado ledllashoz ismét modositunk a korabbi (az altalanos teendéket muta-
t6) leirason: Ha az HATUL-TESZT-0, HATUL-TESZT-1, ELOL-TESZT-0, ELOL-
TESZT-1 &llapotba jutaskor egy pipalt karaktert latunk, akkor a fenti ,,generikus”
utasitas leiras helyett ELFOGAD allapotba keriiliink: Ez a helyzet /konfiguracio azt
jelenti, hogy a bal és jobb pipék ,0sszeértek”, inputunk palindrom sz6. Az adtmeneti
fiiggvény formalizalasat a fenti, meséls leiras” alapjan az érdeklédé hallgatora bizzuk.

Kénnyt latni, hogy minden w inputon a fenti gép futdsa O(|w|?) Ha w egy pa-
lindrom sz0, akkor a fenti 7" gép futasanak hosszat konnyen kiszamithatjuk és ennek
nagysagrendje |w|? lesz.

A konstansokat nem szamoltuk ki. Lényegtelen is, az allapotok szamanak nove-
lésével a futési id6 csokkenthets. Példaul hasznalhatnank a HATUL-TESZT-000,
HATUL-TESZT-001, HATUL-TESZT-010, HATUL-TESZT-011, HATUL-TESZT-
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100, HATUL-TESZT-101, HATUL-TESZT-110, HATUL-TESZT-111 allapotokat in-
put bitek harmasainak egyiittes tesztelésére és kevesebbet kellene ,;ingaznia” a gépnek.

A fenti algoritmus nem hatékony. Az inputnak csak egy példanya all rendelkezésé-
re egy szemnek. Ez kényszeriti ki az ingédzast. Ha van két szalagunk és két szemiink,
akkor hatékonyabbak lehetiink.

2. algoritmus/Turing-gép
A standard modellt hasznaljuk, I' = 3 = {0, 1}, az allapothalmaz legyen

S = {START, MASOLOK, MASOLAS-KESZ, INPUTFEJ-ELORE,
ELOL-VAGYOK, TESZT, ELFOGAD, ELVET}.

Az inputot dtmasoljuk a munkaszalagra. Ennek befejezésével MASOLAS-KESZ
allapotba jutunk.

Ebbél mindkét szem balra egyet 1ép (a munka szem /kéz az atmaéasolt sorozat utolso
karaktere felett lesz), tovabba az INPUTFEJ-ELORE allapotba jut a gép. Ekkor a
munkaszalag felett a szem /kéz mozdulatlan, az inputszalag feletti szem folyamatosan
jobbra mozog. Egész addig, amig a > jelet nem latja (ELOL-VAGYOK allapot).
Innen TESZT &llapotba jut a gép az input szem eggyel jobbra mozgatésa utan (ekkor
az input szem az input els§ karaktere folé keriil, kozben az output szem az atmésolt
input utols6 karaktere felett maradt végig). A TESZT allapotban mindig ellenérzi a
gép, hogy a két szem ugyanazt latja-e. Ha valamikor ez nem teljesiil, akkor ELVET
allapotba jut, kiilonben az input szem egyet jobbra, a munka szem egyet balra mozdul.
Ez addig torténik, amig az input szem az input végét jelzd karaktert nem latja (ekkor
sziikségszert, hogy a munka szem a munkaszalag kezdetét jelzd karakter felett legyen.
Ha ez megtorténik, akkor a gép ELFOGAD allapotba kertil.

A fenti ,,sz0veg” egyszertien megfogalmazhatd az atmeneti fliggvény alkalmas de-

Minden w inputra a futas hossza legfeljebb 3(n + 1) = 3jw| + 3 = O(|w|), ahol
n = |w|, és az O (olvasd ,nagy ordd”) egy fels§ becslést jelol rejtett szorzo és additiv
konstanssal.

Definicié. T Turing-gép iddigénye egy w € ¥* inputon TIME(w;T) = ¢, mely egy
»csonkitott” konfiguraciosorozat hossza (azaz a konfiguraciok végtelen sorozataban
megallunk az elss olyannal, amelyben az allapot a szamités végét jelzi). Ekkor a futés
{ki}_y, azaz az (-edik konfiguracioban keriil el6szor STOP vagy dontési feladatnal
ELFOGAD/ELVET allapotok.

Korabbi megéllapitaunk az 4j jeloléssel kimondva

Minden w € ¥* esetén TIME(w;T) = O(|w|), ahol T a fenti ismertetett, a
PALINDROM nyelvet elfogadd gép.

Ez az eredmény a nagysagrend szempontjabol éles. Pontosabban minden PALIN-
DROM-ot kiszamit6 T' Turing-gépre, van olyan w input, amin T futasa legalabb |w|
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hosszti. Feltéve, hogy 0 € ¥ a 0" (n darab 0 karakter) esetén a gépnek el kell ezt
fogadni, de ezt nem teheti meg az utols6 karakter elovasasa nélkil. Ehhez viszont
legalabb n darab jobbra lépést kell tennie.

A masodik algoritmus fontos eleme volt, hogy kett§ szemet (input és munka)
hasznaljunk, igy ez az egyszalagos modellben nem valésithatd meg.

Az algoritmusok idgigényét is meghataroztjuk:

Eszrevétel. 1. algoritmus (7} Turing-gép) négyzetes rendii: TIME(w,T}) < |wl|?,
2. algoritmus (75 Turing-gép) lineéris futésideji: TIME(w,T5) < 3|w| + 3.

Latjuk, hogy a méasodik algoritmus, amely kisebb futésidej, nem valosithaté meg
az egyszalagos modellen. A kovetkezd tétel szerint, ha egyszalagos modellt hasznalo
algoritmussal akarjuk eldénteni a PALINDROM nyelvet, akkor a négyzetes idGigény
lényegében nem javithato.

2. Tétel. Ha T egy olyan Turing-gép, amely az egyszalagos modellben eldonti a
PALINDROM nyelvet, akkor Vn, Jw € X":

TIME(w,T) > ap|w|?,
valamely ar pozitiv konstansra.
A tétel bizonyitéasahoz sziikségiink lesz néhany 1j fogalomra.
Definicié.
Az inputszalag két szomszédos mezdjének kozos hatarat ajtonak nevezziik. Ha az

inputszalag mez6it tgy képzeljiik el, mint végtelen egymasba nyilé szobasorozatot,
akkor azt mondhatjuk, hogy a fej csak az ajtokon at tud kozlekedni.

a
NAAN A APs

1 2 i i+ N R )

1. abra. Az M; és M, mezbket elvalaszto a ajto.

Tekintsiik egy T" Turing-gép w inputon val6 futasat. Ekkor egy
Ko(w) = K1 — Ko = ... — Ky
konfiguraciosorozatot kapunk, ahol
¢ :=min{n | T allapota k,-ben ELFOGAD vagy ELVET}

az idépont, amelyben eldontjiik, hogy w eleme-e a PALINDROM nyelvnek. Ez az
id6pont biztosan véges, hiszen a PALINDROM nyelv az eldonthets nyelvek osztélyaba
tartozik (ezt igazoljak a kordbban emlitett T7, T, algoritmusok).
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Most vegyiik azokat a k;, x;41 konfiguraciokat, amelyekben az inputszem egyszer
az M;, masszor az M;,; mez6t nézi. Jelolje s; a mezéket elvalaszté a ajton torténd
atlépéskor a Turing-gép allapotat. Ezen s; allapotok sorozatat o(a,w) jeloli. Szem-
léletesen ugy képzelhetjiik a o(a,w) sorozatot, hogy az a ajtoban egy 6r all, amely a
fej minden athaladasakor feljegyzi annak allapotét.

Nyilvanvalo, hogy a o(a,w) sorozatbol kiolvashaté az ajton valo athaladas iranya,
hiszen a fej balrol érkezik, ezért a paratlan sorszamu allapotok a balrél-jobbra(—)
torténd atlépéskor, mig a péaros sorszamu allapotok a jobbrol-balra(«+—) torténd atlé-
péskor keriilnek feljegyzésre.

a

a
Jelolje w | az w input a ajto el6tti (t6le balra talalhato) részét és |w az w input a

ajto utani (téle jobbra talalhato) részét. Ha példaul az a ajté a 6. dbranak megfelelGen

a
helyezkedik el, akkor w| = wy...w; és |w = w;i1...w,. Természetesen a két rész
a a

kiadja a teljes w inputot: w = (w | ) ( | w).

_ a
Eszrevétel. Ha ismerjiik az w | inputrészletet és a o(a, w) allapotsorozatot, akkor meg

tudjuk mondani, hogy a Turing-gép ,hogyan miikodik”, amikor a szem az a ajto el6tti
mezket pasztazza. Azt nem tudhatjuk, hogy a szem meddig volt a jobb oldalan, de
amint atlépi az ajtot (és amig a bal oldalon marad) képesek vagyunk 7" futasat leirni.

Természetesen ugyanez elmondhato az |w darabra is; ekkor az ajté jobb oldalan
ismerjiik T" 1épéseit. Az aldbbi animécié illusztralja az inputszem mozgésat és az ajto
a a

elvalaszto szerepét. A megfigyelt mezdk pirosak, ha w| elemei és kékek, ha az |w
részei. A o(a,w) allapotsorozat a szinvaltasok el6tti allapotokbdl tevédik Gssze.

a

> g -
KI<I[QD][>]>] (=[] +

3. Kovetkezmény. Legyenek w,w' € X" tetszdleges inputok és a eqy ajto. Teqyiik
fel, hogy o(a,w) = o(a,w') és a T Turing-gép futdsinak eredménye megegyezik a két
inputon. Ekkor az w = (w ] |w’) mputon 1s ugyanazt szamolja ki T. Valojaban
ennél tobbet is mondhatunk, hiszen az ajton torténd dthaladdsok szamdtol fiigg, hogy
melyik inputon (w-n vagy w'-n) fejezddik be a futds.
Definicié. Tegyiik fel, hogy 3 | n. Legyen

Iy :={a03% : « € ©5} C PALINDROM N X"

Tehét Iy azon n hosszi palindrom szavakbol all; amelyekben egy n/3 hosszu sz6 és
forditottja n/3 nullat fog kozre.
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Megjegyzés. Mivel egy a0 & € I elemet egyértelmten meghataroz az a sz, ezért
[To| = [E]5 = {0, 1}]5 = 2.

4. Kovetkezmény. Legyenek w, W' € Iy kiilonbozd szavak és a egy kizépsd ajto (azaz
valamelyik a kézépsd n/3 nulldt elvdlasztd ajtd kozil). Ekkor o(a,w) # o(a,w’).

Bizonyitas. Indirekt modon tegyiik fel, hogy o(a,w) = o(a,w’). Ekkor az el6z6
kovetkezmény alapjan, ha mindkét inputon ELFOGAD allapottal all le a Turing-gép,

~ “N\ /¢ né . . . .~
akkor az w = <w| |w') = a03 o inputot is elfogadja, vagyis w € Iy. Azonban

w # W, igy a # «, amibsl W ¢ [ kovetkezik. Ez az ellentmondas igazolja az
allitast. |

Eszrevétel. Ha feltételezziik, hogy |¥| > 2 és | S| > 3, akkor a ¢-nél révidebb allapot-
sorozatok szamara az

SI" =1

L+ |S|+---+ |5t =
IS+ 181 = ey

<|S)F-1< |9/

felsG becslés adhato.

5. Kévetkezmény. Ha |Iy| = |S|5 > |S[t, akkor 3w € Iy, hogy o(a,w) hossza
legaldbb t, ahol a eqy kozépsd ajto.

Bizonyitas. Indirekt modon tegyiik fel, hogy nincs ilyen w. Ekkor barmely w € I
és a kozépss ajto esetén o(a,w) hossza kisebb, mint ¢. Ez |I;| > |S|* allapotsorozatot
jelent. Azonban a t-nél révidebb allapotsorozatok szamara adott becslés alapjéan,
mint |lp| < |S|". Ez ellentmondas, tehat az allitasban szerepld w input létezik. [

Megjegyzés. Az elsbbi kovetkezménybdl az is leolvashato, hogy |Io| = [X|5 > |S|
esetén t ~ B - n.

6. Kovetkezmény. Ha |Io| > 2|S|*, akkor létezik legaldbb |Iy|/2 olyan szé Iy-ban,
amelyre |o(a,w)| >t és mindegyik kilonbozd dllapotsorozatot ad, amikor kiszamitjuk.
Ezek halmazadt jelolje Iy. Tehdt

L ={wel:|o(a,w)| >t} C .
Az elébbi megjegyzés alapjin t ~ yr - n, alkalmas yr konstansra.

Ezek utén térjiink ra az 1. Tétel bizonyitasara

Bizonyitas. Azok az id6pontok nyilvian nem relevansak, amikor a fej nem mozdul,
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ezért az alabbi alsé becslés adhato

Z TIME(w,T) > Z Z |{t : t id6pillanatban a fej atlép a-n}|

wely welpa kijgépsc’i
ajtéo

az Osszegben megjelend halmaz szamossaga o(a,w) definicioja alapjan |o(a,w)|,

:Z Z lo(a,w)| = Z Z|a(a,w)]

welp a k6zépss a k6zéps6 wely
ajto ajto

ahol kettds Osszegben a szokasos sorrendcsere tortént. Az 5. Kévetkezmény alapjan

> 3 3 t= 3 nlt= Y @-t

a k6zéps6 wely a kozépsé a kozépss
ajto ajto ajto

mivel a kozépss ajtok szama n/3, ezért ez

_n bl o

2
I
39 o 7 Il

ahonnan |Iy|-val valo osztas utan

— 5" TIME(w,T) > %T 2

adodik. Tehét azt kaptuk, hogy az atlagos futasidd négyzetesen fiigg az input hossza-
tol. A ~7 konstans fligg a Turing-géptdl, ezaltal értéke csokkenthets, de a négyzetes
jelleg megmarad. |
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