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1. Alapfogalmak

Az eddig vizsgalt algoritmusok analizise a legrosszabb eset analizisén alapultak.
Egy inputon futtattuk és az input hosszédnak/méretének fliggvényében egy korlatot
adtunk a futési iddre.

Sokszor egy algoritmus Osszetett mitveleteket ismétel sokszor. Ha csak egy
Osszetett mtvelet legrosszabb eset analizisét végezziik el és ezt megszorozzuk a
miivelet elvégzésének szdmaéaval, akkor ,rosszul jarhatunk” Jobb, ha a mivelet
atlagos lépésszamaval dolgozunk. Ha az algoritmus sokszor végrehajt egy mitiveletet,
akkor nem zavar6 ha egyszer sok lépést végez el, mig méskor 1ényegesen kevesebbet.
A teljes algoritmus futéasi ideje az atlagos lépésszamtol fiigg.

Ha a fenti ,filozdfia” szerint elemziink egy ismételt miiveletet, akkor amortizalt
analizisrél beszéliink. A fogalmat legjobban példakon keresztiil megismerni.

2. Példak

1. példa: Adott az 0" = (0,0,...,0) n-hosszu bitsorozat. Vehetjiik ugy is mint
a 0 szam kettes szamrendszerbeli felirdsanak szamjegyei. 2™ — 1-szer noveljiik meg
a bitsorozat altal kodolt természetes szamot 1-gyel és a megndvelt szam n hosszu
(esetleges kezdeti 0-kkal felduzzasztott) kettes szamrendszerbeli felirasat szamoljuk
ki. Minden novelés koltsége az el6z6 sorozathoz képest megvaltoztatott bitek szama
lesz. Mi a teljes algoritmus 6sszkoltsége?

A feladat nem til érdekes, de elemzése tanulsagos lesz. Ha sorozatunk 017! =
011...11, akkor névelése utan elérjiik az 10"~1 = 100. .. 00 sorozatot, Ennek koltsége
n, a lehets legnagyobb koltség. Igy a 2% — 1 novelés Osszekoltsége becsiilthets
(2" — 1)n-nel.

Gondolkodjunk méasképp. Tegyiik fel, hogy egy szdmjegy megvéltoztatasahoz
valojaban ki kell fizetniink 1 $-t. Ha a legrosszabb esetre késziilnénk fel, akkor
n $-t kell magunkkal vinniink egy noveléshez. Ha azonban jo gazdasagi érzékkel
rendelkeziink, akkor 2 $-ral boldogulunk. Az egyik $-unk ,,0-r6l 1-re iras” koltsége, a
méasik $-unk ,,1-r6l O-ra iras” koltsége. Ha egy egy 0-t 1-esre frunk at, akkor a hozott
2 $ egyikével ki tudjuk fizetni és az atirt 1-esnek ott tudjuk hagyni a méasodik $-t
mind leendé atirasi koltséget.

Mi van, ha az atirds nem csak az utolsdé 0 megvaltoztatasa 1-re. Akkor sincs
baj. A fenti gondolatmenet alapjan szamjegysorozatunk minden 1-ese a leends 0-ra
irdsanak koltségét ,letétben tartja”’. Az altlanos ,update” a szamjegyek egy végss
1-blokkjanak 0-kkal valo feliilirasa és az el6tte allo 0-s 1-esé frasa. Az l-esek O-ra
irasanak koltsége ott van letétben, végiil a blokk elétti 0 atirdsat a hozot 2 $-bol
fedezzik, a maradék 1 $-t letétként hagyjuk az 1j l-es szamjegynél. Igy a 2" —1
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mivelethez 2(2" — 1) $-ra van sziikségiink. Ez fedezi az Osszes koltséget. S6t az
algoritmus végén ott van 1" = 11...11 szadm mindegyik 1-esén 1 $ letét. Tehat a
szamolasi koltség pontosan 2(2" — 1) — n.

Osszefoglalva. Minden névelést 2 koltséggel szamoltunk el. Tettiik ez annak
ellenére, hogy minden mésodik novelésiink 1 koltségt volt. Ezekben a novelésekben
a koltség felhasznalasa az atirasért valo fizetés és letét képzése. Altalaban a korabbi
letétekkel és a hozott 2 koltséggel gazdalkodtunk (fizettiink atirasainkért és jabb
letéteteket képeztiink). A névelés amortizdcios kéltsége 2. A fenti interpretéciot a
bankdr értelmezésének nevezzik.

Van egy maésik értelmezés is, a fizikus értelmezése: Az aktualis szam 1-eseinek
szamat egy potencialnak fogjuk fel. Tehat kezdetben 0 potencialrél indulunk. Minden
lépésben véltoztatjuk a potencialt. Ha a potencialt néveljiik, akkor azért is fizetniink
kell. Ha viszont potenciélt vesztiink, akkor ez fizetési eszkot ad nekiink. 2 koltséggel
boldogulunk. A koltséghdl 1-et a potencial novelésére forditunk, a maéasikbol és
esetleg a meglévs potencidl egy részébdl (a potencial csokkenni fog) fizetjiikk az
atirasi koltséget. Csak a nyelvezet és igy a gondolkodasmod mas, de ugyanazt a
matematikai otletet ,,kodoljuk”.

2. példa: Adott n pont a koordinata-sikon: (z1,v1), (z1,v1), (1,%1)s - -+, (Tn, Yn)
gy, hogy z-koordinataik szigorian monoton névekvéek. Hatarozzuk meg az input
ponthalmaz konvex burkat (mely pontok, milyen korszertien rendezett sorrendben
szerepelnek a konvex borkon). A konvex buroknak lesz egy x koordinatara nézve
minimalis cstucsa és egy maximdlis csticsa. Ez a két cstics a konvex burok kertiletét
két ivre osztja. Ezeket (természetes moédon) a ponthalmazunk fels és also konvex
burkolojanak nevezziik. A két rész ami egyititt (a két extremaélis pont atfedésével)
kiadja a teljes konvex burkot. A két burkol6 szimmetrikus szerepet jatszik. Elegendd
azt targyalnunk, hogyan hatarozhatoé meg a fels6 burkolo. Ezt részletezziik.
Vegyiik az els6 ¢ pont halmazat és tegyiik fel ismerjiik

P, P,

-FZ':E:P17P7; ig,ppi
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fels6 burkolojukat (¢ jeloli a felsd burkold csicsainak szaméat). Szurjuk be a Py
pontot ebbe a fels§ burkoloba. Ezt a beszurast ismételgetjiik az algoritmus soréan.
A beszuras nyilvanvalo: Az j felsd burkolo az el6z6 felsd burkolo egy kezdGszelete
lesz. Ez a kezd@szelet U = P, -ban végzddik, majd jon a P4 cstics. Tehat az 4j
fels6 burkolo:
F,:E=P, P

27Pisa"'7Pik,17U = Pl'k7Pi+1'

Az U pont tgy azonosithatod, hogy a régi fels§ burkold egyetlen U csiics teljesiti a

m(P,

k-1

Pi-‘,—l) > m(UPZ-H) < m(PikHPi-i-l)

feltételt, ahol m(AB) az A és B pontok altal meghatérozott egyenes meredeksége.
A beszurasra/U = P, megtaldlasara tobb lehet&ségiink van.

I) Példaul tippelhetiink egy P, csticsra (az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy
1 < j < (). Harom lehetGségiink van:

(a) m(F,

ij_l

(b) m(P;;_, Piy1), (P, Piy1) > m(P;Piy1). Ekkor a keresett U indexe (mint
indexelt P) nagyobb mint j.

Piy1) > m(P;jPiy1) > m(Pi,,, Piy1). Ekkor eltalaltuk a korrekt U-t.
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(c) m(P;,_, Piy1),m(P;,,, Piy1) > m(P;P;y1). Ekkor a keresett U indexe (mint

indexelt P) kisebb mint j.

Erre alapitva egy binaris keresést végezhetiink. O(logl) = O(logi) kérdéssel
megtalaljuk a keresett P;-t. Minden , kérdés” koltsége O(1) aritmetikai és 6sszehasonlitési
lépés. Tehat a besziras koltsége O(logi). A teljes koltség O(log1 + log2 + ... +
log(n — 1)) = O(nlogn).

IT) Egy sokkal naivabb probalkozés, hogy teszteljiik P;, cstcsot. Ha ez nem jo
U szerepére, akkor teszteljiik a F;, , csticsot. Ha ez nem jo U szerepére, akkor
teszteljiik a P, , csicsot. Es igy tovabb. Taldn meglepd, de ez az el6zénél jobb
algoritmust ad. Mi ennek az oka? Ezt az amortizalt analizis valaszolja meg.

Az U = P;, cstcs megtalasa utén a P, B, ., ..., P, = P; cstcsok kiesnek
a fels§ burkol6bol. S&t, soha nem is keriilhetnek vissza. Azaz a naiv algoritmus
minden sikertelen tesztje egy cstcs kiesésével jar. Legyen ¢ = O(1) a koltsége egy
tesztnek. A P, cstucs beszurasat 2c amortizacios koltséggel szamoljuk el. Ebbdl ¢
egy ,,bekertilési koltség”. Fzt akkor fizetjiik ki az aktualis tesztre, amikor megtalaljuk
az U csucsot. A masik ¢ koltség a bekeriilt Py, csics ,kikeriilési koltsége”, amit
letétbe helyezziik a csticsnal. Ezt akkor fizetjiik ki (amennyiben P;; nincs a fels
burkolé csicsai kozott), amikor egy késébbi pont teszteli 6t sikerteleniil. Tehat
minden sikertelen tesztet egy korabbi cstcs letéti 6sszegébdl fizetiink. Az amortizacio
koltség 2¢ = O(1). A teljes koltseg O(n).

3. példa: Dinic-algoritmus. Adott egy 8 irdnyitott graf két kitiintetett cstuccsal:
s és t. A gréaf rendelkezik a kovetkez6 tulajdonsiggal:

(D) minden éle rajta van egy legrovidebb st tton.

Az algoritmus soréan rendre egy e élt kapunk az aktualis grafbol, amit elhagyunk,
majd a graf tovabbi ritkitasat végezziik el (ha sziikséges), hogy a (D) tulajdonséag
tovabbra is fennéljon. Az éleket addig kapjuk, amig grafunk ki nem iriil.

Az els6 naiv gondolat: |E| sok élt kaphatunk torlésre, egy torlés hatésa lehet
akkora, hogy O(|E|) koltséggel jar. Lassuk mit ad az amortizacios analizis.

A (D) tulajdonsag miatt grafunk szintezett:

V(G) = SoUSiU. .. USe1US,,

ahol Sy = {s}, S; = {t} és minden él valamely i-re S;-b6l S;1-be vezet.

Legyen e = i) az aktualis torlends él (x € S; ésy € Si11). Az e él elhagyésa
tovabbi ritkitast nem igényel, ha y-ba vezet e-t6l eltérd él is, és x-bdl vezet ki e-t6]
eltérs él is.

Ha x kifoka 1, akkor a korabbi szintek kozt lesz olyan él ami mar nem lesz rajta
st uton. Példaul az 6sszes x-be futo ¢l ilyen, ezeket el kel hagyni. Ha azon cstcsok,
amikbdl vezetett él x-hez 1 kifoktak voltak, akkor tovabbgytiriizik a hatéas visszafelé.

Hasonl6 a hatas, ha y befoka 1. Ekkor az y-bol kifuto élek valnak feleslegessé
(nem lesznek rajta st uton). Torléstiknek lesz tovabbi hatasa: elérefelé (a nagyobb
indexti szintek felé) gytriizhet.

Algoritmusunk a fenti gondolatmenet naiv végrehajtésa: e torlése utan kovetjiik
a torlés hatasat. ElSre és hatra is rendre teszteljuk, hogy a megfelels (lasd fenn)
fok 1 vagy nagyobb. Ha valamelyik fok 1, akkor a torlends élek listajat (ami
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kezdetben egyetlen e élbdl allt) bovitjuk (lasd fenn). Majd tovabb tordlink: az
aktualis torlends élet toroljiik, ennek hatasanak vizsgalataval. Ha a hatas ,lecseng”,
akkor a kovetkezd élt kezeljiik.

Az analizis remélhetSleg mar nem okoz gondot. Egy e él esetén O(1) koltsége
annak, hogy toroljilkk grafunkbol és felismerjiik gytrtizik-e elére vagy hatra az él
elhagyasanak hatasa. Ezt a koltséget e-re haritjuk. Ha az z-be befuto élek (vagy
y-bol kifuto élek) is a torlends élek listajara keriilnek, akkor az ezekkel kapcsolatos
koltségeket mar az aktualis él viseli. Az egész algoritmus O(|E|) lépéssel megvalosithato.

4. példa: Az utols6 példank a Fibonacci-kupacok targyalasa. Ez kiillonosen fontos
volt az amortizaciés analizis fontossaganak felismerésében. Ezt a példat kiilon
targyaljuk.
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