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Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

A szimplexalak: Feltevés |

e Az aldbbiakban mindig feltessziik, hogy LP feladatunk
szimplexalakban van.

Legyen A € R¥*" a szimplexalakban lévé LP matrixa, amelyrdl
feltessziik, hogy sorai linedrisan fliggetlenek (specidlisan n > k).

e Legyen B a viltozdk egy k elemii halmaza. xg jelolje ezen
véltozdk oszlopvektorat. K legyen a tobbi valtozé halmaza. xk

jelolje ezek oszlopvektorat. Feltehetd, hogy x = <§B>.
K

e A BUK felbontds kihat az A métrixra is: A = (Ag|Ak).
e Ekkor az Ax = b feltétel
Apxg + Axxx = b

alakban irhaté fel.
Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

Feltevés I': Teljes sorranglisag és az egységmatrix

o A € R¥*" teljes sorranglisiga azt jelenti, hogy alkalmas B
k-elemi valtozéhalmazra Ag invertalhaté lesz.

e Ha Ap invertilhatd, akkor ez az egyenl6ség felirhatd
xg + AgtAxxk = Ag'b.
alakban. ,, Megjelent” egy egységmatrix.

Feltevés I’
Sot feltessziik, hogy n = k + ¢, tovabbd A = (Ix|Ao),

X1 Xk+1 X1 Xk+1
Ax=1I| [ +A| ¢ =] |+A]| :

Xk Xk+£ Xk Xk4-¢

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizdlasi tételek 2-fazisd szimplex

Feltevések |: Teljes sorranglsag és az egységmatrix
(folytatas)

e Rendezés utan kapjuk, hogy

xg = Agtb — AgtAxxk.

e Azaz x K-komponenseinek ismerete esetén az egyenldség
feltételek egyértelmiien eldirjak a B-komponensek értékeit. xx
értékét/komponenseit ismerve xg kiolvashaté. Az
egyenléségrendszeriink ezen alakjat dgy hasznélhatjuk mint egy
szétdrat.

e Természetesen ha lehetséges megolddst szeretnénk, akkor a
K-véltozdk értékadasanal ligyelniink kell a nem-negativitasra.
Azonban ezutdn jon a B-véltozék elore determinalt kiszdmitdsa.
Ezek eredményeinek is nem-negativnak kell lennie. El6re kell
gondolkoznunk.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Feltevés Il

b > 0.

"o/,

e Ez egy valddi egyszeriisité feltevés (szemben Feltevés I-gyel).
Egyszerlsitése abban rejlik, hogy konnyebbé teszi az elindulast.
Targyaldsa mutatja a szimplex algoritmus teljes eszkoztarat.

Feltétel Il mellett konnyt kiolvasni egy lehetséges megoldast.
Legyen xx = 0 € R’ és legyen xg az egyenléségek altal
meghatarozott érték.

o Mielott elkezdenénk az algoritmus leirdsat néhany fogalmat,
elnevezést vezetiink be.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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LP szotaralak: Példa

Kiindulé példank:

Maximalizaljuk x1 + xo-t
—X1+ X2+ X3 =1
Feltéve, hogy X1 + Xg =3
X2 + x5 =2
X1, X2, X3, X4, X5 > 0

Az egyenldségfeltételek matrixalakban

X1
-1 11 00 X0 1
1 0010 x3| =13
0 1 001 X4 2
X5

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

LP szétaralak: Példa (folytatas)

A matrix x3, x4, xs-nak megfelelé oszlopai egy egységmatrixot
adnak. Ez alapjan x3, x4, x5 kifejezhet6 a tobbi véltozdval:

x1—Xxo+1=x3
—X1 +3=x4.
— X0 +2=x5
A célfliggvény is leirhatd x; és xp segitségével:

X1 + Xo.

Y

Ez a szimplexalakban 1évé LP feladat szétaralakja klasszikusan
leirva.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Szdétaralak: Matrixokkal leirva

o Feltessziik, hogy kiindulaskor az LP feladatunk alakja:

X1 Xp+1 X1 Xp+1
Ax=Ao| i [+ : | =A]| |+ ¢ | =0

Xe Xo+k Xe Xe+k
e Ezt az alakot atirjuk:

Xp+1 X1
=b— Ap

X+ k X¢

e Az atirt alakot specidlis, tomoritett formaban kddoljuk.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Szétaralak: Tablazatos jelolés

Ezt az alakot a kovetkezd tablazatos formaban szokasos leirni:

I konstans x;3 x|
X3 1 1 -1
X4 3 -1
X5 2 -1
| c(x) 0 1 1|

c(x) sordban szerepel egy 0, mig masokat nem irtunk ki. A c-beli
konstans fontos ezért szerepeltettiik az ott 1évo 0-t. Az
egyutthatékndl spéroltunk a hellyel.

Majdnem mindent leirtunk. Csak az elGjelfeltételek hidanyoznak.
Mindig legyen a fejiinkben, hogy x; valtozék nemnegativ értékiiek.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

Szétaralak: Tablazatos jelolés, Megjegyzések

e Ha szdtaralakrdl beszéliink mindig a fenti alakra gondolunk.

e Vegylik észre, hogy ez egy egyenléségrendszer. Az
egyenlStlenségeket/eljel feltételeket a fejiinkben taroljuk.

e A sz6tart Gauss-elimindcids elvével ekvivalens médon atirhatjuk.
Csak a fejiinkben 1évé eldjelfeltételek szabnak majd hatart.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Szétaralak: Tablazatos jelolés, formulak

e Feltessziik, hogy a szimplexalak Ax = b egyenletrendszerének
matrixa teljes rangd.

e B legyen az A matrix oszlopvektorainak egy bazisa (|B| = k).
Legyen xg a B-beli oszlopoknak megfelel6 valtozék vektora, mig
Xk a bazison kiviili oszlopoknak megfelelé véltozdk vektora.

o Legyen Ag az A matrix azon részmdtrixa, amelyet B-beli
oszlopok hatdroznak meg. Hasonldan definidlhaté Ak.

e Legyen cg a c vektor azon részvektora, amelyek B elemeinek
felelnek meg. Hasonléan definidlhaté ck.

Ekkor a szétaralak formulakkal:

bazis konstans b
xg  Ag'b —Agt Ak

c(x) cgAg'b cf — cFA Ak

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Bazisvaltozok, bazison kivili valtozok

e A szimplexalakban felismeriink egy egységmattrixot. Az
egyégmatrix oszlopainak megfelel6 valtozdkat kifejeztiik a tobbivel.

Definicié

A szétdralakban a soroknak megfelel6 valtozdkat bazisvdltozéknak
nevezziik. Halmazukat B-vel jeloljik. K-val jeloljik a bazison
kiviili valtozék halmazat.

e B és K nem az optimalizalasi feladat, vagy a szimplexalak &ltal
meghatdrozott fogalom. B és K a felismert/behozott
egységmatrixtdl, a szdtaralaktdl fugg.

e Eljarasunk lényege a szétar folyamatos atirdsa. Igy a
bazisvaltozék halmaza is dinamikusan valtozik.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalds Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

Bazismegoldasok

o Feltettiik, hogy az egységmatrix kiinduldskor adott. Feltettiik,
hogy 0 < b.

Definicié

Egy szétdralakbdl egyenletrendszeriink egy megoldasat nyerjik az
alabbi médon: a K-beli valtozdk értékét vegyiik 0-nak, a
B-belieket fejezziik ki. Ha ez egy lehetséges megoldas, akkor ezt a
megoldast bdzismegolddsnak nevezziik.

e Egyszerisitd feltevésiink alapjan most van egy kiinduld
bazismegoldasunk.

e Altaldban nem konnyd ilyet taldlnunk. Ha feltétel rendszeriink
ellentmondasos, akkor nincs lehetséges megoldds, igy nincs
bazismegoldas sem. Megtaldlni egy bazismegolddst nem egyszerii,

de errdl csak késébb lesz sz6.
Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Eszrevétel

Eszrevétel

Vegylink egy szimplexalakban 1évo LP feladatot n valtozéval és az
el6jelfeltételek mellett k tovabbi egyenldséggel. Ekkor a bazis
megolddsok szdma véges, legfeljebb

(&)

e Ha a B (és igy K is) halmaz ismert, akkor a szétar is ismert.
Ekkor a definicié alapjan egyetlen bazismegoldas lehet.

e B az 0sszes n valtozd egy k elemi részhalmaza. Egy n elemii
halmaznak (Z) darab k elemi részhalmaza van.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizdlasi tételek 2-fazist szimplex

Eszrevétel: Megjegyzések

e A B k-elemii véltozéhalmazra/oszlophalmazra van (Z)
lehetoséglink. nem szilkségszer(i, hogy Ag invertdlhaté legyen,
azaz B szolgalhat bazisként.

° (Z) az A matrix oszlopbazisai szdmara is egy felsé becslés. Ha B
szolgdlht bazisként, akkor felirhatjuk a szétarat. Sot a
komplementer K valtozéhalmaz elemeinek O értéket adva az

Ax = b egyenletrendszer egy megolddsat kapjuk. Ez azonban nem
sziikségszerlien elégiti ki az eldjelfeltételeket. Azaz egy bazisbdl
szarmazé megolddsa Ax = b-nek nem sziikségszeriien
bazismegoldas.

e A bazismegolddsok halmaza szlikebb mint az A matrix
oszlopbazisainak halmaza. A szimplex mdédszer bazismegolddsok
kozott ,, mozog” és taldl egy optimalis megoldast (ha van). Az,
hogy ez a ,, terv" miikodik, az nem trividlis. Ebben a pillanatban ez
csak egy igéret.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Szimplex mddszer: Ilgéretek

fgé retek

(1) Ha van lehetséges megoldasa feltételrendszeriinknek, akkor
van bazismegolddsunk is.

(2) Ekkor képesek lesziink egy bazismegolddst megtaldlni.

(3) Ha léteznek optimilis helyek, akkor kdztiik van bazismegoldds
is.

(4) Képesek lesziink a kiindulé bazismegolddsbdl, tovabbi
bazismegolddsokon keresztul elérni egy optimalis
bazismegoldast.

Feltétel | + Feltétel Il az (1) és (2) igértet konstruktiv mddon
» keziinkbe adja”.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Szunet
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Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

Bazismegoldasok geometriai tartalma

e Csak a kordbbi példan magyardzzuk el a geometrai tartalmat. A
példa el6jeles poliedrikus alakd.

X1 >0
x>0
—x1+x <1
X1 <3
xo < 2.

o Az elsd két feltétel eldjelfeltétel. Ezeknek , helye van” a
szimplexalakban is.

o A kovetkez6 hiarom egyenlotlenséget slack valtozék bevezetése
utdn egyenloségekké alakitjuk.

o A szétdralak kialakitdsa utan ot valtozdnk lesz. Feltételeink
teljestilnek.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Bazismegoldasok geometriai tartalma (folytatas)

o A feltételek felsoroldasdban észrevehetiink egy furcsasigot: az els6
és masodik feltétel az x; és xp valtozdra vonatkozé elGjelfeltétel.

e A harmadik egyenlGtlenség az, ami a szétaralak x3 valtozdjat
»behozta". A mostani negyedik egyenlotlenséglink az, ami a
szétaralak x4 valtozdjat ,, behozta”. A mostani otodik
egyenl6tlenség az, ami a szétdralak x5 valtozdjat , behozta”.

e A furcsa sorrend tudatos: Az ot feltétel és a szdtar alak 6t
véaltozéja parban van. Mindegyik az egyik eredeti feltétel (beleértve
az eljelre vonatkozd feltételeket is) slack-jét (, jatéklehetdségét” )
méri.

e Erdemes a mésodik poliedrikus alakban 1évé LP feladat
szétaralakjanak mindegyik valtozdjat slack valtozénak tekinteni.

e Eredeti példdnkban szerencsére csak két valtozénk van (a
mésodik poliedrikus alakkal dolgozunk). Ekkor a

megoldashalmazok sikbeli, jél felrajzolhatd halmazok.
Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Bazismegoldasok geometriai tartalma (folytatas)

A félterek mindegyike kék félsik. A rendszer megoldasa a legsotétebb kék
tartomany, egy sikbeli poliéder. Esetiinkben ez egy (konvex) dtszog, azaz
korldtos, azaz egy 2-dimenzids politép. A feltételek egyenléséggel vald
teljesiilése esetén a hatdrold egyenesen vagyunk (a slack 0). Ezek a
halmazok kiemeltek.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Bazismegoldasok geometriai tartalma (folytatas)

e Egy szétarbdl gy nyeriink a szimplexalak egyenletrendszerének
egy megoldasat, hogy a K-beli véiltozdékat 0-nak tekintjik. Azaz
két slack értéket O-nak vesziink. Ekkor két hatarolé egyenes
metszéspontjaként irjuk le a szimplexalak egyenletrendszerének
megoldasat.

o A ) }
konstans x3 x»
X3 1 1 -1
X4 3 -1
X5 2 -1
| c(x) 0 1 1

szotarhoz tartozé megoldasban x; = xp = 0. Azaz az elgjel
feltételek slack-je 0. Ezek egyenléséggel teljesiilnek. Ez az dbran a
lehetséges megoldasok poliéderének egyik csticsa, éppen az origd.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Bazismegoldasok geometriai tartalma (folytatas)

A félterek hatarold egyeneseinek metszéspontjai koziil néhanyat
bejeldltiink és megbetiiztlink.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Bazismegoldasok geometriai tartalma (folytatas)

e F is az dbraban bejelolt metszéspont. Ez az x3 < 3 és
—x1 + xp < 1 félsikok hatarolé egyeneseinek metszéspontja.
Ezekhez rendeltuk a x3 és x4 slack valtozdkat.

e A K=1{x3,x4} és B = {x1,x2, x5} szereposztdshoz is tartozik
egy szOtar:

I konstans xs X3 |
X2 4 1 -1
X5 -2 1 1
X1 3 -1

| c(x) 7 -2 -1 |

e Ha itt a K-beli (slack-)valtozék értékeit lenulldzuk (x; = 3 és
—x1 + xp = 1), akkor nem jutunk lehetséges megolddshoz (a két
egyenes metszete, F nem tartozik a lehetséges megolddsok
halmazdhoz). Ehhez a szétdrhoz nem tartozik bazismegoldas.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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A példa osszefoglalasa

e A rendszer matrixa 3 x 5 méretdi.
° (g) = 10 sok oszlopharmas van.
e Ebbdl 2 olyan, hogy a kapcsol6dd részmatrix nem teljes rangu.

e A maradék 10 — 2 = 8 esetben a kapcsolédé részmdtrix teljes
rangl és egy megfeleld szétarat irhatunk fel.

e 3 esetben a kivalasztott oszlopokhoz tartozé véltozéknak 0
értéket adva nem kapunk lehetséges megoldast.

e A maradék 5 oszlopharmas j6 kiindulé szétarnak felel meg.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Hova tartunk?: A geometriai tartalom

e Lattuk, hogy a geometriai tartalomhoz az el6jeles poliedrikus
formaban szerepld egyenlétlenségeket kell geometriailag elképzelni.

e A szimplexalakban felirt egyenlet feltételek szdtaralakjait
magyarazzuk a geometriai képpel

e A bazis megoldasoknak pontosan a lehetséges megoldasok
poliéderének cslicsai felelnek meg.

e A szimplex mddszer bazismegoldasokon keresztiil jut el egy
optimdlis megolddshoz. Azaz geometriailag a masodik poliedrikus
alakban leirt poliéder csiicsain sétdlunk az optimum felé.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Szunet
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Hol is allunk?

(1) Felirtuk (ekvivalens dtalakitdsokkal) egy specidlis alakban.

// Ebben csak egyenletek vannak, de fejben kell tartanunk, hogy
az x; valtozdk értékei csak nemnegativok lehetnek.

(2) Ezen kiviil van egy kiindulé lehetséges megoldasunk, egy
bazismegoldas.

// Az LP feladat Iényegét még nem is érintettiik: A célfiiggvény
értékét minél nagyobbnak szeretnénk.

(3) A feladat atirasaban ott szerepel a célfiiggvény a bazison kiviili
véltozokkal kifejezve.

(4) A bazison kiviili valtozéknak az értéke kezdetben 0. Barmelyik
bazison kivili vdltozé esetén valtoztatdsunk irdnya kényszeritett:
»csak emelhetjik”.

// Ekkor azonban a bazisvéltozdk és a célfiiggvény értéke is
valtozik. // A bazisvéltozdk értéke nem lehet negativ. // A
célfuggvény értékét minél nagyobbra szeretnénk.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Példa

Egy lehetséges kiindulé szétar

bazis konstans x3 xo
X3 1 1 -1
X4 3 -1
X5 2 -1
c(x) 0 1

e Az aktudlis bazis megolddsunk: x; =x0 =0, x3 =1, x4 =3, x5 = 2.

e Ha x; = xp = 0, akkor csak ez lehetséges. Ha eltériink, akkor x; vagy x»
pozitiv értékii lesz. Mondjuk x3-et megnoveljuk.

e Ez a novelés noveli x3 értékét, x5 értéke nem valtozik. Ha eddig
nem-negativ értékiiek voltak, azok is maradnak. Ettél a vdltozdstél nem
féliink.

e Ez a novelés csokkenti x; értékét. Eddig nem-negativ értékiiek volt, annak
is kell maradnia. Ettdl a valtozastdl , félunk” .

e Ez a novelés noveli a célfiiggvény értékét. Ennek oriiliink.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizdlasi tételek 2-fazist szimplex

Az elso fontos észrevétel

|. Eszrevétel

Ha az LP feladat aktualis szétaralakjaban a célfiiggvényben
minden bazison kiviili valtozd egyiitthatdja negativ vagy 0, akkor
az aktudlis bazismegoldas optimalis, a célfiiggvény optimalis
(esetiinkben maximalis) értéke a célfiiggvény kifejezésében lévd
konstans.

Valéban. Ha c(x) = a+ ),k Bixi, ahol 8; <0 (x; € K), akkor
¢(x) < a minden lehetséges megoldasra és c(x) = « az aktudlis
bazismegoldasra.

Altalaban azonban
P = {x;i € K : c(x)-ben x; egyitthatdja pozitiv}

egy nemiires halmaz. Amit a tovabbiakban feltesziink.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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A masodik fontos észrevétel

Il. Eszrevétel

Ha egy x; € K minden bazisvaltozé kifejezésében pozitiv vagy 0
egyutthatdval szerepel, akkor x; novelésével minden valtozé nem
negativ marad. Ha rdadasul x; € P, akkor x; novelésével a
célfiiggvény értéke novelhetd. S6t a noveléssel barmilyen nagy
célfuggvényértéket elérhetiink, LP feladatunk nem korlatos.

Példa

bazis konstans x3 xp

X1 1 -1 1
X4 3 -1
c(x) 1 -1 1

szbtar bazismegolddsa x; = 1, xo = x3 = 0, x4 = 3. xp novelésével
a célfiiggvény értéke né. Egyik bazisvaltozé sem ad korldtot.
x1=14+t xo=t(t€Ry), x3 =0, x4 =3 egy lehetséges
megoldds, a célfliggvény értéke 1 + t, tetszOlegesen nagy lehet.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Mi van, ha egyik észrevétel sem alkalmazhaté?

(1) P # 0, azaz a kiilsd véltozék valamelyikénke pozitiv az
egyutthatédja

(2) Minden x; € P oszlopdban egy alkalmas bazisvaltozé sordban
negativ egyiitthatd szerepel, azaz tetszoleges x; € P esetén
valamely bazisvaltozé korldtozza x; novelését. Azaz minden x; € P
esetén a

Q(xi) = {xj € B : x; felirasdban x; egyiitthatdja negativ}

valtozéhalmaz nem-ures.

A bazisvéltozé aktudlis értéke nemnegativ. Minden x; € P és

xj € Q(x;) esetén konnyen meghatarozhaté egy [0, t;] intervallum,
hogy ezen beliil oldva meg a x; novelést a kiszdmolt x; nemnegativ
legyen. Az is vilagos, hogy xj-nek a t; (extrém) értékre novelésével
xj lenullazédik.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Mi van, ha egyik észrevétel sem alkalmazhaté?: Példa

bazis konstans x; X

X3 1 1 -1

X4 3 -1

X5 2 -1
c(x) 0 1 1

e xj egyiitthatdja a célfiiggvényben 1, x; novelése noveli a
célfiiggvényt.

e x3 és x5 nem ad hatart a novelésnek.

e x4 azonban hatdrt szab. Az (j x; csak a [0, 3] intervallumbdl
johet ha azt akarjuk, hogy x4 ne legyen negativ.

e Ha a K-beli értékeknél attériink x; = 3, xo = 0-ra akkor a
meghatdrozott bazisvaltozok nemnegativok maradnak, x4 = 0 lesz.

v

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizdlasi tételek 2-fazist szimplex

Példa (folytatas)

e Vegyiik észre, hogy az eredeti szimplexformdban B\ {xa} U {x1}
valtozéinak megfeleld oszlopok (k = 3 darab) linedrisan
fuggetlenek lesznek.

o Azaz B\ {x4} U {x1} lehet egy (j bazis, mellette K\ {x1} U {xa}
lesz az bazison kiviili valtozék halmaza.
e Azt mondjuk x; (a bdzisba) belépd valtozd, xa (a bazisbdl) kiléps
valtozo. Felirhatd egy uj szdtar.
o Az (j szbtar az el6zobol konnyen kiszamolhatd x4 ki volt fejezve
K elemeibdl. Ezt dtirhatjuk x; kifejezésére K\ {x1} U {xa}
valtozdibdl.

x3 =3—x1 = x1=3—Xxg

e A tobbi bazisvaltozé egyenletébdl kiejthetd x; (ha eredetileg nem
is szerepelt, akkor szerencsések vagyunk, nincs sziikség

valtoztatasra).
Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

Példa (folytatas)

e Ennek dra, hogy a bal oldalon megjelenik x4, ami atvihetd a jobb

oldalra:

x1—X+1=x

! 2 3 F d—xo=x3+x3s F 4—x4—x20=x3
—X1 +3=x4

e Hasonldan kezelhet6 a célfiiggvény is:

{ X1+ X2 = ¢(x)

Foo34x=c(x)+xa F 3—xst+x2 = c(x).
—X1 +3=x4

o Az (j szbtar

bazis konstans xz xo

X3 4 -1 -1

X1 3 -1

X5 2 -1
c(x) 3 -1 1

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalds Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

Uj példa
Maximalizaljuk x1-t
, X1 — X2 S 1
Feltéve, hogy
—x1+x2 <2
x1,%2 2 0,

o Azaz szétaralakban

bazis konstans X3 X

X3 1 -1 1
X4 2 1 -1
c(x) 0 1

e x1 valtozd egyiitthatdja a célfiiggvényben (z6ld), x; valtozé
egylitthatéja x3.ban (piros) x; belépd és x3 kilépd valtozd (kék).

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Uj példa (folytatas)

e Az (j szbtar

bazis konstans x3 xp

X1 1 -1 1
X4 3 -1
c(x) 1 -1 1

e Egy kordbbi példa alapjan a szdtar altal leirt probléma nem
korlatos.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Még djabb példa

[ bizis konstans x4 [ |
X3 4 -1 -1
X1 3 -1
X5 2 -1
| c(x) 3 -1 |

A célfiiggvény pozitiv egylitthatdit zolddel jelolom (P). A
kivalasztott elem felett pirossal kiemelve a ,, veszélyes” negativ
egyutthatdk (Q jelolés). Sotétebbek azok az egyiitthatdk, amelyek
a sziik-keresztmetszetet adjdk (Qp jelolés, lasd aldbb). Kékkel
emeltem ki a belépd és kilépé valtozékat (az elsé oszlopban vannak
a bazisvéltozok, ezek koziil a kék a kilép6 valtozd; a felsd sorban

s o

vannak a kiilsé valozdk, ezek kozdtt a kék a belépd valtozd).

e Ez lesz a pivotunk szokdsos szinjelolése.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

Még djabb példa (folytatds)

e Az (j szbtar

bazis konstans x; Xxs

X3 2 —1 1

X1 3 -1

X2 2 -1
c(x) 5 -1 -1

e Egy kordbbi példa alapjan az aktudlis bazismegoldas optimalis, a
maximalis célfiiggvényérték 5.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Altalanos jelolések egy szétarra

Definicid

P = {x; € K : x; egyitthatdja a célfiiggvényben pozitiv}.

Definicié
Legyen x; € P. Ekkor

Q(xi) = {x;j € B : x; felirasdban x; egyiitthatdja negativ}.

| A

Definicio

b.
Legyen x; € P, xj € Q(x;). Ekkor 7; = —3,;» ahol aj; a
sz6taralakban az x; kifejezésében x; egylitthatdja, b; pedig a
konstans (feltevésiink szerint aj; < 0, b; > 0, azaz 7 egy
nemnegativ szam).

\
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Altalanos jeldlések egy szétarra (folytatas)

Definicié

Vegyiink egy tetszéleges x; € P véltozét, amelyre Q(x;) nem-iires.
Legyen
t(xi) = minTj,
J

ahol a j az osszes olyan indexen fut, amelyre x; € Q(x;). Nyilvan t
is nemnegativ.

Definicié
Legyen x; € P. Ekkor

Qo(xi) = {x; € Q(x:) : 7j = t(x;)}.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizdlasi tételek 2-fazist szimplex

A pivot

e Tegyiik fel, hogy adott egy szdtdr, amelyre sem az I., sem a
[I. Eszrevétel nem alkalmazhatd. // Ha nem igy lenne, akkor LP
feladatunkat le tudjuk zarni.

e Ekkor P # (), tetsz6leges x; € P esetén Q(x;) # 0. igy Qo(x;) jdl
definialt.

e Ekkor az x;/x; pivot esetén az eredeti B és K
véltozéhalmazokbdl 1j bazis lesz: B\ {xj} U {x;}. Ennek
megfelelden a bazison kiviili elemek 1j halmaza K\ {x;} U {x;} lesz.

e Ennek megfeleléen lesz egy Uj bazismegoldds (a fenti definicidk
|ényege pontosan az volt, hogy az (j értékek kiszamolasanal ne
kaphassunk negativ értéket). Az Uj sz6tér is kiszamolhato.

e Ezek utan azt mondjuk, hogy egy pivot-ot hajtottunk végre.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalds Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

Fontos, eddig elsikkadd részlet: Példa

A masodik poliedrikus formaban

Maximalizaljuk Xo-t
, X1 — X2 S 0
Feltéve, hogy
X1 <2
x1,x2 > 0,

azaz szétaralakban

bazis konstans x3 [Xxo

X3 0 1 -1
X4 2 —1
c(x) 0 1

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

Példa: folytatds

e Csak xo novelésével probalkozhatunk.

e Ekkor viszont x3 miatt az [0,0] = {0} lehetéséghalmazt kapjuk.
Azaz a novelés nem novelés.

e De a bazisba beléptethetjiik xo-t és kiléptethetjiik x3-at.

e A bazisban volt olyan valtozd, amely értéke 0 volt (kiviil 0-nak
kellett lenni az értékeknek, belil csak nemnegativitds volt a
feltétel).

o Az elézbleg bevezetett t(x3) értéke 0. Egy kiilsd véltozé Iépett
be és értéke is maradt 0.

e A bazismegoldds nem valtozott. A geometriai szemléletben
ugyanabban a cslicsban maradtunk.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizdlasi tételek 2-fazist szimplex

Példa: folytatds

e DE A BAZIS (vele egyiitt K is) MEGVALTOZOTT.
e Erdekes médon ez egy hasznos pivot. Szdmoljuk ki az () szétart:

bazis konstans X3 x3

Xo 0 1 -1
X4 2 -1
c(x) 0o 1 -1

o Az (j szétarbdl latszik, hogy x; novelheto és a kezdeti
kildtastalansdg megsziint. Az xj/xa pivot elvégezhetd, az (j szétar:

bazis konstans xz X3

Xo 2 -1 -1
X1 2 —1
c(x) 2 -1 -1

A célfliggvény nott, s6t a korabbiak alapjan lathatjuk, hogy
bazismegoldasunk optimalis.
Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Eszrevétel

Definicid

Tegylik fel, hogy pivotunk belépd valtozéja x;, kilép6 valtozdja x;.
Ezt a pivotot degeneralt pivotnak nevezziik, ha a kilép6 véltozd
értéke 0.

Ha a pivot nem degenerdlt (a kilépd valtozé értéke nem 0), akkor a
belép6 valtozé értéke sziikségszertien nd, a célfiiggvény né.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Lemma

A kovetkezd lemma egyszerd.

(i) ™ degeneralt (a kilépd valtozo értéke 0),
(ii) a bazismegoldds nem viltozik,
(i) geometriailag ugyanabban a csticsban maradunk,

(iv) a célfiiggvény értéke marad.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Pivotszabalyok

Altaldban P nem egyelemii. Egy pivothoz ki kell vdlasztanunk egy
X; € P véltozdét. Ha ezt a dontést meghoztuk, akkor is
elképzelhetd, hogy Qo(x;) is tobb elemii. Egy mdsodik dontés is
sziikséges, hogy egy konkrét pivotunk legyen.

Ha determinisztikus algoritmust szeretnénk, akkor pontosan le kell
irnunk, hogy a két dontést hogyan hozzuk. Ennek rogzitését pivot
szabdlynak nevezziik.

A szabalyt értelmezhetjiik Ggy is, hogy egy dontetlen feloldasi
mddszer P elemei, majd Q(x;) elemei kozt. Gyakran a szabély csak
egy iranyelv. Alkalmazasa kizarhatja néhany elemét P-nek, de
vezethet egy , redukdlt dontetlenhez”. Ott mar a szabdly nem
torodik azzal, melyik maradék P-beli elemet valasztjuk.

Egy fogalmat példakon keresztiil érdemes megérteni.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Pivotszabalyok

Bland-szabaly

P-bél a legkisebb indexii x;-t vessziik ki. Qo(x;)-bdl a legkisebb
indexii x;-t valasszuk ki.

Dantzig-szabdly

P-bdl azt az x;-t valasztjuk, amelyhez a legnagyobb abszolttértékii
célfuggvény egyiitthaté tartozik.

Véletlen szabdly

P elemei koziil egy véletlen elemet vegyiink ki (uniform
eloszldssal), majd a Q(x;) elemei koziil is véletleniil valasszunk.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Pivotszabalyok

Moho szabaly

Az osszes x;/x; lehetséges pivotra szamoljuk ki a célfiiggvény
novekményét. Azt a pivotot valasszuk, amely a legnagyobb
novekményt adja.

Legmeredekebb él szabaly

Az osszes x;/x; lehetséges pivotra szamoljuk ki a célfiiggvény
novekményét: A és az X = X,pdated |€p€s hosszat: s. Azt
valasszuk ahol % a legnagyobb.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizdlasi tételek 2-fazist szimplex

Egyszerisitett szimplex algoritmus

Egyszerisitett szimplex algoritmus: Adott egy szétdralakban [évo LP
feladat, egy kiinduld bdzismegoldas, egy pivot szabaly.
(Init): Legyen xakt a kiindulé bazismegoldas. S,y a kiindulé szétar.
// Xake jeloli az aktudlis bazismegoldast, S,k az aktudlis szétar.
(P): Meghatarozzuk a P halmazt. Ha P = (), akkor ledllunk; xaut
egy optimdlis megoldds. Ha P # (), akkor a pivot szabdly alapjan
meghatdrozunk egy x; € P valtozdt.
(Q): Meghatarozzuk a Qu(x;) halmazt. Ha Qu(x;) = 0, akkor ledllunk;
LP feladatunk nem korlatos. Ha Qo(x;) # 0, akkor a pivot szabdly
alapjan meghatdrozunk egy x; € Qo(x;) valtozét.
(Pivot): Elvégezziik az x;/x; pivot-ot, kiszamoljuk az Sy; Uj szétart
és az ehhez tartozé xg; Uj bazismegolddst. S,k < Sgj, Xake <+ Xgj-
Visszalépiink (P)-hez.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Kérdések

e Lehet-e végtelen ciklus?

Van olyan pivot szabdly és kiindulé szétar, ami ciklizildsba vezet.

e Van-e olyan pivot szabdly, ami kizarja a ciklizalast?

A Bland-szabaly kizarja a ciklizalast.

e Hogyan lehet lehetséges bazismegoldast taldlni? A kovetkezo
alkalommal latjuk, nem is olyan nehéz.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Szunet
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Alapok Pivot

Ciklizalas: Példa

Ciklizalds Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

Szabaly: P azon elemét vessziik, amely egyiitthatdja a
legnagyobb. Ha tobb ilyen van akkor ezek koziil a legkisebb
indexit vessziik, legyen ez x;. Qo(x;)-bdl vegyiik ki a legkisebb
index(it. A fenti szabaly alig kilonbozik a Bland szabalytél.

Kiindulé szétarunk legyen

[ bazis
X5
X6
X7

L <(x)

konstans X1 X2 X3 Xz |
0 -05 55 25 -9
0 -05 15 05 -1
1 -1
0 10 —57 -9 —24

Azaz a kiindulé bazis megoldasunk
X1=X=x3=x4 =x5 =xg =0, x7=1.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Ciklizalas: Példa (folytatas)

Kiemeltem a zold egylitthaté feletti negativ egylitthatokat. Kettd
degenralt pivotba kényszerit. Ezek sotétebbek:

[ bazis konstans X1 X2 X3 X4
X5 0 -05 55 25 -9
X6 0 -05 15 05 -1
X7 1 —1

i c(x) 0 10 —57 -9 -—24 |

Az (j szétar némi szadmolds utan:

[ bazis konstans  xs Xo X3 Xz |
X1 0o -2 11 5 -18
X6 0 1 -4 -2 8
X7 1 2 -11 -5 18

| c(x) 0 —20 53 41 -204 |

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot

Ciklizalas

Ciklizalas: Példa (folytatas)

Nemciklizalasi tételek

2-fazist szimplex

[ bazis konstans X5 X2 X3 Xa
X1 0o -2 11 5 -—18
X6 0 1 -4 -2 38
X7 1 2 —11 -5 18
i c(x) 0 —20 53 41 -204 |
Az Uj szétdr némi szamolds utdn:
[ bazis konstans Xs X6 X3 X4
X1 0 075 =275 —-05 4
X 0 025 —-0.25 -05 2
X7 1 -0.75 2.75 05 -4
| c(x) 0 —6.75 —13.25 145 -98

Hajnal Péter

Szimplex médszer, SzTE, 2020




Alapok Pivot Ciklizalds Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

Ciklizalas: Példa (folytatas)

[ bazis konstans X5 X6 X3 Xa
X1 0 075 —-275 -0.5 4
X 0 025 —-0.25 -0.5 2
X7 1 —-0.75 275 05 —4

i c(x) 0 —-6.75 —13.25 145 -98 |

Az Uj szétar kiszdmolva a pivot utdn:

[ bazis konstans Xs X6 X1 Xq |
X3 0 15 -55 =2 8
X2 0 —-0.5 2.5 1 -2
X7 1 -1

e 0 15 93 20 18|

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Ciklizalas: Példa (folytatas)

[ bazis konstans X5 X6 x1 Xz ]
X3 0 1.5 -55 -2 8
X 0 —-0.5 2.5 1 -2
X7 1 -1

| c(x) 0 15 —-93 —-29 18 |

Az Uj szbtar kiszamolva a pivot utdn:

[ bazis konstans X5 X6 X1 Xo ]
X3 0 -05 4.5 2 —4
Xa 0 —-0.25 1.25 05 —-0.5
X7 1 -1

v 0 105 —705 —20 9 |

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot

Ciklizalas

Ciklizalas: Példa (folytatas)

Nemciklizalasi tételek

2-fazist szimplex

[ bazis konstans X5 X6 X1 X
X3 0 05 4.5 2 —4
X4 0 —0.25 1.25 0.5 -0.5
X7 1 -1

i c(x) 0 10.5 —-705 —-20 -9

Az Uj szétar kiszdmolva a pivot utdn:

[ bazis konstans x3 X X1 Xo |
X5 0o -2 9 4 -8
X4 0O 05 -1 —-05 15
X7 1 -1

(%) 0 —21 24 22 —93 |

Hajnal Péter

Szimplex médszer, SzTE, 2020




Alapok Pivot

Ciklizalas

Ciklizalas: Példa (folytatas)

Nemciklizalasi tételek

2-fazist szimplex

Visszatért az elsd bazis. A szdtarnak is imétlodnie kell. Azért

[ bazis konstans X3 | Xp X1 xp ]
X5 0o -2 9 4 -8
Xa 0 05 -1 —-05 15
X7 1 -1

() 0 —21 24 22 —03 |

szamoljuk ki. Az (j szétar kiszamolva a pivot utan:

[ bazis konstans x3 Xa X1 Xo |
X5 0 25 -9 —-05 55
X6 0 05 -1 -05 1.5
X7 1 -1

(%) 0 —9 —24 10 —57 |

A szétar tartalmaz sorrend valtozast, de matematikai tartalma
ugyanaz mint a kiinduléé.

Hajnal Péter
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Alapok Pivot Ciklizalds Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

Ciklizalas: Példa (folytatas)

e Azt tapasztaljuk, hogy folyamatosan degenerdlt pivotokat ad a
szabdly és végiil visszaériink a kiinduld szétarhoz (a valtozdk
sorrendje nem szamit).

e Minden elérehaladas nélkiil egy végtelen ciklusba kertiltiink.

e Tortént ez ugy, hogy a kiinduld szétarban
x1 =x3 =1,x0 = xqg = 0 értékaddssal egy jobb megolddshoz
jutunk.

e Algoritmusunk ciklizdlhat egy nem optimdlis bazismegoldassal.

e Fontos milyen szabdllyal dolgozunk.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Szunet
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Tétel

A Bland-szabalyt alkalmazé szimplex mdédszer nem ciklizal.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020
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Bizonyitds: Indirekt feltevés

o A természetes kezdés: Indirekt bizonyitds.
e Tegyiik fel, hogy a futds sordn a bazisok valtozasa
Bo—>Bl—)Bz—)...—)Bg_l—)Bg:BoﬁBl—)BQ%...

ciklikus.

e Minden B; — Bj;1 pivotndl két valtozd kategéridja valtozik. Egy
bazisbelibdl kiilsé valtozéva vilik, egy pedig kulsé valtozébdl
bazisbelivé valtozik.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalds Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

Bizonyitds: Jelolések

Definicié

Legyen M azon valtozék halmaza, amely a ciklus sordn valamelyik
pivotnal valtoztatjak kategdridjukat. Az M-beli véltozékat
,mozgd" valtozéknak nevezziik.

Legyen xp € M a legnagyobb indexii mozgé valtozé.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalds Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

Bizonyitds: Jelolések (folytatds)

e A ciklus jellege garantalja, hogy lesz a ciklusban olyan bazis,
amelyben xps bazisbeli és a kovetkez6 pivotnal kikerdil.

Legyen BX egy ilyen bazis. Legyen x,, az a valtozé, amely a
BX — B’ pivotnal , helyet cserél” xp-mel.

X, €M, < M.

e Ugyancsak a ciklus jellege garantdlja, hogy lesz a ciklusban olyan
bazis, amelyben xp; kiils6 és a kovetkezé pivotnal bekeriil.

Legyen BP¢ egy ilyen bazis.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020




Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

Bizonyitds: Két szétar

e A BX bazishoz tartozik egy szétark

:b}fI E a XJ, minden x; € BX esetén,
XJeKkI

( _Ck|+z )<J_Ckl+z k|

XjeKk'

e A B¢ bazishoz hasonléan tartozik egy szétarbe

X; :b,be + Z aB-exJ-, minden x; € BP® esetén,
x;€Kbe
( be—{—ZCXJ—Cbe—i—ZCbeXJ.
Kbe
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Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

Bizonyitas: Eszrevételek

A ciklus csak degeneralt pivotokbdl allhat. igy a célfiiggvény értéke
a cikluson belil nem valtozik.
M =c

be(= ¢).

Eszrevétel

A két szétar linedris egyenletei egymdasbdl ekvivalens
atalakitdsokkal kaphatdk.

Specialisan, ha vesziink egy megolddst az egyik alapjan az a
mdsiknak is megolddsa.

Specidlisan, ha vesziink egy megoldast akkor a két szétar egy-egy
célfliggvénye egyenlosége levezethetd a szdtarbdl.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalds Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

Bizonyitas: A kozponti osszefliggés

Jelolés: x

%, =0, ha x, € KM — {x,}
S =,
)~<5 =bg + agi“t, ha x5 € BX.

Specidlisan

ctcflt=cHclt+ Z °(bg + ag,1).
XgEBk'

Specidlisan
ki _ _be be _ki
Cu = S + 2: €5 pu-

XﬁGBk'
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Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

Bizonyitds: Tovdabbi észrevételek

C,u>0
be
C, <0

Kovetkezmény

| |
A\

Alkalmas x,, € BX esetén

be _ki
m “mp

A\

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

Bizonyitds: Tovabbi észrevételek (folytatas)

C,t,’f # 0, azaz xp, € Kbe,

Xm € M, m< M.

chi >0,  ajy, <0

Tehat M # m, azaz m < M.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

Bizonyitds: Az ellentmondas

e Tudjuk, hogy

cbe és af,'w elGjele azonos.

e c2¢ eléjele nem lehet pozitiv, mert akkor az x, valtozé BP®
pivotjanal egy szébajovo belépd elem lenne. Bland-szabdly nem
Xp-et mozgatnd be.

ki
m,

o Tehat b és a',‘,iw

véltozé B pivotjanal egy szébajové kilépé elem lenne.
Bland-szabdly nem mozgathatja az xy, valtozét ki.

is negativ. ap,, negativitdsa miatt az xm

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

Szunet

30

54 : \m)
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Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

Emlékezteto

Az LP feladat szimplex alakja

Maximalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Ax = b
x =0,

ahol c € R", A € RkX" és A rangja k, s6t tartalmaz egy k x k
egységmatrixot részmatrixként.

Az A-ra vonatkozé feltételek (fiiggetlen sorok, egységmatrix
részmatrixként) nem igazan korldtozdak. Azt garantélta, hogy
szamolds nélkiil felirhattuk a szétar alakot.

Egy sokkal korldtozébb feltételiink is volt: b > 0.

Ez garantdlta, hogy a kezdd szétar alapjan bazismegoldasunk volt.

Most azt nézzitk meo mit tehetiink. ha ez nem teliesiil.
Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

A megoldds: Két fazis

Az elsé fazis
Egy bazismegoldas keresése.

Az elsé fazis kétféleképpen érhet véget:

(I1) feltételrendszeriink ellentmondésos, £ = 0,
(12) kapunk egy bazismegoldast.

A masodik fazis

Az elsé fazis bazis megoldasival kezdve a kordbban megismert
szimplex mddszert alkalmazzuk.

Ha a ciklizalast kiklszoboljik, akkor a ledllasra két lehetéségiink
van:

(I11) azt kapjuk a célfiiggvény nem feliilrél korlatos,

(112) eljutunk egy bazismegoldashoz, ami optimalis.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizdlasi tételek 2-fazist szimplex

Az elso fazis

e Egy kis szikra kell: A konnyu elinduldsos alakra visszavezetjuk a
kiindulé bazosmegoldas keresését.

e Vegylik az LP feladat Ax = b egyenletrendszerét.

e Ebben konnyii elérni b > 0-t: A negativ konstanst egyenleteket
—1-gyel megszorozzuk. (Sajnos az egységmatrix eltiint.)

e Emlékezziink: Az elGjeles poliedrikus formabdl indulva az
egységmatrix a slack-valtozékkal automatikusan megjelent.
Alkalmazzunk hasonlé triikkot.

e Minden egyenlethez vezessiink be egy (j valtozét, ami a
baloldalon 1 egyutthatéval plusz tagként szerepel az 6
egyenletében.

e Az (ij valtozdkra is tegyiik fel a nemnegativitast. Ez az az alak
amivel eltudjuk inditani az egyszerisitett szimplex moédszert.

e Ha mindegyik (j valtozét ,, lenulldzzuk” egy bazismegoldasban.

Akkor a7 1ii vAltozAkat  elfeleithetiiik”
Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalas

Példa

Nemciklizalasi tételek

2-fazist szimplex

Maximalizaljuk

Feltéve, hogy

—X1 — X2 + X3 + Xa-t
x1+2x+x3+x4 =7
2x1 —Xxp —x3 — 3x4g = —1

X1, X2, X3, X4 2 0

Az egyenletrendszer:

xX1+2x%+x3+ x4=7
2X1— X2—X3—3X4:—].

A jobb oldali konstansok nemnegtivva tétele:

x1+2x%+x3+ x4=17
—2x1+ X0 +x3+3x4=1

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizdlasi tételek 2-fazisti szimplex

e Az (j valtozok bevezetése:

x1+2x0+x3+ x4+ y1 =7
—2X1—|— X2—|—X3+3X4 —|—y2:]_

e Szdétaralak

konstans x1 x» X3 X4

" 7 -1 -2 -1 -1
Vo 1 2 -1 -1 -3
c(x) 0o -1 -1 1 1

e J6-j6, de a kiindulé bazismegolddsban y; =7, y» = 1. Mi
y1 = yo = 0-t szeretnénk.

Az 0j célfuggvény: minimalizéljuk y; + yo-t.

Hajnal Péter Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

A Fotétel

Tétel

Vegyiik a szimplexalakot és érjiik el, hogy az egyenl6ség feltételek
jobb oldalan nem-negativ szamok szerepeljenek.

Az i-edik egyenlethez rendeljiink egy y; (j nemnegativ valtozot.
Az i-edik egyenlet bal oldaldba irjunk be egy +y; tagot.
Minimalizaljuk az ¢; = y1 + y» + ... + yk kifejezést.
(i) Ha a ¢ értéket 0-v4 tudjuk tenni, akkor az x; komponensek
adnak egy bazismegoldast (ezt kerestiik).

(i) Ha a minimumérték pozitiv lesz, akkor nincs lehetséges
megolddsa a feltételrendszeriinknek.

Persze maximalizéldsi feladatokra irtuk le a szimplex mddszert. I,gy
valéjdban —y; — y» — .. .-t fogjuk maximalizalni.
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Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

Példa (folytatas)

Az Uj sz6tdr a régi és az uj célfiiggvénnyel

i konstans x; X X3 Xa |
" 7 -1 -2 -1 -1
Y2 1 2 -1 -1 -3
c(x) 0 -1 -1 1 1
| ca(x) -8 -1 3 2 4

Elkezdhetiink dolgozni, egyel6re az 4j célfiiggvényt figyelembe véve.
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Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex

Példa (folytatas)

[ konstans x; X0 x3 Xy i
" 7 -1 -2 -1 -1
¥o 1 2 -1 -1 -3
c(x) 0 -1 -1 1 1
| a(x) 8 -1 3 2 4
Pivot—
i konstans x1  y» X3 X3 |
" 5 5 2 1 5
X2 1 2 -1 -1 -3
c(x) -1 -3 1 2 4
| a(x) -5 5 -3 -1 -5 |
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Alapok Pivot

Példa (folytatas)

Ciklizalas

Nemciklizalasi tételek

2-fazist szimplex

i konstans X3 y» x3 Xz |
¥1 5 -5 2 1 5
Xo 1 2 -1 -1 -3
c(x) -1 -3 1 2 4
L a(x) -5 5 -3 -1 -5 |
Pivot—
[ konstans 1 Vo X3  Xa |
X1 1 -1/5 2/5 1/5 1
Xo 3 -2/5 —-1/5 -3/5 -1
c(x) -4 3/5 -1/5 7/5 1
| a(x) 0 -1 -1 0 0

Hajnal Péter

Szimplex médszer, SzTE, 2020



Alapok Pivot Ciklizalas Nemciklizaldsi tételek 2-fazist szimplex
Példa (folytatas)
[ konstans 1 Vo X3 X4 |
x1 1 -1/5 2/5 1/5 1
o 3 —2/5 —1/5 —3/5 —1
cx) 4 3/5 —1/5 7/5 1
o (x) 0 -1 -1 0 0|

Az (j valtozok , elfelejtése”, az 0j célfuggvény elhagyasa

konstans X3 Xa

X1 1 1/5 1
X0 3 -3/5 -1
c(x) -4 7/5 1

Bazis: B = {x1,x2}, bazismegoldds (x1, x2, x3,x4) = (1, 3,0,0).
Elindulhat a valédi keresés az optimalis bazismegoldas utan.

Hajnal Péter
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