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Poliéderek Linedris egyenlet/egyenlStlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenlétlenségrendszerek Politépok, poléderek

Poliéderek

Definicid
Az

Ax < b

egyenlStlenségrendszer megoldashalmazat (zart, konvex)
poliédernek nevezziik.

e Egy , veszélyes' definicié. Nagyon egyszeriinek tiinik, de nem az.
Mind a mai napig fontos matematikai kutatdsok kozéppontjaban
all.

e Néhany kép, a konvexitas targyaldsa és egy fontos megjegyzés

utdn dvatosabban kozelitjik meg és prébdljuk megérteni ezt a
fogalmat.

Hajnal Péter Egyenl&tlenségrendszerek megoldashalmaza, SzTE, 2020
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Példak
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Konvexitas

Definicié

Egy K C R” ponthalmaz konvex, ha A, B € K esetén

[AB] C K.

[AB] az A és B pontokat 6sszekotd szakasz. Pontosabban

[AB] ={M+(1-NB:0<A<1}
={M+uB:\pu>0,A+pu=1}.
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Vektorok konvex kombinacidja

Definicié

Legyen vi,vo, ..., vy € R” vektorok egy véges rendszere és

A1, A2, ..., Ay € Ry nemnegativ szamok egy rendszere, amelyre
A+ X+ ...+ Ay = 1. Ekkor

Avi+ Aovo + .+ Ayvy

a v; vektorok konvex kombinacidja.

Legyen IC C R” egy ponthalmaz. Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:

(i) KC konvex, azaz C zdrt a Osszekotd szakasz képzésre,

(i) K zart a konvex kombinacié képzésre.
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Végesen generalt konvex halmazok

e (vj)icn vektorrendszerbdl képzett konvex kombindcidk konvex
kombinacidja is a (v;);cH vektorrendszerbdl képzett konvex kombingcié.
Ezen egyszerli észrevétel alapjan tjabb példat adhatunk konvex halmazra.

(VL V2, - Vi) komvex = 4 A1vi + dava + ..+ Awv t A €REL D A =1

1

e Konnyli latni, hogy (vi, va, ... v)kip a legsziikebb konvex halmaz, amely
tartalmazza a (v;)"; vektorrendszert.

Definicié

K egy végesen generalt konvex halmaz, ha el6 all mint (vi, va, ... VA)konvex
alakban valamely (v;)_, vektorrendszerre.

e Ez vajon példa-e a konvex poliéderre?
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Fourier—Motzkin-eliminacié geometriailag

Legyen A € RF*" b e RK. Ekkor P = {x : Ax < b} C R" egy
X1
X2
X2
polidéder. Legyen m: R” — R"~1 [ " | — | : | egy projekcié.
. X,
Xn
Ekkor
m(P)
is poliéder.
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Bizonyitas

Kezdjiik el az Ax < b egyenlétlenségrenszer megoldhatdsaganak
tesztelését Fourier—Motzkin-eliminacidval.

x1 elimindlasaval kezdjik, amely kikiiszobolési 1épés utdn kapott
egyenl6tlenségrendszer legyen

Ez éppen 7w(P) leirdsa, ahogy ezt lattuk kordbban.

Hajnal Péter Egyenl&tlenségrendszerek megoldashalmaza, SzTE, 2020
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Linedris egyenlet

o Legyenek aj, an,...,a, és b adott valds szdmok. Vizsgéljuk az
aix1+axxo+azxs+...+anxp=>b

egyenlet megoldashalmazat.

e Vektor/matrix irdsmddban egyenletiink: legyen adott a € R”
n-dimenzids vektor, x = (x1,x2,...,X,)" és b € R szdm

a'x = b.

e Ha mindegyik a; értéke 0/a = 0 € R", akkor egyszerii dolgunk
van. b = 0 esetén egyenlOségiink sziikségszeriien teljesiil, azaz
mint feltétel semmitmondd, azaz megolddshalmaza R”. b # 0
esetén egyenlOségiink sziikségszeriien nem teljesiil, azaz mint
feltétel kielégithetetlen, azaz megolddshalmaza ().

e A tovibbiakban feltessziik, hogy a # 0 € R".
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Példa
2x1 — 2x3 + 5x4 = 3. Vagy vektor/mitrix jeldléssel a"x = b, ahol
2 X1
n=4, a= L eR* x= 2 eR* b=3
—2 X3
5 X4

e Az egyenlet megoldasa egyszer(i. Az elsé harom valtozénak
tetszOleges értéket adhatunk. x4, az utolsé valtozé egyiitthatdja
nemnulla, igy a megoldas elsé harom komponensébdl egyértelmiien
kifejezhet6 xg.
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Példa (folytatas)

o Azaz

3 3 2 +2
X1 =« X2 = X3 = X4 = - — - =Y.
1 ) 2 ) 3 e 4 5 5 5

Ha «, 8, végigfut az Osszes lehetséges értéken, akkor a fent
képlet leirja az lisszes megoldast.

e Vektor irdasmdoddal

X1 0 1 0 0
x| o 0 1 0
wl Lot o [TP|o| T |1
x4 2 -3 0 3

Hajnal Péter Egyenl&tlenségrendszerek megoldashalmaza, SzTE, 2020



Poliéderek Linedris egyenlet/egyenl6tlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenlétlenségrendszerek Politépok, poléderek

A megolddshalmaz n = 2 esetben

e n =2 esetén
X m Vv
X2 my V2
altal leirt megoldashalmaz egy egyenes a koordinatasikon.

m 5 .
o m— m1> € R? egy tetszéleges megoldas/pont a
2

megoldashalmazbdl.

v .
oV = <v1> € R? egy nemnulla irdnyvektor.
2
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A megolddshalmaz n = 3 esetben

e n = 3 esetén

X1 m u Vi
X |l =1m | +a|lu]| + B Vo
X3 m3 us V3

irja le a megoldashalmazt.

my u Vi
o | my | egy tetszOleges megoldds. | up | és [ vo | két linedrisan
m3 u3 V3

fliggetlen megolddsa a homogén egyenletnek (a jobb oldali b
helyett 0-t irunk).

e Tehdt a megoldashalmaz elemeihez lgy jutunk, hogy egy
tetszbleges pontbdl kiindulva két fliggetlen iranyba lépkediink.
Geometriailag egy sik pontjait irtuk le.
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A megolddshalmaz az 3ltaldnos esetben

e Az n dimenzids esetben (feltehetjiik/feltessziik, hogy a, # 0) az
altalanos megoldas

X1 0 1 0 0

X2 0 0 1 0

=| ' |+ : +ao : +..Fap_1 :

Xn—1 0 0 0 1
W) \a) o \=m) s -

e A formula elsé vektora egy tetszoleges megoldds. Az a-k utan
allé vektorok n — 1 linedrisan fiiggetlen vektor. A tovabbiakban
ezekre a v; (i =1,2,...,n—1) jelolést hasznaljuk.

e Vegylik észre hogy, ezen n — 1 kektor mindegyike merdleges a
(nemnulla) a € R" vektorra. Specidlisan a, vi,...,v,—1 R" egy
bazisa.
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Egy tétel és egy definicid

Legyen H C R". Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:

(i) H az a'x = b megoldashalmaza alkalmas a € R"\ {0}
vektorra,

(i) pontosan H elemei allnak el
u+aivy +asve + ...+ ap_1vy—1 alakban, ahol u € H C R”,
a vj-k alkalmas a € R" vektorra merdleges, linearisan
fuiggetlen vektorok és az «;-k tetszdleges valds szamok.

Definicié

H C R" egy hipersik, ha kielégiti a fenti lemma
barmelyik /mindkettd feltételét. A lemmaban szereplé a vektor a H
hipersik nomalvektora.
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Megjegyzések

o Megjegyezziik, hogy egy H hipersik esetén a normdlvektor nem
egyértelmii. Egy lehetséges a € R" \ {0} nemnulla szdmszorosa is
normalvektor és ez az osszes lehetbség.

e v;-k ,,nagyon” nem egyértelmiiek. Tetszéleges médon kiegészitve
a normalvektort R" egy bazisdva egy j6 v; rendszert kapunk.

e Az u vektor és v;-k valasztdsa utdn az egyiitthatdk egyértelmiiek.
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Megjegyzések (folytatds)

Eszrevétel

Egy hipersik konvex halmaz. Azaz, ha u, v két megoldasa az
a'x = b egyenletnek, akkor A\, 1 € Ry, A+ 1 = 1 esetén \u + pv
is megoldas.

V.
Definicid

Legyen A, B két pont R"-ben. Az A-t és B-t 0sszekotd egyenes

AB ={)\+(1-)\)B:\eR}
={M+uB: \peR A+ pu=1}.

N

Egy hipersik zart az 6sszekoto egyenes behiizadsara.
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Megjegyzések: Homogén eset

e A homogén (b = 0) esetben x =0 € R" biztos megoldas.

Ax = 0 megoldashalmaza egy origén atmend hipersik.

Ax = 0 megoldashalmaza egy nemires halmaz, amely zart a
szammal valé szorzasra és 6sszeaddsra.
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Linearis egyenlotlenség

o Legyenek aj, an,...,a, és b adott valds szdmok. Vizsgéljuk az
aix1+axxo+azxg+...+anxp < b

egyenlétlenség megolddshalmazat.

e Vektor/matrix irdsmddban egyenletiink: legyen adott a € R”
n-dimenzids vektor, x = (x1,x2,...,X,)" és b € R szdm

alx < b.

e Ha mindegyik a; értéke 0/a = 0 € R", akkor egyszerii dolgunk
van. b > 0 esetén egyenlotlenségiink sziikségszeriien teljesiil, azaz
mint feltétel semmitmondd, azaz megoldashalmaza R". b < 0
esetén egyenlGtlenségilink szlikségszeriien nem teljesil, azaz mint
feltétel kielégithetetlen, azaz megolddshalmaza ().

e A tovibbiakban feltessziik, hogy a # 0 € R".
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Példa

2x1 — 2x3 + 5xa < 3, vektor/matrix jeloléssel a'x < b, ahol n = 4,
2 X1

a=| Ol ert x= || cré b=3
-2 X3
5 X4

e Az egyenlGtlenségrendszer tartalmazza 2x; — 2x3 + bxq = 3
megolddshalmazat, az

+a + +7

glw O O O
O O = O
giv = O O

_2
5

alakd vektorok halmazat.
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Példa (folytatas)

o A kifejezésben szerepld utolsé harom vektor linedrisan fiiggetlen,
mindegyik merdleges az a vektorra. Igy a

1
+ « 8 +90

+ +7

gw o O O

O O = O

anvEF—k O O
()

_2
5

képlet R* egy tetszéleges pontjat/vektorat irja le.

e § = 0 esetén 2x; — 2x3 + 5x4 = 3 megolddshalmazinak egy
elemét, a 2x; — 2x3 + bxg = 3 egyenlettel leirt hipersik egy pontjat
kapjuk.
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Példa (folytatas)

e 0 # 0 esetén § eldjelétdl fligg, hogy a hipersiktdl melyik irdnyba
[éplink el.

e Ha 6 > 0, akkor az a vektor irdnydban lépink el. Ha § < 0,
akkor az a vektorral ellentétes irdnydban [épiink el.

e R* 4ltaldnos elemére mint

xo+ 6 =xp + da

-2
5

T

gondolunk, ahol xg az a' x = b egyenlet egy megoldasa.

e Helyettesitsiik be R* fenti alakban leirt altaldnos elemét az
egyenl6tlenségébe:
a' (xo +6a) < b,

Hajnal Péter Egyenl&tlenségrendszerek megoldashalmaza, SzTE, 2020
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Példa (folytatas)

e a'xg = b miatt egyenlStlenségiink ekvivalens a kovetkezével:

da'a<0.

e Tehat egyenlotlenségiink megoldashalmaza

0 1 0 0 2
Olial O 4|t +4]% 45| °

0 0 ol 7|1 2|
3 2 2

5 —5 0 5 5

ahol «, (8, 7 tetszdleges valds szdm, mig ¢ tetszbleges nempozitiv

valés szam.
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Egy tétel és egy definicid

Legyen F C R". Ekkor a kovetkezok ekvivalensek

(i) F valamely a € R"\ {0} és b € R esetén a'x < b
megolddshalmaza, azaz F = {x € R": a"x < b},

(ii) valamely xo € R" vektorra és valamely a € R" \ {0}-ra
meréleges g1, ..., gn—1 linedrisan fliggetlen vektorokra

F={x0+ g1+ Xog+...+Ap_18n-1 — Aa:
Ala)\27"'7)\n71 €R7)\ER+}

Definicié

A fenti lemma valamely/barmely tulajdonsagaval rendelkezd
F C R" halmazt (zart) féltérnek nevezziik.

Hajnal Péter Egyenl&tlenségrendszerek megoldashalmaza, SzTE, 2020



Poliéderek Linedris egyenlet/egyenl6tlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenlétlenségrendszerek Politépok, poléderek

Szlnet

30

‘4 S

%

%
Y 2>

Hajnal Péter Egyenl&tlenségrendszerek megoldashalmaza, SzTE, 2020



Poliéderek Linedris egyenlet/egyenl6tlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenldtlenségrendszerek Politépok, poléderek

Homogén linearis egyenletrendszer

E: Ax=0

egyenletrendszer M(E) megoldadshalmazat vizsgaljuk.

M(E) véges sok origdn atmend hipersik metszete.

M(E) zért a szdmmal vald szorzasra és az Gsszegképzésre.

Definicié
L C R" nemtres halmaz egy linedris altér R"-ben ha zart a
szdmmal valé szorzasra és osszeadasra.

e Tehdt egy homogén egyenletrendszer megolddshalmaza

Hajnal Péter Egyenl&tlenségrendszerek megoldashalmaza, SzTE, 2020
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Vektorok linedris kombindcidja

Legyen vi,va, ..., vy € R” vektorok egy véges rendszere és
A1, A2, ..., Ay € Ry valds szdmok egy rendszere. Ekkor

Avi 4+ dovo + .. 4+ Anvy

a v;j vektorok linearis kombinacidja.

Legyen £ C R" egy ponthalmaz. Ekkor a kovetkezdk ekvivalensek:

(i) L linearis altér,

(ii) £ zart a linedris kombinacié képzésre.

Hajnal Péter Egyenl&tlenségrendszerek megoldashalmaza, SzTE, 2020
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Linedris egyenletrendszerek megolddsa

e Az Ax = b egyenletrendszert az (A|b) bdvitett matrixszal irjuk le.

e Elemi sormiiveletekkel |épcsos alakra hozzuk az
egyenletrendszert.

o Az elemi sormiiveletek:
(1) Egy sor nemnulla szdmmal tortén szorzdsa.

(2) Egy sor szamszorosanak hozzdadasa egy masik sorhoz.

e A |épcsOs alak kialakitasa soran egyenletrendszeriink ekvivalens
az eredetivel.

e A |épcsOs alakbdl kiolvashaté az altalanos megoldas.

Hajnal Péter Egyenl&tlenségrendszerek megoldashalmaza, SzTE, 2020
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Homogén linedris egyenletrendszer: Példa

10 1 20]0
0/1 -1 3 0/0
(Aly=[ 00 0 o0[L]0
00 0 000
00 0 000

Megoldas: x3, x4 tetszblegesen megvalaszthatd:
X3 =q,
X4 :67

x1, xo és xs kifejezhetd:

X1 =—«a— 2/87
Xp =@ — 3/87
X5 =0.

v
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Homogén linedris egyenletrendszer: Példa (folytatds)

Példa (folytatds)

A megoldas vektor frasmdédban:
X1
X2
X3
X4
X5

O O = =

-3
+8

o = O

Hajnal Péter
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Végesen generalt linearis altér

e (vi)ien vektorrendszerbdl képzett linedris kombindcidk linedris
kombindcidja is a (v;)jcy vektorrendszerbdl képzett linedris
kombindcié. Ezen egyszerii észrevétel alapjan djabb példat
adhatunk linearis altérre.

<V1, Vo, ... VN>|ineéris = {)\1V1 +Xowvo+ ...+ Ayvy i A € Rn} .

e Konnyli latni, hogy (vi, va, ... VN)iinesris @ legsziikebb linedris
altér, amely tartalmazza a (v;)"; vektorrendszert.
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Egy definicié és egy tétel

Definicié
L egy végesen generdlt linedris altér, ha elé all mint
(vi, V2, ... VN)iinesris alakban valamely (v,-)f\’:1 vektorrendszerre.

Tétel
Legyen £ C R". Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:

| A\

(i) £ egy Ax =0 homogén linedris egyenletrendszer
megoldashalmaza,

(i) L egy végesen generdlt linedris altér.

\

Formadlisan
JAe R beRF: L ={x:Ax =0}
0
G e R™€: L ={G\: )\ € R8}
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Poliéderek Linedris egyenlet/egyenl6tlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenldtlenségrendszerek Politépok, poléderek

Altalanos linedris egyenletrendszer

e Az £ : Ax = b egyenletrendszer M(E) megolddshalmazat
vizsgaljuk.

M(E) véges sok hipersik metszete.

Emlékeztetd
Legyen A, B két pont R"-ben. Az A-t és B-t 0sszekotd egyenes
AB={MA+(1-))B:XeR}
={M+uB: \peR A+ p=1}.

| \

Definicié

A C R" halmaz egy affin altér R"-ben ha zart , két pontjdnak
egyenessel valé osszekotésére” .

e Tehat egy linedris egyenletrendszer megoldashalmaza affin altér.
Hajnal Péter Egyenl&tlenségrendszerek megoldashalmaza, SzTE, 2020



Poliéderek Linedris egyenlet/egyenl6tlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenlétlenségrendszerek Politépok, poléderek

Példa: Linedris egyenletrendszer:

01 2

11 3
(A'|p) = 000
000

O O O

0 00 00O
Megoldds: x3, x4 tetszblegesen megvalaszthaté:

X3 =q,
xq =P,
x1, X2 és xs kifejezheto:
x1=—1—a—28,
xo =4+ a — 38,
X5 =2.

v
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Poliéderek Linedris egyenlet/egyenl6tlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenldtlenségrendszerek Politépok, poléderek

Linearis egyenletrendszer: Példa (folytatas)

Példa (folytatds)

A megoldas vektor frasmdédban:
X1 -1 -1 —2
X2 4 1 -3
x3| =0 |+a]l 1 |+B8] 0
X4 0 0 1
X5 2 0 0
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Poliéderek Linedris egyenlet/egyenl6tlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenldtlenségrendszerek Politépok, poléderek

Vektorok affin kombinacioi

Definicié

Legyen vi,vo, ..., vy € R” vektorok egy véges rendszere és
A1, A2, ..., Ay € R valds szamok egy rendszere, amelyre
A+ X+ ...+ Ay = 1. Ekkor

Avi+ Aovo + ..+ Anvy

a v; vektorok affin kombinacidja.

Legyen A C R" egy ponthalmaz. Ekkor a kovetkezék ekvivalensek:

(i) A affin altér, azaz A zart a Osszekotd egyenes képzésre,

(ii) A zart az affin kombinacié képzésre.
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Poliéderek Linedris egyenlet/egyenl6tlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenlétlenségrendszerek Politépok, poléderek

Végesen generalt affin altér

e (vi)ien vektorrendszerbdl képzett affin kombindcidk affin kombindcidja is
a (vj)jen vektorrendszerbdl képzett affin kombindcié. Ezen egyszer(i
észrevétel alapjan djabb példat adhatunk affin altérre.

<V17 Vo, ... VN>affin =M1+ v+ ...+ Ayvy i A € Rn,Z)\,’ =1

]

e Konnyii latni, hogy (vi, va, ... vn)affin @ legszlikebb affin altér, amely
tartalmazza a (v;)"; vektorrendszert.
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Poliéderek Linedris egyenlet/egyenl6tlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenldtlenségrendszerek Politépok, poléderek

Egy definicié és egy tétel

Definicié
A egy végesen generdlt affin altér, ha elé all mint
(vi, v, ... Vn)affin alakban valamely (v,-)f\’:1 vektorrendszerre.

Tétel
Legyen A C R". Ekkor a kovetkezdk ekvivalensek:

| A\

(i) A egy Ax = b homogén linedris egyenletrendszer
megoldashalmaza,

(ii) A egy végesen generdlt affin altér.

\

Formidlisan
JAeR" beRF: A= {x:Ax=b}
) .
HGER”Xg:A:{GAleAzl}
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Poliéderek Linedris egyenlet/egyenl6tlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenldtlenségrendszerek Politépok, poléderek
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Poliéderek Linedris egyenlet/egyenlétlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenlétlenségrendszerek Politépok, poléderek

Poliedrikus kipok

e El6szor vizsgéljuk az Ax =< 0 (0 € R¥) homogén linedris
egyenletrendszer megolddshalmazat. A naiv mdédszer itt is
egyszer(i. Lassuk a kialakult terminolégiat.

Definicid

C C R" egy poliedrikus kip, ha véges sok az origét a hataran
tartalmazé zart féltér metszete.

e A fentiek alapjan egy poliedrikus kip mindig tartalmazza
0 € R"-t.

C = {0} c R?

egy poliedrikus kup.
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Poliéderek Linedris egyenlet/egyenlétlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenlétlenségrendszerek Politépok, poléderek

Kipok (konvex)

e Konnyii ellenérizni, hogy egy C poliedrikus kipra u,v € C,
AER, esetén \v e Cés u+v eC.

Definicid

C C R" egy (konvex) kip, ha zart ponthalmaz és u,v € C, A € R
esetén A\v e C ésu+v eC.

e Azaz a poliedrikus kip egy példa a kipra, amely raaddsul zart is.
A fent kozolt definicidébdl egyszeriien levezethetd, hogy egy kip
sziikségszeriien konvex.

e Ha C # {0} C R kiip, akkor tartalmaz félegyenest.

Hajnal Péter Egyenl&tlenségrendszerek megoldashalmaza, SzTE, 2020



Poliéderek Linedris egyenlet/egyenlétlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenlétlenségrendszerek Politépok, poléderek

Példa

X
y ]R3:x2+y2§z2,220
V4

egy a z-tengelyre forgdsszimmetrikus kip a 3-dimenzids térben.

e A fenti forgaskip nem poliedrikus kup.

Hajnal Péter Egyenl8tlenségrendszerek megoldashalmaza, SzTE, 2020



Poliéderek Linedris egyenlet/egyenl6tlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenlStlenségrendszerek Politépok, poléderek

Vektorok kip kombindcidja

Legyen vi,va, ..., vy € R” vektorok egy véges rendszere és
A1, A2, ..., Ay € Ry nemnegativ szdmok egy rendszere. Ekkor

Avi 4+ dovo + .. 4+ Anvy

a v;j vektorok kip kombinacidja.

Lemma

Legyen C C R” egy nemiires, zart ponthalmaz. Ekkor a kovetkezdk
ekvivalensek:

(i) C kip, azaz C zart a nemnegativ szamokkal val6 szorzésra és
az osszeadasra,

(ii) C zart a kip kombindcié képzésre.
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Végesen generalt kipok

e (vi)ien vektorrendszerbdl képzett kip kombindcidk kip
kombindcidja is a (v;)jcy vektorrendszerbdl képzett kiip
kombindcié. Ezen egyszerii észrevétel alapjan djabb példat
adhatunk kdpra.

<V1,V2,.. . VN>kljp = {)\1V1 +Xovo+ ...+ Ayvy t A E Rg_}

e Konnyii latni, hogy (vi, v, ... vn)kip a legsziikebb kip, amely

tartalmazza a (v;)"_; vektorrendszert.

Definicié

C egy végesen generalt kip, ha el6 all mint (vi, vo, ... Vn)kap
alakban valamely (v;), vektorrendszerre.

e Ez vajon példa a poliedrikus kapra?
Hajnal Péter Egyenl&tlenségrendszerek megoldashalmaza, SzTE, 2020



Poliéderek Linedris egyenlet/egyenl6tlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenlStlenségrendszerek Politépok, poléderek

Weyl—Minkowski-tétel

Weyl—Minkowski-tétel

Legyen C C R". Ekkor a kovetkezék ekvivalensek:
(i) C poliedrikus kup,
(ii) C végesen generdlt kip.

(i) (Weyl-tétel) Legyen G = {GA : 0 < A} egy végesen generdlt
kip. Ekkor alkalmas A matrixra G = {x : Ax < 0}.

(ii) (Minkowski-tétel) Legyen P = {x : Ax < 0} egy poliedrikus
kip. Ekkor alkalmas G matrixra P = {GA : 0 < A}
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Poliéderek Linedris egyenlet/egyenl6tlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenlStlenségrendszerek Politépok, poléderek
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Poliéderek Linedris egyenlet/egyenl6tlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenlStlenségrendszerek Politépok, poléderek

Farkas-lemma: Geometriai alak

Legyen C C R” egy végesen generalt kip. Azaz alkalmas
G € R™k mitrixra

C:{G)\:Oj)\eRk}.

G oszlopvektorai a kip generatorai.

Gx = b,

e Masképpen b € Cg akkor és csak akkor ha ~
< x

megoldhatd.

e Egy ilyen egyenldtlenségrendszer negoldhatdsaga éppen a
Farkas-lemma egyik alternativdja. Mi a masik alternativa?
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Poliéderek Linedris egyenlet/egyenl6tlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenlStlenségrendszerek Politépok, poléderek

Farkas-lemma: Geometriai alak (folytatds)

Gx = b,
e A Farkas-lemma alapjan 0 < nem megoldhatésdga
=< x

ekvivalens olyan A\ € R" vektor létezésével, hogy
MG =0T, mig \Th=—1.
e Masképpen fogalmazva a H : ATx = 0 origén tmend hipersik

FZ : ATx > 0 oldala tartalmazza a C kiipot, mig a masik
F< : ATx < 0 féltere belsejében tartalmazza b-t.

Farkas-lemma: Geometriai forma.

Legyen C C R" egy végesen generalt kip, b & C. Ekkor van olyan
H : ATx = 0 hipersik, amely szeparalja/elvélasztja a kiipot és b-t.
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Poliéderek Linedris egyenlet/egyenl6tlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenlStlenségrendszerek Politépok, poléderek

Weyl-tétel bizonyitadsa

Legyen G = {GX : 0 < A} egy végesen generalt kip.

?-{(;‘):y—GA,Oj)\}.

Nyilvan G egy poliéder.

Legyen

Nyilvén G a G projekciéibdl megkaphatd.
Tudjuk, hogy G egy poliéder és egy kip.

Tudjuk, hogy C egy poliéder és egy kip. Ekkor C egy poliedrikus
kip.
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Poliéderek Linedris egyenlet/egyenl6tlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenlStlenségrendszerek Politépok, poléderek

Minkowski-lemma

Lemma
Tegyiik fel, hogy

{x:Ax 20} ={GA: 0= )\}.

Ekkor

{X:GijO}:{AT/\:Oj)\}.

e A Lemma feltételét két tartalmazasként is felfoghatjuk:

{x : Ax 20} D{GA:0 =< A}.

{x:Ax <0} C{GA:0=<A}.
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Poliéderek Linedris egyenlet/egyenl6tlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenlStlenségrendszerek Politépok, poléderek

Minkowski-lemma: Az elso feltétel

{x  Ax 20} D{GA:0 =< A}.

e A baloldal elemei G oszlopainak kip kombinacidi. A tartalmazas
szerint ezen vektorok mindegyike benne van a bal oldali halmazban.

e Ez azonban ekvivalens azzal, hogy G oszlopai benne vannak a
bal oldali halmazban.

e Ez azonban ekvivalens azzal, hogy

AG elemei mind nempozitivak.
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Poliéderek Linedris egyenlet/egyenl6tlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenlStlenségrendszerek Politépok, poléderek

Minkowski-lemma: A masodik feltétel

{x  Ax 20} C{GA:0 =< A}.

e A bal oldal egy b eleme a jobb oldalban is benne van. Azaz

GA=0b
Ab < 0 esetén a rendszer megoldhaté.
0=A

e A Farkas-lemma alapjan ez ekvivalens médon atfogalmazhaté:
Ab <0
uTG <07  rendszernek nincs megoldésa.
uwb=1
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Poliéderek Linedris egyenlet/egyenl6tlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenlStlenségrendszerek Politépok, poléderek

Minkowski-lemma: A feltételek

o A fentiek alapjan a feltételek

Ab <0
AG elemei mind nempozitivak és u'G <07  nem megoldhatd.
pwb=1
o Masképpen
GTu <0
GTAT elemei mind nempozitivak és bTAT <07  nem megoldhat:
bTu=1

e A fentiek alapjan ez a bizonyitanddval ekvivalens.
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Poliéderek Linedris egyenlet/egyenl6tlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenlétlenségrendszerek Politépok, poléderek

Politépok

Definicié

P C R” poliédert politépnak nevezziik, ha korldtos.

e A korlatos poliéderek/politépok fontos szerepet jdtszanak a
poliéderek megértésében.

Ve e
LA
~ >
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Poliéderek Linedris egyenlet/egyenl6tlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenlétlenségrendszerek Politépok, poléderek

Konvex politépok alaptétele

Legyen P C RY. Ekkor a kovetkez8k ekvivalensek

(i) P egy korlatos poliéder.
(i) P véges sok R9-beli pont konvex burka.
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Poliéderek , klpositdsa”, homogenizalas

Legyen P egy poliéder, azaz

P ={x:Ax < b} C R

P= {<X> 1x€Rd,)\ER,ij)\b,0§)\} C RYxR, C R

73:{(X,y,A)T:XSO,ySO,Azo}cR2xR+cR3,
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Poliéderek Linedris egyenlet/egyenl6tlenség Linedris egyenletrendszer Homogén egyenlétlenségrendszerek Politépok, poléderek

Poliéderek , kipositdsa”: Az allitas

(i) x € P akkor és csak akkor, ha (T) eP.

(i) P egy poliedrikus kiip.
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Konvex politépok alaptétele: A bizonyitas (i)=>(ii)

o P korldtos, igy az észrevételben szerepld P poliedrikus kip csak
0-t tartalmazza a A = 0 hipersikrdl.

o Weyl tétele alapjan
P: <gl7g27"'7gk>kﬂp: <<1) ) <1> gy <1)>
kip
o igy

akkor és csak akkor ha

g c <g1,g2, cee 7gk>konvex
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Konvex politépok alaptétele: A bizonyitas (ii)=-(i)

Feltessziik, hogy P = (g1, 82, - -+ 8k)kony- Nyilvan P korldtos.

Legyen
5_ /(81 82 8k
P=((3)(3) (),
dp

végesen generalt kip.

Weyl tétele alapjan alkalmas (A| — b) matrixra
o X X
P={()-w-n ()=}

P ={x:Ax < b},

Ekkor

azaz P egy poliéder.
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Geometriai halmazok osszeadasa

Definicié

Legyen A, B C RY. Ekkor
A+B={a+b:acAbe B}

az A, B ponthalmazok direkt vagy Minkowski-0sszege.
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Minkowski—Weyl-tétel

Minkowski—Weyl-tétel
(i) Legyen P egy tetszdleges poliéder. Ekkor alkalmas T végesen
generalt konvex halmazra/politépra és C végesen generdlt kipra

P=T+C.

(ii) Legyen T egy végesen generdlt konvex halmaz/politép és C egy
végesen generalt kip. Ekkor T + C egy poliéder
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Minkowski—Weyl-tétel: A bizonyitas: (i)

e P-hez definialtunk egy P poliedrikus kiipot.

o Weyl tétele alapjan

(&) () (2)-(5) () ().,

e Ekkor

P = (81,82 8Kk)konvex T (M 2o he)y s
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Minkowski—Weyl-tétel: A bizonyitas: (ii)

Feltessziik, hogy P = (g1, 82, - - - 8k)kony + (M1s h2y - .o o)y
Legyen

= {(8). () (2)- () (3) - ().

végesen generalt kip.

Weyl tétele alapjan alkalmas (A| — b) métrixra
= X X
— (Al — <0,
P={() )=o)

P = {x:Ax < b},

Ekkor

azaz P egy poliéder.
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