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Adott

(i) G grdf,

«O>» «Fr « = o
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Adott

(i) G graf,

(i) ¢: E(G) — Ry hosszfiiggvény az éleken,

«40O>» «Fr «=)r» «=)» = Q>



Adott

(i) G graf,

(iii) s, t két kitiintetett cstics.

«O>» <Fr <> <> DA

(i) ¢: E(G) — Ry hosszfiiggvény az éleken,



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

A kérdés alapvaltozata

Adott

(i) G gréf,

(ii) ¢: E(G) — Ry hosszfiiggvény az éleken,
(iii) s, t két kitiintetett cstcs.

A kérdés
Hatdrozzuk meg s és t tdvolsagat.

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021
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e G graf: V = V/(G) véges csiicshalmaz,

v
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élhalmaz,

e G graf: V = V/(G) véges csticshalmaz, E = E(G) véges
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«40>» «Fr» «=)» < Q>



e G graf: V = V/(G) véges csticshalmaz, E = E(G) véges
rendel.

élhalmaz, illeszkedési reladcié, amely minden élhez két végpontot
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Emlékezteto

e G graf: V = V/(G) véges csicshalmaz, E = E(G) véges
élhalmaz, illeszkedési relacié, amely minden élhez két végpontot
rendel.

e uv-séta G-ben:

S:u:Wanl7W17e27'"7WL—17eL>WL:V»

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Emlékezteto

e G graf: V = V/(G) véges csicshalmaz, E = E(G) véges
élhalmaz, illeszkedési relacié, amely minden élhez két végpontot
rendel.

e uv-séta G-ben:
S:u= wo, €1, W1,€2,...,W|_1,€,W =V,

ahol w; € V (i=0,1,...,L),
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Emlékezteto

e G graf: V = V/(G) véges csicshalmaz, E = E(G) véges
élhalmaz, illeszkedési relacié, amely minden élhez két végpontot
rendel.

e uv-séta G-ben:
S:u= wo, €1, W1,€2,...,W|_1,€,W =V,

aholw; € V (i=0,1,...,L), e € E(i=1,...,L),

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Emlékezteto

e G graf: V = V/(G) véges csicshalmaz, E = E(G) véges
élhalmaz, illeszkedési relacié, amely minden élhez két végpontot
rendel.

e uv-séta G-ben:
S:u= wo, €1, W1,€2,...,W|_1,€,W =V,

aholw; € V (i=0,1,....1), e € E (i=1,...,L), ¢ két
végpontja wj_1 és w; (i =1,...,L).

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Emlékezteto

e G graf: V = V/(G) véges csicshalmaz, E = E(G) véges
élhalmaz, illeszkedési relacié, amely minden élhez két végpontot
rendel.

e uv-séta G-ben:
S:u= wo, €1, W1,€2,...,W|_1,€,W =V,

aholw; € V (i=0,1,....1), e € E (i=1,...,L), ¢ két
végpontja wj_1 és w; (i =1,...,L).

e Az § uv-séta grafelméleti hossza L.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Emlékezteto

e G graf: V = V/(G) véges csicshalmaz, E = E(G) véges
élhalmaz, illeszkedési relacié, amely minden élhez két végpontot
rendel.

e uv-séta G-ben:
S:u= wo, €1, W1,€2,...,W|_1,€,W =V,

aholw; € V (i=0,1,...,L), e € E(i=1,...,L), e két
végpontja wj_1 és w; (i =1,...,L).
e Az § uv-séta grafelméleti hossza L.

e Az § uv-séta sllyozott hossza

L

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021
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e u és v tavolsaga
(i)

min{{(S) : S egy uv-séta}.

it
v

«0O)>» «Fr «=»r < o



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Emlékeztetd (folytatds)

e u és v tavolsaga
(i)
min{{(S) : S egy uv-séta}.

(i)

Minimalizaljuk (S)-t
Feltéve, hogy S egy uv séta

optimalizalasi feladat p* optimalis értéke.

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021
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e Feltessziik, hogy G Osszefliggd

«O> «Fr « = 4 > P NEa



o Feltessziik, hogy G Osszefiiggd (barmely két csics kozott van
séta).

«O> «Fr « = 4 > P NEa



o Feltessziik, hogy G Osszefiiggd (barmely két csics kozott van
séta). Ekkor p* € R4

«O> «Fr « = 4 > Q>



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Kezdeti megjegyzések

e Feltessziik, hogy G Osszefiiggd (barmely két csics kozott van
séta). Ekkor p* € Ry

e Egy grafban lehetnek hurokélek, parhuzamos élparok.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Kezdeti megjegyzések

e Feltessziik, hogy G Osszefiiggd (barmely két csics kozott van
séta). Ekkor p* € Ry

e Egy grifban lehetnek hurokélek, parhuzamos élparok. Feltessziik,
hogy grafunk egyszertii.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus

Kezdeti megjegyzések

Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

e Feltessziik, hogy G Osszefiiggd (barmely két csics kozott van
séta). Ekkor p* € Ry

e Egy grifban lehetnek hurokélek, parhuzamos élparok. Feltessziik,
hogy grafunk egyszertii.

e Egy S séta at, ha csicsai kilonbozbek.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Kezdeti megjegyzések

e Feltessziik, hogy G Osszefiiggd (barmely két csics kozott van
séta). Ekkor p* € Ry

e Egy grifban lehetnek hurokélek, parhuzamos élparok. Feltessziik,
hogy grafunk egyszertii.

e Egy S séta at, ha csicsai kilonbozbek.

e Ha grafunkban van S uv-séta, akkor van Sy uv-ut is

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Kezdeti megjegyzések

e Feltessziik, hogy G Osszefiiggd (barmely két csics kozott van
séta). Ekkor p* € Ry

e Egy grifban lehetnek hurokélek, parhuzamos élparok. Feltessziik,
hogy grafunk egyszertii.

e Egy S séta at, ha csicsai kilonbozbek.

e Ha grafunkban van S uv-séta, akkor van Sy uv-ut is Sét, egy
ilyen it megkaphatd S, kiritkitdsaval”.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Kezdeti megjegyzések

e Feltessziik, hogy G Osszefiiggd (barmely két csics kozott van
séta). Ekkor p* € Ry

e Egy grifban lehetnek hurokélek, parhuzamos élparok. Feltessziik,
hogy grafunk egyszertii.

e Egy S séta at, ha csicsai kilonbozbek.

e Ha grafunkban van § uv-séta, akkor van Sy uv-ut is Sét, egy
ilyen it megkaphaté S ,, kiritkitasaval”. Igy ¢(Sp) < 4(S).

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Kezdeti megjegyzések

e Feltessziik, hogy G Osszefiiggd (barmely két csics kozott van
séta). Ekkor p* € Ry

e Egy grifban lehetnek hurokélek, parhuzamos élparok. Feltessziik,
hogy grafunk egyszertii.

e Egy S séta at, ha csicsai kilonbozbek.

e Ha grafunkban van § uv-séta, akkor van Sy uv-ut is Sét, egy
ilyen it megkaphaté S ,, kiritkitasaval”. Igy ¢(Sp) < 4(S).

e Elég az st-utak kozott keresni az optimalisat.

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021
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«O>» «Fr « = o
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Adott

(i) I iranyitott graf,
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Adott

(i) ¢ irdnyitott graf,

(i) £: E(G) = Ry, hosszfiiggvény az éleken,

«40>» «Fr» «=)» < Q>
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_
Adott

(i) ¢ irdnyitott graf,

(i) £: E(G) — Ry, hosszfiiggvény az éleken,
(iii) s, t két kitiintetett cstcs.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

A kérdés iranyitott valtozata

Adott

(i) ¢ irdnyitott graf,

(i) ¢: E(E) — R4 hosszfiiggvény az éleken,
(iii) s, t két kitlintetett cstcs.

A kérdés
Hatdrozzuk meg s és t tdvolsagdt.

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021
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e G irdnyitott graf:
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e G irdnyitott graf: V = V(g) véges csticshalmaz,

it
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véges élhalmaz,

e G irdnyitott graf: V = V(g) véges cslicshalmaz, E = E(e)

it
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«40>» «Fr» «=)» < Q>



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Emlékezteto

o G iranyftott graf: V = V(G) véges csiicshalmaz, E = E(G)
véges élhalmaz, két illeszkedési relacié: kifut, befut, amely minden
élhez egy végpontot rendel.

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Emlékezteto

e G irdnyitott graf: V = V() véges csicshalmaz, E = E(G)
véges élhalmaz, két illeszkedési relacié: kifut, befut, amely minden
élhez egy végpontot rendel. vKe jelentése: a v csicsbdl kifut az
¢ él. vBE jelentése: a v cslicsba befut az @ él.

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Emlékezteto

e G irdnyitott graf: V = V() véges csicshalmaz, E = E(G)
véges élhalmaz, két illeszkedési relacié: kifut, befut, amely minden
élhez egy végpontot rendel. vKe jelentése: a v csicsbdl kifut az
¢ él. vBE jelentése: a v cslicsba befut az @ él.

o LV-séta B-ben:

i . — — — .
g-U—WO, €1,W1, €2,..., W1, €[,W =V,

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Emlékezteto

e G irdnyitott graf: V = V() véges csicshalmaz, E = E(G)
véges élhalmaz, két illeszkedési relacié: kifut, befut, amely minden
élhez egy végpontot rendel. vKe jelentése: a v csicsbdl kifut az
¢ él. vBE jelentése: a v cslicsba befut az @ él.

e UV-séta B-ben:
i . — — — .
?.U—Wo,el,Wl,62,...,WL_]_,GL,WL—V,

ahol w; € V (i=0,1,...,L),

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Emlékezteto

e G irdnyitott graf: V = V() véges csicshalmaz, E = E(G)
véges élhalmaz, két illeszkedési relacié: kifut, befut, amely minden
élhez egy végpontot rendel. vKe jelentése: a v csicsbdl kifut az
¢ él. vBE jelentése: a v cslicsba befut az @ él.

e UV-séta B-ben:
i . — — — .
?.U—Wo,el,Wl,62,...,WL_]_,GL,WL—V,

ahol wje V (i=0,1,...,L), €€ E(i=1,...,L),

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Emlékezteto

e G irdnyitott graf: V = V() véges csicshalmaz, E = E(G)
véges élhalmaz, két illeszkedési relacié: kifut, befut, amely minden
élhez egy végpontot rendel. vKe jelentése: a v csicsbdl kifut az
¢ él. vBE jelentése: a v cslicsba befut az @ él.

e UV-séta B-ben:
i . — — — .
?.U—Wo,el,Wl,62,...,WL_]_,GL,WL—V,

ahol wj e V (i=0,1,...,L), €, € E(i=1,...,L), ¢ kifut
w;_1-bél és befut wi-be (i =1,...,L).

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Emlékezteto

e G irdnyitott graf: V = V() véges csicshalmaz, E = E(G)
véges élhalmaz, két illeszkedési relacié: kifut, befut, amely minden
élhez egy végpontot rendel. vKe jelentése: a v csicsbdl kifut az
¢ él. vBE jelentése: a v cslicsba befut az @ él.

e UV-séta B-ben:
i . — — — .
?.U—Wo,el,Wl,62,...,WL_]_,GL,WL—V,

ahol wj e V (i=0,1,...,L), €, € E(i=1,...,L), ¢ kifut
w;_1-bél és befut wi-be (i =1,...,L).

o Az ? uv-séta grafelméleti hossza L.

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Emlékezteto

e G irdnyitott graf: V = V() véges csicshalmaz, E = E(G)
véges élhalmaz, két illeszkedési relacié: kifut, befut, amely minden
élhez egy végpontot rendel. vKe jelentése: a v csicsbdl kifut az
¢ él. vBE jelentése: a v cslicsba befut az @ él.

o LV-séta B-ben:

i . — — — .
g-U—WO, €1,W1, €2,..., W1, €[,W =V,

ahol wj e V (i=0,1,...,L), €, € E(i=1,...,L), ¢ kifut
w;_1-bél és befut wi-be (i =1,...,L).

o Az ? uv-séta grafelméleti hossza L.

o Az ? uv-séta stlyozott hossza
L

> UED).

i=1

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021
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e Feltessziik, hogy nincs hurokél.

«0O>» «Fr « =>» Q>

v



legfeljebb egy él vezet.

e Feltessziik, hogy nincs hurokél. Feltessziik, hogy u-bdl v-be

«O>» <Fr <> <> DA



Kez

e Feltessziik, hogy nincs hurokél. Feltessziik, hogy u-bdl v-be
legfeljebb egy él vezet. Azaz feltessziik, hogy

egyszerd.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Kezdeti megjegyzések

o Feltessziik, hogy nincs hurokél. Feltesszik, hogy u-bdl v-be
legfeljebb egy él vezet. Azaz feltessziik, hogy G egyszerd.

e Feltessziik, hogy minden cstics elérhet6 s-bdl iranyitott
sétdval /attal.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Kezdeti megjegyzések

o Feltessziik, hogy nincs hurokél. Feltesszik, hogy u-bdl v-be
legfeljebb egy él vezet. Azaz feltessziik, hogy G egyszerd.

e Feltessziik, hogy minden cstics elérhet6 s-bdl iranyitott
sétdval/attal. p* € Ry

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Redukcid

,Elég" az irdnyitott problémat vizsgélni/megoldani.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Redukcid

,Elég" az irdnyitott problémat vizsgélni/megoldani.

e G esetén legyen ? a kovetkezd irdnyitott graf:

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus

Redukcid

Dijkstra és LP

,Elég" az irdnyitott problémat vizsgélni/megoldani.

e G esetén legyen ? a kovetkezd irdnyitott graf:
(a) csticsai G cstcsai,

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus

Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP
LV4
Redukcid

,Elég" az irdnyitott problémat vizsgélni/megoldani.

e G esetén legyen ? a kovetkezd irdnyitott graf:
(a) csticsai G cstcsai,

(b) G minden e = uv élére bevezetiink egy € = uv és
élt.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus

Redukcid

Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

,Elég" az irdnyitott problémat vizsgélni/megoldani.

G esetén legyen ? a kovetkezd irdnyitott graf:
) cstcsai G csticsai,

a
%
b) G minden e = uv élére bevezetiink egy €' = uv és ? =i
élt.
(c) Az e-hez bevezetett mindkét él hossza /(e),

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Redukcid

,Elég" az irdnyitott problémat vizsgélni/megoldani.

e G esetén legyen ? a kovetkezd irdnyitott graf:
(a) csticsai G cstcsai,
. (14 . - i o
(b) G minden e = uv élére bevezetiink egy ¢’ = v és ¢’ = Vi
élt.
(c) Az e-hez bevezetett mindkét él hossza ¢(e), azaz

0(T) = (") = t(e).

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Redukcid

,Elég" az irdnyitott problémat vizsgélni/megoldani.

e G esetén legyen ? a kovetkezd irdnyitott graf:
(a) csticsai G cstcsai,

%
(b) G minden e = uv élére bevezetiink egy €' = uv és ? = Vi
élt.
(c) Az e-hez bevezetett mindkét él hossza ¢(e), azaz
() = 1) = t(e).

° graf s?—tjtjai parbaallithaték az eredeti G graf st dtjaival.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Redukcid

,Elég" az irdnyitott problémat vizsgélni/megoldani.

e G esetén legyen ? a kovetkezd irdnyitott graf:
(a) csticsai G cstcsai,
(b) G minden e = uv élére bevezetiink egy e = v és ¢’ = Vii
élt.
(c) Az e-hez bevezetett mindkét él hossza ¢(e), azaz
0(T) = (") = t(e).
° graf 3—ﬂtjai parbaallithaték az eredeti G graf st dtjaival.
° ? graf egy s?—ljtja’nak hossza megegyezik G grafbeli parjanak
(egy st-iat) hosszaval.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Redukcid

,Elég" az irdnyitott problémat vizsgélni/megoldani.

e G esetén legyen ? a kovetkezd irdnyitott graf:
(a) csticsai G cstcsai,
(b) G minden e = uv élére bevezetiink egy e = v és ¢’ = Vii
élt.
(c) Az e-hez bevezetett mindkét él hossza ¢(e), azaz
0(T) = (") = t(e).
° graf 3—ﬂtjai parbaallithaték az eredeti G graf st dtjaival.
° ? graf egy s?—ljtja’nak hossza megegyezik G grafbeli parjanak
(egy st-iat) hosszaval.
e (G,!,s,t) megoldasa:

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Redukcid

,Elég" az irdnyitott problémat vizsgélni/megoldani.

e G esetén legyen ? a kovetkezd irdnyitott graf:
(a) csticsai G cstcsai,
(b) G minden e = uv élére bevezetiink egy e = v és ¢’ = Vii
élt.
(c) Az e-hez bevezetett mindkét él hossza ¢(e), azaz
0(T) = (") = t(e).
° graf 3—ﬂtjai parbaallithaték az eredeti G graf st dtjaival.
° ? graf egy s?—ljtja’nak hossza megegyezik G grafbeli parjanak
(egy st-iat) hosszaval.
e (G,!,s,t) megoldasa: (?,6, s, t) , felépitése”

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Redukcid

,Elég" az irdnyitott problémat vizsgélni/megoldani.

e G esetén legyen ? a kovetkezd irdnyitott graf:
(a) csticsai G cstcsai,
(b) G minden e = uv élére bevezetiink egy ? = és ? = Vi
élt.
(c) Az e-hez bevezetett mindkét él hossza ¢(e), azaz
0(T) = (") = t(e).
° graf 3—ﬂtjai parbaallithaték az eredeti G graf st dtjaival.
° ? graf egy s?—ljtjénak hossza megegyezik G grafbeli parjanak
(egy st-iat) hosszaval.
e (G,!,s,t) megoldasa: (?,6, s, t) , felépitése” — (?,E, s, t)
megoldasa,

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Redukcid

,Elég" az irdnyitott problémat vizsgélni/megoldani.

e G esetén legyen ? a kovetkezd irdnyitott graf:
(a) csticsai G cstcsai,
(b) G minden e = uv élére bevezetiink egy ? = és ? = Vi
élt.
(c) Az e-hez bevezetett mindkét él hossza ¢(e), azaz
0(T) = (") = t(e).
° graf 3—ﬂtjai parbaallithaték az eredeti G graf st dtjaival.
° ? graf egy s?—ljtjénak hossza megegyezik G grafbeli parjanak
(egy st-iat) hosszaval.
e (G,!,s,t) megoldasa: (?,6, s, t) , felépitése” — (?,E, s, t)
megoldasa, azaz ?opt kiszamitasa
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Redukcid

,Elég" az irdnyitott problémat vizsgélni/megoldani.

e G esetén legyen ? a kovetkezd irdnyitott graf:

(a) csticsai G cstcsai,

(b) G minden e = uv élére bevezetiink egy ? = és
élt.

(c) Az e-hez bevezetett mindkét él hossza ¢(e), azaz
0(T) = (") = t(e).

° graf 3—ﬂtjai parbaallithaték az eredeti G graf st dtjaival.

° ? graf egy s?—ljtjénak hossza megegyezik G grafbeli parjanak

(egy st-iat) hosszaval.

e (G,!,s,t) megoldasa: (?,6, s, t) , felépitése” — (?,E, s, t)

megoldasa, azaz ?opt kiszdmitdsa — Popt parjdnak meghatdrozasa

G-ben: Pqpt,

& — v
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Redukcid

,Elég" az irdnyitott problémat vizsgélni/megoldani.

e G esetén legyen ? a kovetkezd irdnyitott graf:

(a) csticsai G cstcsai,

(b) G minden e = uv élére bevezetiink egy ? = és
élt.

(c) Az e-hez bevezetett mindkét él hossza ¢(e), azaz
0(T) = (") = t(e).

° graf 3—ﬂtjai parbaallithaték az eredeti G graf st dtjaival.

° ? graf egy s?—ljtjénak hossza megegyezik G grafbeli parjanak

(egy st-iat) hosszaval.

e (G,!,s,t) megoldasa: (?,6, s, t) , felépitése” — (?,E, s, t)

megoldasa, azaz ?opt kiszdmitdsa — Popt parjdnak meghatdrozasa

G-ben: Popt, optimalis megolddsa a (G, 4, s, t) feladatnak.
Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021
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Miel6tt a legrovidebb Ut problémajat targyaljuk, megnézziik a
grafelméleti tdvolsdgra vonatkozé problémat.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Grafelméleti tavolsag esete

Miel6tt a legrovidebb Ut problémdjat targyaljuk, megnézziik a
grafelméleti tavolsagra vonatkozd problémat. Azaz mi torténik, ha
egy séta/ut hossza az élek/lépések megszdmolasibdl adddik.

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Grafelméleti tavolsag esete

Miel6tt a legrovidebb Ut problémdjat targyaljuk, megnézziik a
grafelméleti tavolsagra vonatkozd problémat. Azaz mi torténik, ha
egy séta/ut hossza az élek/lépések megszdmolasibdl adddik.

e Egy erdsebb feladatot oldunk meg.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Grafelméleti tavolsag esete

Miel6tt a legrovidebb Ut problémdjat targyaljuk, megnézziik a
grafelméleti tavolsagra vonatkozd problémat. Azaz mi torténik, ha
egy séta/ut hossza az élek/lépések megszdmolasibdl adddik.

e Egy erdsebb feladatot oldunk meg. (8,5) lesz az input.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Grafelméleti tavolsag esete

Miel6tt a legrovidebb Ut problémdjat targyaljuk, megnézziik a
grafelméleti tavolsdgra vonatkozdé problémat. Azaz mi torténik, ha
egy séta/lt hossza az élek/lépések megszamoldsibdl adddik.

e Egy erdsebb feladatot oldunk meg. (8,5) lesz az input.
Meghatdrozzuk azon pontok S halmazat, amelyekbe vezet s-bél
indulé irdnyitott ut.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Grafelméleti tavolsag esete

Miel6tt a legrovidebb Ut problémdjat targyaljuk, megnézziik a
grafelméleti tavolsdgra vonatkozdé problémat. Azaz mi torténik, ha
egy séta/lt hossza az élek/lépések megszamoldsibdl adddik.

e Egy erdsebb feladatot oldunk meg. (8,5) lesz az input.
Meghatdrozzuk azon pontok S halmazat, amelyekbe vezet s-bél
indulé irdnyitott ut.

e Ezek halmaza S = SoUS1U...US; lesz,

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Grafelméleti tavolsag esete

Miel6tt a legrovidebb Ut problémdjat targyaljuk, megnézziik a
grafelméleti tavolsdgra vonatkozdé problémat. Azaz mi torténik, ha
egy séta/lt hossza az élek/lépések megszamoldsibdl adddik.

e Egy erdsebb feladatot oldunk meg. (8,5) lesz az input.
Meghatdrozzuk azon pontok S halmazat, amelyekbe vezet s-bél
indulé irdnyitott ut.

e Ezek halmaza S = SpUS1U...US, lesz, ahol S; pontosan azokat
a pontokat tartalmazza, amelyek grafelméleti tavolsaga s-tdl i.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Grafelméleti tavolsag esete

Miel6tt a legrovidebb Ut problémdjat targyaljuk, megnézziik a
grafelméleti tavolsdgra vonatkozdé problémat. Azaz mi torténik, ha
egy séta/lt hossza az élek/lépések megszamoldsibdl adddik.

e Egy erdsebb feladatot oldunk meg. (8,5) lesz az input.
Meghatdrozzuk azon pontok S halmazat, amelyekbe vezet s-bél
indulé irdnyitott ut.

e Ezek halmaza S = SpUS1U...US, lesz, ahol S; pontosan azokat
a pontokat tartalmazza, amelyek grafelméleti tavolsaga s-tdl i.

e [ jeloli az s-bdl induld leghosszabb Gt hosszat.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Grafelméleti tavolsag esete

Miel6tt a legrovidebb Ut problémdjat targyaljuk, megnézziik a
grafelméleti tavolsdgra vonatkozdé problémat. Azaz mi torténik, ha
egy séta/lt hossza az élek/lépések megszamoldsibdl adddik.

e Egy erdsebb feladatot oldunk meg. (8,5) lesz az input.
Meghatdrozzuk azon pontok S halmazat, amelyekbe vezet s-bél
indulé irdnyitott ut.

e Ezek halmaza S = SpUS1U...US, lesz, ahol S; pontosan azokat
a pontokat tartalmazza, amelyek grafelméleti tavolsaga s-tdl i.

e [ jeloli az s-bdl induld leghosszabb Gt hosszat.

e SésS = V(G)— S kdzott az dsszes él S-bdl indul és S-be
vezet.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Grafelméleti tavolsag esete

Miel6tt a legrovidebb Ut problémdjat targyaljuk, megnézziik a
grafelméleti tavolsdgra vonatkozdé problémat. Azaz mi torténik, ha
egy séta/lt hossza az élek/lépések megszamoldsibdl adddik.

e Egy erdsebb feladatot oldunk meg. (8,5) lesz az input.
Meghatdrozzuk azon pontok S halmazat, amelyekbe vezet s-bél
indulé irdnyitott ut.

e Ezek halmaza S = SpUS1U...US, lesz, ahol S; pontosan azokat
a pontokat tartalmazza, amelyek grafelméleti tavolsaga s-tdl i.

e [ jeloli az s-bdl induld leghosszabb Gt hosszat.

e SésS = V(G)— S kdzott az dsszes él S-bdl indul és S-be
vezet. Ez bizonyitja, hogy s-bél irdnyitott (it nem léphet ki S-bdl.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Szélességi keresés

Szélességi keresés
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Szélességi keresés

Szélességi keresés

(1) // Inicializélds // Legyen So = {s}.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Szélességi keresés

Szélességi keresés

(1) // Inicializélds // Legyen So = {s}.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Szélességi keresés

(1) // Inicializélds // Legyen So = {s}.
(C) // Ciklus // Amig S; # 0

Siyi1={xe V(G) —(SoU...US;): vanolyan o € 5,
hogy o% € E(G)}

és i+ i+1.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Szélességi keresés

(1) // Inicializélds // Legyen So = {s}.
(C) // Ciklus // Amig S; # 0

Siyi1={xe V(G) —(SoU...US;): vanolyan o € 5,
hogy o% € E(G)}

és i+ i+1.

A fenti algoritmus outputja korrekt.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Szélességi keresés

(1) // Inicializélds // Legyen So = {s}.
(C) // Ciklus // Amig S; # 0

Siyi1={xe V(G) —(SoU...US;): vanolyan o € 5,
hogy o% € E(G)}

és i+ i+1.

A fenti algoritmus outputja korrekt.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Szélességi keresés

(1) // Inicializélds // Legyen So = {s}.
(C) // Ciklus // Amig S; # 0

Siyi1={xe V(G) —(SoU...US;): vanolyan o € 5,
hogy o% € E(G)}

és i+ i+1.

A fenti algoritmus outputja korrekt.

(i) Ha x € S;, akkor s és x grafelméleti tavolsaga i.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Szélességi keresés

(1) // Inicializélds // Legyen So = {s}.
(C) // Ciklus // Amig S; # 0

Siyi1={xe V(G) —(SoU...US;): vanolyan o € 5,
hogy o% € E(G)}

és i+ i+1.

A fenti algoritmus outputja korrekt.

(i) Ha x € S;, akkor s és x grafelméleti tavolsaga i.
(i) Ha x ¢ S, akkor nem létezik irdnyitott at s-bdl x-be.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021
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A fenti algoritmusnak vegyiik a kovetkezd véltozatat:

«O> «Fr « = 4 > P NEa



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Szélességi kereso fa

A fenti algoritmusnak vegylik a kovetkez6 valtozatat:

e Ha a (C) ciklusban egy x cstics a Sjy1 halmazba sorolédik, akkor
az algoritmusnak taldlnia kell egy o € S; cslicsot és egy ox élt. A
» bizonyitd” élt egy F élhalmazba gyljtsiik ossze.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Szélességi kereso fa

A fenti algoritmusnak vegylik a kovetkez6 valtozatat:

e Ha a (C) ciklusban egy x cstics a Sjy1 halmazba sorolédik, akkor
az algoritmusnak taldlnia kell egy o € S; cslicsot és egy ox élt. A
» bizonyitd” élt egy F élhalmazba gyljtsiik ossze.

A G|s grafban F egy F feszitéfa élhalmaza. F az s csiccsal egy
gyokeres fa, amelyben minden él s-t6l , elfele” vezet.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Szélességi kereso fa

A fenti algoritmusnak vegylik a kovetkez6 valtozatat:

e Ha a (C) ciklusban egy x cstics a Sjy1 halmazba sorolédik, akkor
az algoritmusnak taldlnia kell egy o € S; cslicsot és egy ox élt. A
» bizonyitd” élt egy F élhalmazba gyljtsiik ossze.

A G|s grafban F egy F feszitéfa élhalmaza. F az s csiccsal egy
gyokeres fa, amelyben minden él s-t6l , elfele” vezet.

Minden x € S cslicsra pontosan egy F-beli sX-Gt van. Ez az Gt egy
legrovidebb (grafelméleti értelemben) Gt, amely s-bdl x-be vezet.

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus

Szunet

Dijkstra és LP

L\\\\W//@.,

“, S

V7 =

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021
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Adott (8,&5, t). Keresiink egy legrovidebb st-sétat.

«O> «Fr « = 4 > P NEa



_
Adott (3,6,5, t). Keresiink egy legrovidebb st-sétat. Arrdl
szeretnénk donteni, melyik élen hanyszor haladunk at.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Algebraizdlds: az otlet

Adott (E,B, s, t). Keresiink egy legrovidebb st-sétat. Arrdl
szeretnénk donteni, melyik élen hdnyszor haladunk at.

Xe = hanyszor haladunk at az e élen

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Algebraizdlds: az otlet

Adott (E,B, s, t). Keresiink egy legrovidebb st-sétat. Arrdl
szeretnénk donteni, melyik élen hdnyszor haladunk at.

Xe = hanyszor haladunk at az e élen

Feltételek:

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Algebraizdlds: az otlet

Adott (E,B, s, t). Keresiink egy legrovidebb st-sétat. Arrdl
szeretnénk donteni, melyik élen hdnyszor haladunk at.

Xe = hanyszor haladunk at az e élen

Feltételek:
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Algebraizdlds: az otlet

Adott (g,& s, t). Keresiink egy legrovidebb st-sétat. Arrdl
szeretnénk donteni, melyik élen hdnyszor haladunk at.

Xe = hanyszor haladunk at az e élen

Feltételek:

e Az s-be befuté éleken vald athaladdsok 0ssz szdma 1-gyel
kevesebb mint s-bdl kifutd éleken az 6ssz athaladasok szama.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Algebraizdlds: az otlet

Adott (g,& s, t). Keresiink egy legrovidebb st-sétat. Arrdl
szeretnénk donteni, melyik élen hdnyszor haladunk at.

Xe = hanyszor haladunk at az e élen

Feltételek:
e Az s-be befuté éleken vald athaladdsok 0ssz szdma 1-gyel
kevesebb mint s-bdl kifutd éleken az 6ssz athaladasok szama.

e A t-be befuté éleken vald athaladdsok 0ssz szdma 1-gyel tobb
mint t-bol kifutd éleken az 6ssz athaladdsok szama.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Algebraizdlds: az otlet

Adott (8,6, s, t). Keresiink egy legrovidebb st-sétat. Arrdl
szeretnénk donteni, melyik élen hdnyszor haladunk at.

Xe = hanyszor haladunk at az e élen

Feltételek:

e Az s-be befuté éleken vald athaladdsok 0ssz szdma 1-gyel
kevesebb mint s-bdl kifutd éleken az 0ssz dthaladdsok szama.

e A t-be befuté éleken vald athaladdsok 0ssz szdma 1-gyel tobb
mint t-bdl kifutd éleken az ossz athaladdsok szama.

o A v-be (v € V —{s,t}) befutd éleken valé dthaladasok Gssz
szdma ugyanannyi mint az v-bdl kifuté éleken az ossz
athaladdsok szdma.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Algebraizdlds: az otlet

Adott (8,6, s, t). Keresiink egy legrovidebb st-sétat. Arrdl
szeretnénk donteni, melyik élen hdnyszor haladunk at.

Xe = hanyszor haladunk at az e élen

Feltételek:

e Az s-be befuté éleken vald athaladdsok 0ssz szdma 1-gyel
kevesebb mint s-bdl kifutd éleken az 0ssz dthaladdsok szama.

e A t-be befuté éleken vald athaladdsok 0ssz szdma 1-gyel tobb
mint t-bdl kifutd éleken az ossz athaladdsok szama.

o A v-be (v € V —{s,t}) befutd éleken valé dthaladasok Gssz
szdma ugyanannyi mint az v-bdl kifuté éleken az ossz
athaladasok szama.

A lehetséges megoldasok: sétdk élhalmaza, illetve sétak élhalmaza

felesleges ciklusokkal.
Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021
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Feltételek:
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Feltételek:

(Fs)

Z Xe — Z R
e:sBe

e:sKe

«O» «F»r < . ’ o



(Fs)

PR
e:sBe
(Fe)

e:sKe

Z Xe — Z Xe = 1’
e:tBe

e:tKe

«0O)>» «Fr «=»r < o

it
v



Alg

Feltételek:

(Fs)

I P

e:sBe
(Fe)

L,
e:sKe

) DEAD PR
e:tBe

e:tKe
(Fv) minden v € V — {s, t} csiicsra

YDED JEA
e:vBe

e:vKe
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus

Algebraizalds: képletek

Dijkstra és LP

Feltételek:

(Fs)
Z Xe — Z Xe = —1,

e:sBe e:sKe

(Fe)
ZXe*ZXe:L

e:tBe e:tKe

(Fy) minden v € V — {s, t} csicsra

er— ZXeZO,

e:vBe e:vKe

(E+1)
x = 0, x € 7.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus

Algebraizalds: matrix alak

Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Definicid

m |

1 Ea vBe

s /-1
v —1 ha vKe 1
_ VXE _ _ 4
= 0 [k ER™S b= | o | =e

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Algebraizalds: matrix alak

Definicid

m |

1 Ea vBe

v —1 ha vKe t 1

_ VXE _ R |
= 0 b ER™S b= | o | =e

° /668 minden oszlopaban egy darab 1-es és egy darab —1-es van.

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



alakjat:

Ezek utdn készen allunk arra, hogy felirjuk a probléma formalis

«O> «Fr « = 4 > Q>



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Algebraizalas: egészértékii LP/IP

Ezek utdn készen allunk arra, hogy felirjuk a probléma formalis

alakjat:
Minimalizaljuk (Tx-t
Feltéve, hogy IME?X =b
x=0
xezVv,
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Az alapkérdés LP algoritmus

Dijkstra algoritmus

Algebraizalas: egészértékii LP/IP

Ezek utdn készen allunk arra, hogy felirjuk a probléma formalis

alakjat:
Minimalizaljuk

Feltéve, hogy

0T x-t
IMZ?X =b
x=0
xezVv,

ahol ¢ € RY az élhosszakat tartalmazé vektor.

Hajnal Péter

Legrovidebb dt, SzTE, 2021
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Algebraizalas: egészértékii LP/IP

Ezek utdn készen allunk arra, hogy felirjuk a probléma formalis

alakjat:
Minimalizaljuk (Tx-t
Feltéve, hogy IME?X =b
x=0
xezVv,

ahol £ € RY az élhosszakat tartalmazé vektor.
e Az utolsé sortdl/feltételtél eltekintve egy LP feladatot Itunk.

e Az utolsé sor a keresett x vektor koordinatdinak értékeirol
koveteli meg, hogy egészek legyenek.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Algebraizalas: egészértékii LP/IP

Ezek utdn készen allunk arra, hogy felirjuk a probléma formalis

alakjat:
Minimalizaljuk (Tx-t
Feltéve, hogy IME?X =b
x=0
xezVv,

ahol £ € RY az élhosszakat tartalmazé vektor.
e Az utolsé sortdl/feltételtél eltekintve egy LP feladatot Itunk.

e Az utolsé sor a keresett x vektor koordinatdinak értékeirol
koveteli meg, hogy egészek legyenek.

e Ha egy linedris célfliggvényt optimalizdlunk, feltétel rendszeriink
LP feltételek mellett a megoldds vektor egész koordinatajusiga,
akkor a feladatot egészértékii programozdsnak nevezzik (angolul:
integer programming, roviden IP).
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

IP feladat LP relaxacidja

Ha egy IP feladatban elhagyjuk a valtozdk egész
koordinatdjisidganak feltételét, akkor egy LP feladatot kapunk,
amit az eredeti IP feladat LP relaxaciéjanak neveiink.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

IP feladat LP relaxacidja

Ha egy IP feladatban elhagyjuk a valtozdk egész
koordinatdjisidganak feltételét, akkor egy LP feladatot kapunk,
amit az eredeti IP feladat LP relaxaciéjanak neveiink.

A legrovidebb Ut probléma LP relaxdcidja

Minimalizaljuk (Tx-t
Feltéve, hogy IMEX =b
x=0
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

A fotétel

Legyen R egy tetszbleges négyzetes részmatrixa az /Mg
méatrixnak. Ekkor detR € {—1,0,1}
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A fotétel

Legyen R egy tetszbleges négyzetes részmatrixa az /Mg
méatrixnak. Ekkor detR € {—1,0,1}

Definicié

Egy M mdtrix totélisan unimoduldris (TU), ha tetszéleges
négyzetes részmatrixdnak determindnsa {—1,0, 1}-beli.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

A fotétel

Legyen R egy tetszbleges négyzetes részmatrixa az /Mg
méatrixnak. Ekkor detR € {—1,0,1}

Definicié

Egy M mdtrix totélisan unimoduldris (TU), ha tetszéleges
négyzetes részmatrixanak determindnsa {—1,0, 1}-beli.

/ME} TU tulajdonsagd.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

A fotétel kovetkezménye

Kovetkezmény

Ha a korabbi

Minimalizaljuk 0T x-t
Feltéve, hogy Iéﬂgx =b
x>0

LP relaxacidt szimplex mdédszerrel megoldjuk, akkor a kapott
optimalis bazismegoldds automatikusan egész lesz.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

A kovetkezmény bizonyitdsa

e Tegyiik fel, hogy az egyenletrendszer feltételmatrixa r rangu.
Tartsunk meg r linedrisan fuiggetlen egyenloség feltételt.
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A kovetkezmény bizonyitdsa
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e A szimplex mddszer garantéltan egy optimalis bazismegoldéssal
all le. Legyen B a bazisvaltozék halmaza. Vele egyiitt K a bazison
kivili valtozék halmaza.
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A kovetkezmény bizonyitdsa

e Tegyiik fel, hogy az egyenletrendszer feltételmatrixa r rangu.
Tartsunk meg r linedrisan fuggetlen egyenloség feltételt. Azaz az
elhagyott feltételek a meghagyottak kovetkezményei. A teljes
sorrangl matrix legyen A, a megmaradt konstansok vektora legyen
bo.

e A szimplex mddszer garantéltan egy optimalis bazismegoldéssal
all le. Legyen B a bazisvaltozék halmaza. Vele egyiitt K a bazison
kivili valtozék halmaza.

o Legyen Ag, Ay az A matrix azon résznmatrixa, amelyet indexei
altal leirt oszlopok alkotnak.

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

A kovetkezmény bizonyitdsa

e Tegyiik fel, hogy az egyenletrendszer feltételmatrixa r rangu.
Tartsunk meg r linedrisan fuggetlen egyenloség feltételt. Azaz az
elhagyott feltételek a meghagyottak kovetkezményei. A teljes
sorrangl matrix legyen A, a megmaradt konstansok vektora legyen
bo.
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A kovetkezmény bizonyitdsa

e Tegyiik fel, hogy az egyenletrendszer feltételmatrixa r rangu.
Tartsunk meg r linedrisan fuggetlen egyenloség feltételt. Azaz az
elhagyott feltételek a meghagyottak kovetkezményei. A teljes
sorrangl matrix legyen A, a megmaradt konstansok vektora legyen
bo.

e A szimplex mddszer garantéltan egy optimalis bazismegoldéssal
all le. Legyen B a bazisvaltozék halmaza. Vele egyiitt K a bazison
kivili valtozék halmaza.

o Legyen Ag, Ay az A matrix azon résznmatrixa, amelyet indexei
altal leirt oszlopok alkotnak. Igy Ag egy r X r méretii matrix. xg,
illetve xp a bazisvaltozdk, illetve bazison kivuli valtozdk vektora.

e Az utolsé szétdrat felirhatjuk.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

A kovetkezmény bizonyitdsa

e Tegyiik fel, hogy az egyenletrendszer feltételmatrixa r rangu.
Tartsunk meg r linedrisan fuggetlen egyenloség feltételt. Azaz az
elhagyott feltételek a meghagyottak kovetkezményei. A teljes
sorrangl matrix legyen A, a megmaradt konstansok vektora legyen
bo.

e A szimplex mddszer garantéltan egy optimalis bazismegoldéssal
all le. Legyen B a bazisvaltozék halmaza. Vele egyiitt K a bazison
kivili valtozék halmaza.

o Legyen Ag, Ay az A matrix azon résznmatrixa, amelyet indexei
altal leirt oszlopok alkotnak. Igy Ag egy r X r méretii matrix. xg,
illetve xp a bazisvaltozdk, illetve bazison kivuli valtozdk vektora.

e Az utolsé szdtdrat felirhatjuk. Az Ax = by feltételt balrdl
Agl—gyel szrozhatjuk:

xg + AEIAKXK = ABIABXB + AglAKXK = AEI cAx = Agl - bg.
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e Tehat az utolsé szétar

XB = AEl

by — Ag' Ak xk.
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e Tehat az utolsé szétar

xg = Ag" - bo — Agt Akxk
e Az optimalis bazismegoldas

XB =A51 : b07

xk = 0.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Bizonyitds (folytatas)

e Tehat az utolsé szdtar

Xg = AEl - by — AElAKXK.

e Az optimaélis bazismegoldas

XB = AEl . bo, XK = 0.

e Ag az [llz TU tulajdonsagd matrix egy nem elfajulé négyzetes
részmatrixa.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Bizonyitds (folytatas)

e Tehdt az utolsé szétar

Xg = AEl - by — AElAKXK.
e Az optimaélis bazismegoldas

XB = AEl . bo, XK = 0.

o Ag az /ZEE? TU tulajdonsdgl matrix egy nem elfajulé négyzetes
részmatrixa.
o Az f6tétel alapjan det Ag € {—1,1}.

e .z —1 / e 21 2114 Y
e A Cramer-szabdly alapjan A5~ egy egész szdmokbdl allé matrix.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Bizonyitds (folytatas)

e Tehat az utolsé szdtar

Xg = AEl - by — AElAKXK.
e Az optimaélis bazismegoldas
XB = AEl . bo, XK = 0.

o Ag az IZZE? TU tulajdonsdgl matrix egy nem elfajulé négyzetes
részmatrixa.

o Az f6tétel alapjan det Ag € {—1,1}.
e A Cramer-szabdly alapjan AEI egy egész szamokbdl allé matrix.
e Készen vagyunk. A

Xg = Agl - by, xx = 0.

képlet egy egész vektort ir le.
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fHac



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

[l sor-fuggetlen részmatrixa

[€- sorainak sszege 0 € RY. Azaz sorai nem fiiggetlenek.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

[l sor-fuggetlen részmatrixa

[€- sorainak sszege 0 € RY. Azaz sorai nem fiiggetlenek.

Az észrevétel alapjan a szimplex médszer feltételei nem teljesiilnek.

Itz rangja [V| —1.

Mivel a sorok kozt felismert linedris osszefliggésben mindegyik sor
nemnulla egyiitthatéval szerepel, ezért l%g barmelyik sorat
elhagyva teljes sorrangi matrixot kapunk.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

[l sor-fuggetlen részmatrixa

[€- sorainak sszege 0 € RY. Azaz sorai nem fiiggetlenek.

Az észrevétel alapjan a szimplex médszer feltételei nem teljesiilnek.

Itz rangja [V| —1.

Mivel a sorok kozt felismert linedris osszefliggésben mindegyik sor
nemnulla egyiitthatéval szerepel, ezért IME barmelyik sorat
elhagyva teljes sorrangi matrixot kapunk.

IM%S az [ll-z matrixbdl az s csics elhagydsaval kapott matrixot

jeloli.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

[l sor-fuggetlen részmatrixa

[€- sorainak sszege 0 € RY. Azaz sorai nem fiiggetlenek.

Az észrevétel alapjan a szimplex médszer feltételei nem teljesiilnek.

Itz rangja [V| —1.

Mivel a sorok kozt felismert linedris osszefliggésben mindegyik sor
nemnulla egyiitthatéval szerepel, ezért IME barmelyik sorat
elhagyva teljes sorrangi matrixot kapunk.

IM%S az [ll-z matrixbdl az s csics elhagydsaval kapott matrixot

jeloli. b~° = e; azt a vektort jeloli, amelyet b-bol kapunk az s-nek
megfelelé komponens elhagyasaval.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021
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o Feltettiik, hogy 8—ben minden cstcs elérhetd irdnyitott uttal
s-bél kiindulva.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Lemma bizonyitdsa

o Feltettiik, hogy 8—ben minden cstcs elérhetd iranyitott uttal
s-bdl kiindulva.

e lgy az s-bdl inditott szélességi keresés az Osszes csticsot eléri.
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Lemma bizonyitdsa

o Feltettiik, hogy 8—ben minden cstcs elérhetd iranyitott uttal
s-bdl kiindulva.

e lgy az s-bdl inditott szélességi keresés az Osszes cslicsot eléri. A
szélességi keres6 fa minden csicsot tartalmaz.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Lemma bizonyitdsa

o Feltettiik, hogy 8—ben minden cstcs elérhetd iranyitott uttal
s-bdl kiindulva.

e Igy az s-bdl inditott szélességi keresés az Osszes csticsot eléri. A
szélességi keres6 fa minden cslicsot tartalmaz. A szélességi keres6
fanak |V| — 1 éle van.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Lemma bizonyitdsa

o Feltettiik, hogy E—ben minden cstcs elérhetd iranyitott uttal
s-bdl kiindulva.

e Igy az s-bdl inditott szélességi keresés az Osszes csticsot eléri. A
szélességi keres6 fa minden cslicsot tartalmaz. A szélességi keres6
fanak |V| — 1 éle van.

o Tegyiik fel, hogy a szélességi kereso faba az s-tdl kiilonbozo
csucsok és élek vq, e1, v, e, ..., VIV|-1+ €V|-1 sorrendben
kerulnek be.
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o Ekkor /¢l-2-nek

€1 € et
2] 0 1 7 (S R(V—{s})x(v_{s})'
Vv-1 \ 0 0 .

részmatrixa.



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Bizonyitds (folytatas)

e Ekkor Iﬁﬁg—nek

e € ... e|V|,1
Vi 1 ? e ?
v2 0 1 T gV-EHx(v—sh)
V|\/‘_1 0 0 1

részmatrixa.

e Az algoritmus alapjan ez egy fels6 triangularis matrix 1-esekkel a
féatlon.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Bizonyitds (folytatas)

e Ekkor Iﬁﬁg—nek

e € ... E|V|71
Vi 1 ? e ?
v2 0 1 T gV-EHx(v—sh)
V|\/‘_1 0 0 1

részmatrixa.
e Az algoritmus alapjan ez egy fels6 triangularis matrix 1-esekkel a
féatlon.

e Tehdt /¢l rangja legaldbb V|- 1.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Bizonyitds (folytatas)

e Ekkor Iﬁﬁg—nek

e € ... E|V|71
Vi 1 ? e ?
v2 0 1 T v shx(v—{sh),
V|\/‘_1 0 0 1

részmatrixa.

e Az algoritmus alapjan ez egy fels6 triangularis matrix 1-esekkel a
f64tlén.

e Tehat /(2 rangja legaldbb |V| — 1. Tudjuk, hogy /¢ rangja
kisebb mint |V/|.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Bizonyitds (folytatas)

e Ekkor Iﬁﬁg—nek

e € ... E|V|71
Vi 1 ? e ?
v2 0 1 T v shx(v—{sh),
V|\/‘_1 0 0 1

részmatrixa.

e Az algoritmus alapjan ez egy fels6 triangularis matrix 1-esekkel a
f6atlon.

e Tehat /(2 rangja legaldbb |V| — 1. Tudjuk, hogy /¢ rangja
kisebb mint |V/|. A Lemma 4llitdsa adédott.

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021
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k x k méretll matrix

e L egyen R egy tetszOleges négyzetes részmatrix. Legyen R egy
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A £5

k x k méretll matrix

e L egyen R egy tetszOleges négyzetes részmatrix. Legyen R egy

e k-ra vonatkozd teljes indukcidt végziink.

m]

=

DA



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

A fotétel bizonyitasa

e Legyen R egy tetszOleges négyzetes részmatrix. Legyen R egy
k x k méretli matrix

e k-ra vonatkozé teljes indukciét végziink.

e k =1 esetben az allitas nyilvénvalé.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

A fotétel bizonyitasa

e Legyen R egy tetszOleges négyzetes részmatrix. Legyen R egy
k x k méretli matrix

e k-ra vonatkozé teljes indukciét végziink.
e k =1 esetben az allitas nyilvénvalé.

o k > 1 eset:
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

A fotétel bizonyitasa

e Legyen R egy tetszOleges négyzetes részmatrix. Legyen R egy
k x k méretli matrix

e k-ra vonatkozé teljes indukciét végziink.
e k =1 esetben az allitas nyilvénvalé.

o k > 1 eset:

1. eset: R egyik oszlopaban nincs nemnulla elem.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

A fotétel bizonyitasa

e Legyen R egy tetszOleges négyzetes részmatrix. Legyen R egy
k x k méretli matrix

e k-ra vonatkozé teljes indukciét végziink.
e k =1 esetben az allitas nyilvénvalé.

e k> 1 eset:
1. eset: R egyik oszlopaban nincs nemnulla elem.

Linedris algebra alapjan det R = 0.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

A fotétel bizonyitasa

e Legyen R egy tetszOleges négyzetes részmatrix. Legyen R egy
k x k méretli matrix

e k-ra vonatkozé teljes indukciét végziink.
e k =1 esetben az allitas nyilvénvalé.

e k> 1 eset:
1. eset: R egyik oszlopaban nincs nemnulla elem.
Linedris algebra alapjan det R = 0.
2. eset: R egyik oszlopaban egyetlen nemnulla elem van.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

A fotétel bizonyitasa

e Legyen R egy tetszOleges négyzetes részmatrix. Legyen R egy
k x k méretli matrix

e k-ra vonatkozé teljes indukciét végziink.
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Eszerint az oszlop szerint kifejtve det R-et és alkalmazva az
indukcids feltevést adddik az allitas.
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A fotétel bizonyitasa

e Legyen R egy tetszOleges négyzetes részmatrix. Legyen R egy
k x k méretli matrix

e k-ra vonatkozé teljes indukciét végziink.
e k =1 esetben az allitas nyilvénvalé.

e k> 1 eset:
1. eset: R egyik oszlopaban nincs nemnulla elem.
Linedris algebra alapjan det R = 0.
2. eset: R egyik oszlopaban egyetlen nemnulla elem van.

Eszerint az oszlop szerint kifejtve det R-et és alkalmazva az
indukcids feltevést adddik az allitas.

3. eset: R mindegyik oszlopaban két nemnulla elem van.

Az R-beli sorok osszege 0, linedris algebra alapjan det R = 0.
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Az LP algoritmus

LP algoritmus a legrovidebb (it problémara

(1) irjuk fel a legrovidebb Gt IP formalizaldsdnak LP relaxacidjat.

(2) Hagyjuk el az s cstcsra vonatkozd egyenletet, hogy az LP
probléma mdtrixa teljes sorrangi legyen.

(3) Futassuk a szimplex médszert. Sziikségszerii a szimplex
médszer sikeresen alljon le.
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Az LP algoritmus

LP algoritmus a legrovidebb (it problémara

(1) irjuk fel a legrovidebb Gt IP formalizaldsdnak LP relaxacidjat.

(2) Hagyjuk el az s cstcsra vonatkozd egyenletet, hogy az LP
probléma mdtrixa teljes sorrangi legyen.

(3) Futassuk a szimplex médszert. Sziikségszerii a szimplex
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Az LP algoritmus

LP algoritmus a legrovidebb (it problémara

(1) irjuk fel a legrovidebb Gt IP formalizaldsdnak LP relaxacidjat.

(2) Hagyjuk el az s cstcsra vonatkozd egyenletet, hogy az LP
probléma mdtrixa teljes sorrangi legyen.

(3) Futassuk a szimplex médszert. Sziikségszerii a szimplex
modszer sikeresen alljon le. Az optimalis bazismegoldas
garantdltan egész koordinatdju lesz (fététel kovetkezménye).
Az optimadlis st-séta egy ut, igy a bazismegoldas
sziikségszeriien 0-1 koordinataji. Azaz szimplex mddszer
outputja egy élhalmaz karakterisztikus vektora.
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Az LP algoritmus

LP algoritmus a legrovidebb (it problémara

(1) irjuk fel a legrovidebb Gt IP formalizaldsdnak LP relaxacidjat.

(2) Hagyjuk el az s cstcsra vonatkozd egyenletet, hogy az LP
probléma mdtrixa teljes sorrangi legyen.

(3) Futassuk a szimplex médszert. Sziikségszerii a szimplex
modszer sikeresen alljon le. Az optimalis bazismegoldas
garantdltan egész koordinatdju lesz (fététel kovetkezménye).
Az optimadlis st-séta egy ut, igy a bazismegoldas
sziikségszeriien 0-1 koordinataji. Azaz szimplex mddszer
outputja egy élhalmaz karakterisztikus vektora.

(4) A szimplex médszer outputja altal leirt élhalmazbdl
. kiolvassuk” az optimdlis st utat.
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Az alapotlet

e Egy dltaldnosabb problémat vizsgélunk.

e legyens e S C V(E) egy csticshalmaz. Erre az S
csticshalmazra a kovetkezd problémat tiizzik ki

(i) Ha v € S, akkor hatarozzuk meg a legrovidebb sv utat S-en
beliil.
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Az alapotlet

e Egy dltaldnosabb problémat vizsgélunk.

e legyens e S C V(g) egy csticshalmaz. Erre az S
csticshalmazra a kovetkezd problémat tiizzik ki
(i) Ha v € S, akkor hatarozzuk meg a legrovidebb sv utat S-en
beldl.

(i) Ha v ¢ S, akkor hatdrozzuk meg a legrévidebb SV utat, amely
S-en beliil halad, kivéve az utolsé lépését (ami persze v-be,
S-en kivilre 1ép).
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Az alapotlet

e Egy dltaldnosabb problémat vizsgélunk.

e legyens e S C V(E) egy csticshalmaz. Erre az S
csticshalmazra a kovetkezd problémat tiizzik ki
(i) Ha v € S, akkor hatarozzuk meg a legrovidebb sv utat S-en
beldl.
(i) Ha v ¢ S, akkor hatdrozzuk meg a legrévidebb SV utat, amely
S-en beliil halad, kivéve az utolsé lépését (ami persze v-be,
S-en kivilre 1ép).

e A megoldast lgy képzelhetjiik, hogy minden csticshoz egy
»cimkét” gondolunk, ami a kérdezett informaciét tartalmazza.
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Az alapotlet

e Egy dltaldnosabb problémat vizsgélunk.
e legyens e S C V(E) egy csticshalmaz. Erre az S
csticshalmazra a kovetkezd problémat tiizzik ki

(i) Ha v € S, akkor hatarozzuk meg a legrovidebb sv utat S-en
beliil.

(i) Ha v ¢ S, akkor hatdrozzuk meg a legrévidebb SV utat, amely
S-en beliil halad, kivéve az utolsé lépését (ami persze v-be,
S-en kivilre 1ép).

e A megoldast lgy képzelhetjiik, hogy minden csticshoz egy
»cimkét” gondolunk, ami a kérdezett informaciét tartalmazza.

e 2IVI=1 feladatot tiiztiink ki, az egyetlen kiindulé kérdés helyett

(s =Vv(G)).

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021
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e Nem oldjuk meg az Gsszes feladatot. (Az nem is lenne hatékony.)

«40>» «Fr» «=)» < > Q>



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az alapotlet (folytatas)

e Nem oldjuk meg az Gsszes feladatot. (Az nem is lenne hatékony.)
Csupan jdl kivélasztott |V/| darab feladatot oldunk meg.
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Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az alapotlet (folytatas)

e Nem oldjuk meg az Gsszes feladatot. (Az nem is lenne hatékony.)
Csupan jdl kivélasztott |V/| darab feladatot oldunk meg.
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e A novekedés sordan az S-beli cimkék a globdlis legrovidebb Gt
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Az alapotlet (folytatas)

e Nem oldjuk meg az Gsszes feladatot. (Az nem is lenne hatékony.)
Csupan jdl kivélasztott |V/| darab feladatot oldunk meg.

e A kiindulé feladat S = {s} lesz, ami nagyon egyszerii. A
megoldasra mint egy ,, kiindulé cimkézés” gondolunk.

e A megoldas Iényege, hogyan tiizziik ki az 0j feladatot és hogyan
szamoljuk ki megoldasat.

e Mindig novelni fogjuk az aktudlis S halmazt. Az uj feladat
megoldasara mint ,,a cimkézés update-eléseként” hivatkozunk.

e A novekedés sordan az S-beli cimkék a globdlis legrovidebb Gt
hosszat adjak meg.

e Az S = V(E) esetén megoldjuk a legrovidebb at problémajat.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021
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Dijkstra-algoritmus
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Dijkstra-algoritmus

(1) // Inicializalas
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Dijkstra-algoritmus

(1) // Inicializalas
Legyen S = {s}, c(s) = 0.
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Dijkstra-algoritmus

(1) // Inicializalas
Legyen S = {s}, c(s) = 0.
veS, sveE esetén c(v) = (V).
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Dijkstra-algoritmus

(1) // Inicializalas
Legyen S = {s}, c(s) = 0.
v S, sveE esetén c(v) = (V).
veS, 5 ¢E esetén c(v) =

8
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Dijkstra-algoritmus

(1) // Inicializalds
Legyen S = {s}, c(s) = 0.
V&S, sveE esetén c(v) = é(ﬁ)
veS, 5 ¢E esetén c(v) =

(B) // Bévités
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Dijkstra-algoritmus

Dijkstra-algoritmus
(1) // Inicializalds
Legyen S = {s}, c(s) = 0.
V&S, sveE esetén c(v) = é(ﬁ)
veS, 5 ¢E esetén c(v) =
(B) // Bovités
Legyen m ¢ S azon (egyik) csics, amely cimkéje a legkisebb
az S halmazon kiviil.
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Dijkstra-algoritmus

Dijkstra-algoritmus
(1) // Inicializalds
Legyen S = {s}, c(s) = 0.
V&S, sveE esetén c(v) = é(ﬁ)
veS, 5 ¢E esetén c(v) =
(B) // Bovités
Legyen m ¢ S azon (egyik) csics, amely cimkéje a legkisebb
az S halmazon kiviil.

S+ Su{m}.
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Dijkstra-algoritmus

Dijkstra-algoritmus
(1) // Inicializalds
Legyen S = {s}, c(s) = 0.
v S, sveE esetén c(v) = (V).
V¢S, 5V ¢E esetén c(v) = .
(B) // Bovités
Legyen m ¢ S azon (egyik) csics, amely cimkéje a legkisebb
az S halmazon kiviil.

S+ Su{m}.
(U) // Update
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Dijkstra-algoritmus

(1) // Inicializalds
Legyen S = {s}, c(s) = 0.
v S, sveE esetén c(v) = (V).
V¢S, 5V ¢E esetén c(v) = .
(B) // Bovités
Legyen m ¢ S azon (egyik) csics, amely cimkéje a legkisebb
az S halmazon kiviil.
S+ Su{m}.
(U) // Update

Csak azon n & S cslicsok cimkéje véltozhat, amelyekre

mh € E:

c(n) = min{cuegi(n), c(m) + ((h)}.
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Dijkstra-algoritmus

Dijkstra-algoritmus
(1) // Inicializalds
Legyen S = {s}, c(s) = 0.
v S, sveE esetén c(v) = (V).
V¢S, 5V ¢E esetén c(v) = .
(B) // Bovités
Legyen m ¢ S azon (egyik) csics, amely cimkéje a legkisebb
az S halmazon kiviil.

S+ Su{m}.
(U) // Update

Csak azon n & S cslicsok cimkéje véltozhat, amelyekre

mh € E:

c(n) = min{cuegi(n), c(m) + ((h)}.

Vissza a (B) Iépéshez.
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Az algoritmus helyessége

A Dikstra-algoritmusaban az eredeti és minden update-elt cimkézés
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Az algoritmus helyessége

A Dikstra-algoritmusaban az eredeti és minden update-elt cimkézés

(i) S-beli értékei megadjak az odavezetd legrovidebb at hosszat
(amely optimum S-en beliil is megvaldsithatd)
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A Dikstra-algoritmusaban az eredeti és minden update-elt cimkézés

(i) S-beli értékei megadjak az odavezetd legrovidebb at hosszat
(amely optimum S-en beliil is megvaldsithatd)

(ii) S-en kiviili értékei megadjdk az odavezetd legrovidebb dt
hosszat azon utak kozott, amelyek az utolsé cstics kivételével
S-en beliil haladnak.
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(amely optimum S-en beliil is megvaldsithatd)

(ii) S-en kiviili értékei megadjdk az odavezetd legrovidebb dt
hosszat azon utak kozott, amelyek az utolsé cstics kivételével
S-en beliil haladnak.

e |S|-re vonatkozé teljes indukcidval bizonyitunk.
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Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az algoritmus helyessége

A Dikstra-algoritmusaban az eredeti és minden update-elt cimkézés

(i) S-beli értékei megadjak az odavezetd legrovidebb at hosszat
(amely optimum S-en beliil is megvaldsithatd)

(ii) S-en kiviili értékei megadjdk az odavezetd legrovidebb dt
hosszat azon utak kozott, amelyek az utolsé cstics kivételével
S-en beliil haladnak.

e |S|-re vonatkozé teljes indukcidval bizonyitunk. |S| =1 eset
nyilvanvald.

e Egy update utdn csak a kovetkezo két allitast kell beldtni:
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Az algoritmus helyessége

A Dikstra-algoritmusaban az eredeti és minden update-elt cimkézés

(i) S-beli értékei megadjak az odavezetd legrovidebb at hosszat
(amely optimum S-en beliil is megvaldsithatd)

(ii) S-en kiviili értékei megadjdk az odavezetd legrovidebb dt
hosszat azon utak kozott, amelyek az utolsé cstics kivételével
S-en beliil haladnak.

e |S|-re vonatkozé teljes indukcidval bizonyitunk. |S| =1 eset
nyilvanvald.

e Egy update utdn csak a kovetkezo két allitast kell beldtni:

(i) m cimkéje korrekt,

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az algoritmus helyessége

Tétel

A Dikstra-algoritmusaban az eredeti és minden update-elt cimkézés

(i) S-beli értékei megadjak az odavezetd legrovidebb at hosszat
(amely optimum S-en beliil is megvaldsithatd)

(ii) S-en kiviili értékei megadjdk az odavezetd legrovidebb dt
hosszat azon utak kozott, amelyek az utolsé cstics kivételével
S-en beliil haladnak.

e |S|-re vonatkozé teljes indukcidval bizonyitunk. |S| =1 eset
nyilvanvald.

e Egy update utdn csak a kovetkezo két allitast kell beldtni:
(i) m cimkéje korrekt,
(i) x ¢ S cimkéje korrekt.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Bizonyitas

Kezdeti észrevétel

Minden s-bdl indulé s € X-en kivulre vezetd utat ,,szétszedhettink”
harom részre az alabbi médon:

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Bizonyitas

Kezdeti észrevétel

Minden s-bdl indulé s € X-en kivulre vezetd utat ,,szétszedhettink”
harom részre az alabbi médon:

X-ben haladé kezdeti rész ,,+" kilépés X-bol ,, +" tovabbi rész.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Bizonyitas

Kezdeti észrevétel

Minden s-bdl indulé s € X-en kivulre vezetd utat ,,szétszedhettink”
harom részre az alabbi médon:

X-ben haladé kezdeti rész ,,+" kilépés X-bol ,, +" tovabbi rész.

*
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Bizonyitas

Kezdeti észrevétel

Minden s-bdl indulé s € X-en kivulre vezetd utat ,, szétszedhetlink”
harom részre az alabbi médon:

X-ben haladé kezdeti rész ,, +" kilépés X-bdl , 4" tovabbi rész.

*

m: m & Siggi- I/gy tetszbleges s-utat ,, szétszedhetjuk” a fenti
mdédon. Syggi-ben haladé rész , 4" kilépés Syegi-bdl ,, +" utolsé
rész.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Bizonyitas

Kezdeti észrevétel

Minden s-bdl indulé s € X-en kivulre vezetd utat ,, szétszedhetlink”
harom részre az alabbi médon:

X-ben haladé kezdeti rész ,, +" kilépés X-bdl , 4" tovabbi rész.

*

m: m & Siggi- I/gy tetszbleges s-utat ,, szétszedhetjuk” a fenti
mdédon. Syggi-ben haladé rész , 4" kilépés Syegi-bdl ,, +" utolsé
rész.

1. eset: Amikor az utolsé rész nemiires, akkor a megfelel6 Gt
hossza nagyobb mint m cimkéje (¢ pozitiv értékii és m-et speciélis
médon vélasztottuk).

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Bizonyitas

Kezdeti észrevétel

Minden s-bdl indulé s € X-en kivulre vezetd utat ,, szétszedhetlink”
harom részre az alabbi médon:

X-ben haladé kezdeti rész ,, +" kilépés X-bdl , 4" tovabbi rész.

*

m: m & Siggi- I/gy tetszbleges s-utat ,, szétszedhetjuk” a fenti
mdédon. Syggi-ben haladé rész , 4" kilépés Syegi-bdl ,, +" utolsé
rész.

1. eset: Amikor az utolsé rész nemiires, akkor a megfelel6 Gt
hossza nagyobb mint m cimkéje (¢ pozitiv értékii és m-et speciélis
médon vélasztottuk).

2. eset: Amikor az utolsé rész iires, akkor a megfelelé cimke az

indukcids feltevés miatt korrekt.
Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021
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x € S: Tetszdleges S%-utat . szétszedhetjiik" a fenti médon.

«O> «Fr « = 4 > P NEa



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Bizonyitds (folytatas)

x € S: TetszOleges sX-utat ,, szétszedhetjuk” a fenti médon. Csak
azok az utak érdekelnek, amely utolsé része lres. Ismét két
esetet vizsgalunk.

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Bizonyitds (folytatas)

x € S: TetszOleges sX-utat ,, szétszedhetjuk” a fenti médon. Csak
azok az utak érdekelnek, amely utolsé része lres. Ismét két
esetet vizsgalunk.

1. eset: A kilépés nem m-bdl torténik. Ekkor cegi(x) az indukcids
|épés alapjan becsli a hosszat.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Bizonyitds (folytatas)

x € S: TetszOleges sX-utat »Szétszedhetjlik” a fenti médon. Csak
azok az utak érdekelnek, amely utolsé része lres. Ismét két
esetet vizsgalunk.

1. eset: A kilépés nem m-bdl torténik. Ekkor cegi(x) az indukcids
|épés alapjan becsli a hosszat.

2. eset: A kilépés m-bd| torténik. Ekkor c(m) + £(mxX) becsli a
hosszat.

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Bizonyitds (folytatas)

x € S: TetszOleges sX-utat »Szétszedhetjlik” a fenti médon. Csak
azok az utak érdekelnek, amely utolsé része lres. Ismét két
esetet vizsgalunk.

1. eset: A kilépés nem m-bdl torténik. Ekkor cegi(x) az indukcids
|épés alapjan becsli a hosszat.

2. eset: A kilépés m-bd| torténik. Ekkor c(m) + £(mxX) becsli a
hosszat.

Az update-elt cimke optimalis értéket ad.

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021
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e Nyilvan legfeljebb |V/| — 1-szer végziink el bévitd lépést.

«O> «Fr « = 4 > P NEa



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az algoritmus elemzése

e Nyilvan legfeljebb | V| — 1-szer végziink el bévitd Iépést.

e Nyilvan legfeljebb |E|-szer végziink szamitasokat, amik cimke
atirdshoz vezethetnek.

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az algoritmus elemzése

e Nyilvan legfeljebb | V| — 1-szer végziink el bévitd Iépést.

e Nyilvan legfeljebb |E|-szer végziink szamitdsokat, amik cimke
atirdshoz vezethetnek.

e Az algoritmus Iépésigénye

O V|- |E).
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az algoritmus elemzése

e Nyilvan legfeljebb | V| — 1-szer végziink el bévitd Iépést.

e Nyilvan legfeljebb |E|-szer végziink szamitdsokat, amik cimke
atirdshoz vezethetnek.

e Az algoritmus Iépésigénye

O V|- |E).

e Van , okosabb"” algoritmus is.

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021
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, hogyan jutottunk ide”.

e Minden véges cimke mogott lehet egy él, amely azt jelenti, hogy

«O> «Fr « = 4 > Q>



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Végsd megjegyzések

e Minden véges cimke mogott lehet egy él, amely azt jelenti, hogy
»hogyan jutottunk ide".

e Ha egy update megvaltoztatja a cimke értékét, akkor a jelzd élt
is megvaltoztatjuk az algoritmus logikdja szerint.

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Végsd megjegyzések

e Minden véges cimke mogott lehet egy él, amely azt jelenti, hogy
»hogyan jutottunk ide".

e Ha egy update megvaltoztatja a cimke értékét, akkor a jelzd élt
is megvaltoztatjuk az algoritmus logikdja szerint.

e Az algoritmus végén a szélességi kereso fa egy sulyozott
véltozatat is megkapjuk.

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus

Szunet

Dijkstra és LP

L\\\\W//@.,

“, S

V7 =

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



fHac



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az LP elmélet alkalmazasa

Dualizéljuk a legrovidebb dt problémdjat leiré LP relaxaciét (P)/(D):

Minimalizaljuk ¢Tx-t

Feltéve, hogy /EEE?X = et — es || Maximalizdljukp; — ps-t

x>0 Feltéve, hogy py — py < {5

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az LP elmélet alkalmazasa

Dualizéljuk a legrovidebb dt problémdjat leiré LP relaxaciét (P)/(D):

Minimalizaljuk ¢Tx-t

Feltéve, hogy IEEE}X = et — es || Maximalizdljukp; — ps-t

x>0 Feltéve, hogy py — py < {5

e Mind a primal, mind a dual feladatnak konnyen taldlhatd lehetséges
megoldasa (a dudl esetben = 0 € RY egy lehetséges megoldss). Az
optimalis megoldasok is megtaldlhaték szimplex mddszerrel.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az LP elmélet alkalmazasa

Dualizéljuk a legrovidebb dt problémdjat leiré LP relaxaciét (P)/(D):

Minimalizaljuk ¢Tx-t

Feltéve, hogy IEEE}X = et — es || Maximalizdljukp; — ps-t

x>0 Feltéve, hogy py — py < {5

e Mind a primal, mind a dual feladatnak konnyen taldlhatd lehetséges
megoldasa (a dudl esetben = 0 € RY egy lehetséges megoldss). Az
optimalis megoldasok is megtaldlhaték szimplex mddszerrel.

e Mi m3s utat vélasztunk. Az LP/szimplex algoritmus tanulmanyozésa
soran tanult tuddsunkat alkalmazzuk.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az LP elmélet alkalmazasa

Dualizéljuk a legrovidebb dt problémdjat leiré LP relaxaciét (P)/(D):

Minimalizaljuk ¢Tx-t

Feltéve, hogy Ifﬁgx = et — es || Maximalizdljukp; — ps-t

x>0 Feltéve, hogy py — py < {5

e Mind a primal, mind a dual feladatnak konnyen taldlhatd lehetséges
megoldasa (a dudl esetben = 0 € RY egy lehetséges megoldss). Az
optimalis megoldasok is megtaldlhaték szimplex mddszerrel.

e Mi m3s utat vélasztunk. Az LP/szimplex algoritmus tanulmanyozésa
soran tanult tuddsunkat alkalmazzuk.

e Ha a keziinkben levo dudlis megoldas mellé lenne egy primal lehetséges
megoldas, amely teljesitené a komplementdris lazasagi tulajdonsagot, akkor
meg lenne az optimumunk.

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az LP elmélet alkalmazasa I

e Egy 110 = (itu)ucy € RY duilis lehetséges megoldéshoz komplementaris
lazasagi tulajdonsaggal bird primal lehetséges megoldas keresése vezet el a
kovetkez6 jeloléshez.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az LP elmélet alkalmazasa I

e Egy 110 = (itu)ucy € RY duilis lehetséges megoldéshoz komplementaris
lazasagi tulajdonsaggal bird primal lehetséges megoldas keresése vezet el a
kovetkez6 jeloléshez.

Jelolés: Laza és éles élek (p dudlis megoldasra)

LNO:{e:W/:,uV—,uU<£e},5#0:{e:ﬁ>/:uv—uu:£e}.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az LP elmélet alkalmazasa I

e Egy 110 = (itu)ucy € RY duilis lehetséges megoldéshoz komplementaris
lazasagi tulajdonsaggal bird primal lehetséges megoldas keresése vezet el a
kovetkez6 jeloléshez.

Jelolés: Laza és éles élek (p dudlis megoldasra)

LNO:{e:W/:,uV—,uU<€e},5#0:{e:ﬁ>/:uv—uu:£e}.

e Ha e € L, akkor x. = O-t szeretnénk, ha e € S, akkor x. > 0O-t
megengedjuk.

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az LP elmélet alkalmazasa I

e Egy 110 = (itu)ucy € RY duilis lehetséges megoldéshoz komplementaris
lazasagi tulajdonsaggal bird primal lehetséges megoldas keresése vezet el a
kovetkez6 jeloléshez.

Jelolés: Laza és éles élek (p dudlis megoldasra)

LNO:{e:W/:,uV—,uU<€e},5#0:{e:ﬁ>/:uv—uu:£e}.

e Ha e € L, akkor x. = O-t szeretnénk, ha e € S, akkor x. > 0O-t
megengedjiik. Persze ilyen primalis megoldas keresése nem sziikségszeriien
sikeres.

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az LP elmélet alkalmazasa I

e Egy 110 = (itu)ucy € RY duilis lehetséges megoldéshoz komplementaris
lazasagi tulajdonsaggal bird primal lehetséges megoldas keresése vezet el a
kovetkez6 jeloléshez.

Jelolés: Laza és éles élek (p dudlis megoldasra)

LNO:{e:W/:,uV—,uU<€e},5#0:{6:17/:%,—#”:&}.

e Ha e € L, akkor x. = O-t szeretnénk, ha e € S, akkor x. > 0O-t
megengedjiik. Persze ilyen primalis megoldas keresése nem sziikségszeriien
sikeres.

e Amit tehetiink felirjuk a primal feladat egy megfelel6 valtoztatasit,

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az LP elmélet alkalmazasa I

e Egy 110 = (itu)ucy € RY duilis lehetséges megoldéshoz komplementaris
lazasagi tulajdonsaggal bird primal lehetséges megoldas keresése vezet el a
kovetkez6 jeloléshez.

Jelolés: Laza és éles élek (u dudlis megoldasra)

Lo ={e=0V:p, —py<le}, Spo={e=1V: 1y — p = Le}.

e Ha e € L, akkor x. = O-t szeretnénk, ha e € S, akkor x. > 0O-t
megengedjiik. Persze ilyen primalis megoldas keresése nem sziikségszeriien
sikeres.

e Amit tehetiink felirjuk a primdl feladat egy megfeleld vdltoztatdsat, és
persze dualizalunk (P,,)/(Dy,):

Minimalizaljuk D o, Xe-t Maximalizaljuk s — ps-t
Feltéve, hogy [llzx = e — es ||Feltéve, hogy py —py <1 viel
x>0 y — py <0 Vies

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az LP elmélet alkalmazasa Il

e Vegylik észre, hogy a mddositott primal és a dudlis mar csak
rejtve (az L és S élhalmazokon keresztiil) tartalmazza a sulyozast.
Alapbdl egy silyozatlan feladattal dllunk szemben.

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az LP elmélet alkalmazasa Il

e Vegylik észre, hogy a mddositott primal és a dudlis mar csak
rejtve (az L és S élhalmazokon keresztiil) tartalmazza a sulyozast.
Alapbdl egy silyozatlan feladattal dllunk szemben.

e Az (j dualizilt feladatnak ismét konnyen kereshetiink egy
lehetséges megoldasat.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az LP elmélet alkalmazasa Il

e Vegylik észre, hogy a mddositott primal és a dudlis mar csak
rejtve (az L és S élhalmazokon keresztiil) tartalmazza a sulyozast.
Alapbdl egy silyozatlan feladattal dllunk szemben.

e Az (j dualizilt feladatnak ismét konnyen kereshetiink egy
lehetséges megoldasat.

A lehetséges megoldds megaddsa egy eset szétvdlasztason alapul.
Az eset szétvalasztas a szélességi keresésen alapulhat:
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az LP elmélet alkalmazasa Il

e Vegylik észre, hogy a mddositott primal és a dudlis mar csak
rejtve (az L és S élhalmazokon keresztiil) tartalmazza a sulyozast.
Alapbdl egy silyozatlan feladattal dllunk szemben.

e Az (j dualizilt feladatnak ismét konnyen kereshetiink egy
lehetséges megoldasat.

A lehetséges megoldds megaddsa egy eset szétvdlasztason alapul.
Az eset szétvalasztas a szélességi keresésen alapulhat:

(i) Taldlunk éles élekbdl 4llé st utat.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az LP elmélet alkalmazasa Il

e Vegylik észre, hogy a mddositott primal és a dudlis mar csak
rejtve (az L és S élhalmazokon keresztiil) tartalmazza a sulyozast.
Alapbdl egy silyozatlan feladattal dllunk szemben.

e Az (j dualizilt feladatnak ismét konnyen kereshetiink egy
lehetséges megoldasat.

A lehetséges megoldds megaddsa egy eset szétvdlasztason alapul.
Az eset szétvalasztas a szélességi keresésen alapulhat:

(i) Taldlunk éles élekbdl 4llé st utat.

(i) Taldlunk egy S = {x € V : létezik sX éles élekbdl 4ll6 it} > s,
T = V(G) — S > t vagést, amely Osszes ST éle laza.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021
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e A megtaldlt ut legyen P.

it
N

«40>» «Fr» «=)» < Q>



e A megtaldlt ut legyen P.

e Az (it éles élei mentén Osszeadva a fiy,, — fi; <0

egyenlGtlenségeket (az dt élei élesek), kapjuk py — ps < 0.

«O> «Fr « = 4 > Q>



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az (i) eset

e A megtaldlt at legyen P.

e Az (t éles élei mentén osszeadva a 1y, — iy, <0
egyenlStlenségeket (az ut élei élesek), kapjuk puy — pus < 0.

e Mivel a O-vektor esetén a célfiiggvény 0, ezért ez egy optimdlis
dualis megoldés (D,,)-re: d* = 0.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az (i) eset

e A megtaldlt at legyen P.

e Az (t éles élei mentén osszeadva a 1y, — iy, <0

egyenlStlenségeket (az ut élei élesek), kapjuk puy — pus < 0.

e Mivel a O-vektor esetén a célfiiggvény 0, ezért ez egy optimdlis
dualis megoldés (D,,)-re: d* = 0.

e A dualitas tétel alapjan ('5”)—re is p* = 0.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az (i) eset

e A megtaldlt at legyen P.

e Az (t éles élei mentén osszeadva a 1y, — iy, <0

egyenlStlenségeket (az ut élei élesek), kapjuk puy — pus < 0.

e Mivel a O-vektor esetén a célfiiggvény 0, ezért ez egy optimdlis
dualis megoldés (D,,)-re: d* = 0.

e A dualitas tétel alapjan ('5”)—re is p* = 0.

e Azaz a komplementaris lazasag tulajdonsdg teljesul egy optimalis
(P.) primal megoldas, ami egy lehetséges (P) megoldds és a
kiindul6 dual (D) © megoldasara.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az (i) eset

e A megtaldlt at legyen P.

e Az (t éles élei mentén osszeadva a 1y, — iy, <0

egyenlStlenségeket (az ut élei élesek), kapjuk puy — pus < 0.

e Mivel a O-vektor esetén a célfiiggvény 0, ezért ez egy optimdlis
dualis megoldés (D,,)-re: d* = 0.

e A dualitas tétel alapjan ('5”)—re is p* = 0.

e Azaz a komplementaris lazasag tulajdonsdg teljesul egy optimalis
(P.) primal megoldas, ami egy lehetséges (P) megoldds és a
kiindul6 dual (D) © megoldasara.

e Megvan a primal optimum.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021
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o A megtalalt (S, T) végést a dudlis megoldas javitdsara
hasznaljuk.

«O> «Fr « = 4 > P NEa



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az (i) eset

e A megtaldlt (S,7T) vagast a dudlis megoldas javitasara
hasznaljuk.

° (5ﬂ) egy lehetséges megoldasa: S csiicsain legyen 0 a suly, T
csucsain pedig legyen 1 a stly. Ezt jeloljik pimedosit-tal
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Kis pozitiv § esetén 1 + dpimesdosit is megolddsa marad (D)-nek.
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komponens és kezdépontjan |évé komponens killonbségére.
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Az (i) eset

e A megtaldlt (S,7T) vagast a dudlis megoldas javitasara
hasznaljuk.

° (5ﬂ) egy lehetséges megoldasa: S csiicsain legyen 0 a suly, T
csucsain pedig legyen 1 a stly. Ezt jeloljik pimedosit-tal

Kis pozitiv § esetén 1 + dpimesdosit is megolddsa marad (D)-nek.

e (D) minden feltétel egy felsé becslés egy él végpontjan 1évd
komponens és kezdépontjan |évé komponens killonbségére.

Ez a kiilonbség egyetlen esetben né (amikor is aggddnunk kell a
felsé becslés teljesiilésén): S-bSl T-be menb élek esetén.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Az (i) eset

e A megtaldlt (S,7T) vagast a dudlis megoldas javitasara
hasznaljuk.

° (5ﬂ) egy lehetséges megoldasa: S csiicsain legyen 0 a suly, T
csucsain pedig legyen 1 a stly. Ezt jeloljik pimedosit-tal

Kis pozitiv § esetén 1 + dpimesdosit is megolddsa marad (D)-nek.

e (D) minden feltétel egy felsé becslés egy él végpontjan 1évd
komponens és kezdépontjan |évé komponens killonbségére.

Ez a kiilonbség egyetlen esetben né (amikor is aggddnunk kell a
felsé becslés teljesiilésén): S-bSl T-be menb élek esetén.

Ezek az élek nem élesek. Alkalmasan kicsi § esetén a dualis
megoldds lehetséges marad.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Mi is tortént?

A 1+ 1+ Sftmédosit Modositds utan
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Mi is tortént?

A 1+ 1+ Sftmédosit Modositds utan
(i) pe — ps né,
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Mi is tortént?

A 1+ 1+ Sftmédosit Modositds utan

(i) pe — ps né,
(i) Legaldbb egy ﬁ él élessé valik, az S halmaz néni fog.

Hajnal Péter Legrovidebb dt, SzTE, 2021



Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Mi is tortént?

A 1+ 1+ Sftmédosit Modositds utan

(i) pe — ps né,
(i) Legaldbb egy ﬁ él élessé valik, az S halmaz néni fog.

° Eppen a Dijkstra algoritmust irtuk le.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Mi is tortént?

A 1+ 1+ Sftmédosit Modositds utan

(i) pe — ps né,
(i) Legaldbb egy ﬁ él élessé valik, az S halmaz néni fog.

° Eppen a Dijkstra algoritmust irtuk le.
e A két targyalas S, illetve S halmaza ugyanaz.
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Mi is tortént?

A 1+ 1+ Sftmédosit Modositds utan

(i) pe — ps né,
(i) Legaldbb egy ﬁ él élessé valik, az S halmaz néni fog.

° Eppen a Dijkstra algoritmust irtuk le.

e A két targyalas S, illetve S halmaza ugyanaz.

e A médositott (kombinatorikus) feladatok dudlisainak megoldasa
mindig 0/1 megoldés lesz.
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Mi is tortént?

A 1+ 1+ Sftmédosit Modositds utan

(i) pe — ps né,
(i) Legaldbb egy ﬁ él élessé valik, az S halmaz néni fog.

° Eppen a Dijkstra algoritmust irtuk le.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Mi is tortént?

A 1+ 1+ Sftmédosit Modositds utan

(i) pe — ps né,
(i) Legaldbb egy ﬁ él élessé valik, az S halmaz néni fog.

° Eppen a Dijkstra algoritmust irtuk le.

e A két targyalas S, illetve S halmaza ugyanaz.

e A médositott (kombinatorikus) feladatok dudlisainak megoldasa
mindig 0/1 megoldds lesz. S6t us = 0.

e Az eredeti (D) dudlis megolddsa S-en a Dijkstra-cimkézést adja.

Hajnal Péter Legrovidebb t, SzTE, 2021



fHac



A fenti otlet nemcsak a legrovidebb it problémara alkalmazhaté.
Tegyiik fel, hogy
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Altalanos séma

A fenti otlet nemcsak a legrovidebb Gt problémara alkalmazhaté.
Tegyiik fel, hogy

(o) egy sulyozott kombinatrikus problémat megfogalmaztunk,
mint egy LP feladat: (P).

Megprdbalhatjuk a kovetkezd terv/séma szerint dolgozni.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

Altalanos séma

A fenti otlet nemcsak a legrovidebb Gt problémara alkalmazhaté.
Tegyiik fel, hogy

(o) egy sulyozott kombinatrikus problémat megfogalmaztunk,
mint egy LP feladat: (P).

Megprdbalhatjuk a kovetkezd terv/séma szerint dolgozni.
(i) Dualizélunk(— (D)).
(ii) Keresiink egy dudlis lehetséges megoldast (— p).
(iii) A primdl oldalon , elfelejtjik” az eredeti silyozott
optimalizalasi feladatot. A primal feltételek mellé felvessziik a

(u-re alapozva) lazan teljesiilé dudl feltételek véltozéink 0
mivoltat.

(iii)" Ezzel egy kielégithetéségi problémdahoz jutunk. Ezt
megfogalmazzuk mint egy LP feladat(— (P,)).
(iv) Ez dualizaljuk(— (5u))
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(v) Keresiink egy dudlis lehetséges megolddst(— fimesdosit)-
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(v) Keresiink egy dudlis lehetséges megoldast(— fimsdosit). Ez
sokszor egy stlyozatlan kombinatorikus feladat.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

folytatas

(v) Keresiink egy dualis lehetséges megoldast(— fimesdosit). Ez
sokszor egy stlyozatlan kombinatorikus feladat.

(vi1) A dudlis megoldds esetleg azt adja, hogy a mogottes
primal /dudl par teljesiti a komplementéris lazasagi
tualjdonsagot.
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folytatas

(v) Keresiink egy dualis lehetséges megoldast(— fimesdosit). Ez

sokszor egy stlyozatlan kombinatorikus feladat.

(vi1) A dudlis megoldds esetleg azt adja, hogy a mogottes
primal /dudl par teljesiti a komplementéris lazasagi
tualjdonsagot. STOP.

(vi2) A dudlis megoldds esetleg lehetséget ad arra, hogy a
mogottes dudlis p-t mddositjuk imedosit Segitségével, hogy egy
»jobb" u-t kapjunk.
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Az alapkérdés LP algoritmus Dijkstra algoritmus Dijkstra és LP

folytatas

(v) Keresiink egy dualis lehetséges megoldast(— fimesdosit). Ez
sokszor egy stlyozatlan kombinatorikus feladat.

(vi1) A dudlis megoldds esetleg azt adja, hogy a mogottes
primal /dudl par teljesiti a komplementéris lazasagi
tualjdonsagot. STOP.

(vi2) A dudlis megoldds esetleg lehetséget ad arra, hogy a
mogottes dudlis p-t mddositjuk imedosit Segitségével, hogy egy
»jobb" p-t kapjunk. VISSZA (iii)-hez.

Primal-dudl megoldasi séma

A fenti séma alapjan kidolgozott algoritmusokat primal-dual
algoritmusoknak nevezziik.
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Koszonom a figyelmet!
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