
GRAPHOK ES MÁTRIXOK.1

Legyen a (véges) G graph páros körüljárású. Ez annyit je­
lent, hogy G minden zárt vonala páros számú élből áll, vagy — 
máskép kifejezve ■— hogy G szögpontjait úgy lehet két osztályba, 
IIX-be és Z72-be, sorozni, hogy G minden éle egy /Zj-pontot egy 
//^-ponttal kössön össze. Legyen M  a maximális száma a G oly 
éleinek, melyeknek páronként nincs közös végpontjuk. Ha G-nek 
Av Aq, ..., A, szögpontjai oly tulaj donságúak, hogy G minden 
éle e pontok valamelyikébe fut, azt mondjuk, hogy A v Av ..., A„ 
kimerítik a G éleit.

Bebizonyítjuk, hogy G élei M szögponttal kimeríthetők.
Legyen az M élből álló

K — (I\G)V I \QV PmQm)
élhalmaz — az M definíciójának megfelelően — a G-nek M-számú 
oly éle, hogy a P ,  Q, (i =  1, 2 ,..., M) pontok különbözők. Itt a 
P-k a IIX~hez, a Qrk a //2-höz tartozzanak és pedig legyen

n[ =  (Pi» P2» ■ • • > Pa/)» II'i — ((?!» Q2> ■ ■ ■» Qm),
úgy hogy IIj a Pj-nek és II, a Z/2-nek részhalmaza. Bizonyítá­
sunkat a «K-úU fogalmára alapítjuk.

A G-nek egy (többszörös pont nélküli, nyílt) útját, AxAa_... A*r-et, 
K-útrísk nevezzük, ha második, negyedik,..., 2v-edik,..., végül 
utolsóelőtti éle, azaz az A^As, A4A5,.. . ,  AtrAt,+i, ..., Atr-tAt,—1 
élek valamennyien K-hoz tartoznak. Először is kimutatjuk a 
következő segédtételt:

G-nek semmiféle K-útja sem köti össze IIX—//,' egy pontját 
II, — Ili, valamely pontjával.

1 Az Eötvös Loránd Matematikai és Fizikai Társulat 1931. márc. 26.-i 
ülésén tartott előadás.
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Ha ugyanis U egy ilyen út volna, akkor eltávolítva Ú-ból az 
fy-nak Abbeli éleit és hozzávéve U-nak K-ba nem tartozó éleit 
{az utóbbiak száma l-gyel nagyobb), M -f- 1 oly élt nyernénk, 
melyeknek páronként nincs közös végpontjuk. És ez ellentmond 
M maximális voltának.

Most már következőképen definiáljuk a ll'x +  //j-nck egy 
H '= (RX, R2, . . . , R m) részhalmazát: a az 1, 2 ,..., M számok 
bármelyike lévén, legyen R„— Qa, ha valamely A'-út IIX— II'X 
valamely pontját Qa-val köti össze; ha ilyen K-út nincs, legyen 
R a=Pa. Ily módon II’ a K  minden élének egy-egy végpontját 
tartalmazza. Kimutatjuk, hogy az M pontból álló II' halmaz 
pontjai kimerítik a G éleit, vagyis, hogy — PQ egy tetszőleges 
éle lévén G-nek (hol P  a TIX-be, Q a II„-be tartozik) — vagy P, 
vagy Q pontja //'-nek. A bizonyításnál négy esetet különböz­
tetünk meg.

1. eset. P  tartozzék //, —/7l'-be, Q pedig IJ2-Il[-be. Hozzá­
véve A’-hoz ezt a PQ élt, M + 1 oly élt nyernénk, melyeknek 
páronként nincs közös végpontjuk. Ez ellentmond M maximális 
voltának, úgy, hogy ez az 1. eset lehetetlen.

2. eset. P  tartozzék 1IX — IJ[-be, Q pedig II [-be. Ekkor Q=Q U, 
hol a =  1, 2,..., vagy I  és a PQ él önmagában egy Á'-utat 
alkot, mely IIx~ n[-nek P  pontját Ö=O a-val köti össze. Tehát 
Q=Qu a /7'-be tartozik.

3. eset. P  tartozzék 7/t'-be, Q pedig / / ,—/Aj-be. Ekkor P = P tt, 
hol o—l, 2 ,..., vagy JVA Ha volna oly K-út, mely I1X—II'X va­
lamely P0 pontját (?„-val, köti össze, akkor hozzáfűzve ezen út­
hoz a QaPa és PaQ éleket, oly A'-utat nyernénk, mely P0-t 
O-val köti össze; a segédtétel szerint azonban ez lehetetlen. 
Nincs tehát olyan K-út, mely Hl—Ilx valamely pontját 0,,-val 
köti össze. Tehát P= Pa a W -be tartozik.

4. eset. P tartozzék II[-be, Q pedig /7a'-be. Legyen például 
P  =  Pa, Q = Qp. Ha a =  ß, akkor természetesen vagy P — Plt 
vagy Q =  Qa a //'-be tartozik. Feltehetjük tehát, hogy a d= ß. 
Vagy P — Pa tartozik II'-be, vagy van egy AT-út, mely IIX— TI'X 
valamely P0 pontját Oa-val köti össze; utóbbi esetben, hozzá­



véve e A-úthoz a QaPa és PuQß éleket, oly A-utat nyerünk, 
mely P0-1 Q^val köti össze, úgy, hogy ez esetben Q =  Qß tar­
tozik H '-be.

Ezzel valóban kimutattuk, hogy, ha egy páros körüljárású 
graphban maximálisan M számú oly él van, melyeknek páron­
ként nincs közös végpontjuk, akkor G élei M szögponttal ki- 
meríthetők. Ha tehát m a minimális száma az oly szögpontoknak, 
melyek G éleit kimerítik, akkor m <; M.

Világos, hogy fordítva is: m ^ M .  Ha t. i. ev e2,. . . ,  eM 
oly élek, melyeknek páronként nincs közös végpontjuk és az 
A t, A2, ..., A m szögpontok a graph éleit kimerítik, akkor az 

e2,..., eM élek mindegyike az Av Av ...,A m pontok vala­
melyikében végződik; közös végpontjuk ezen éleknek nem lévén, 
valóban m  >  M.

Ezzel kimutattuk, hogy m — M. Összefoglalva főeredményünk 
így fogalmazható:

Páros körüljárású graphban az éleket kimerítő szögpontok 
minimális száma megegyezik a páronként közös végpontot nem. 
tartalmazó élek maximális számával.

Áttérve e tétel mátrixokra való alkalmazására, legyen

li «ifc II (»=1, t=i ,  q)

egy tetszőleges matrix, hol egy-egy elemet illetően csak az fog 
tekintetbe jönni, hogy eltűnik-e vagy nem. E mátrixnak a kö­
vetkező módon egy páros körüljárású graphot feleltetünk meg. 
A p-számú sor mindegyikének a Pv P»_,. ., Pr, pontok egyikét, 
a 7-számú oszlop mindegyikének a Qv Qs,..., Qq pontok egyi­
két feleltetjük meg; továbbá akkor és csak akkor vezetünk be egy 
PiQk élt, ha a megfelelő aík elem nem tűnik el. Más éleket nem 
vezetünk be. így egy páros körüljárású G graph keletkezik.

Az, hogy bizonyos szögpontok a G éleit kimerítik, világosan 
azt jelenti, hogy az ezen szögpontoknak megfelelő sorok és 
oszlopok (közös néven: vonalak) összeségükben a matrix 
minden el nem tűnő elemét tartalmazzák. Az pedig, hogy bizo­
nyos éleknek páronként nincs közös végpontjuk, azt jelenti,

I 18 KÖNIG DÉNES.
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hogy az ezen éleknek megfelelő elemek páronként nem fekfisz- 
nek ugyanazon vonalban.

Eredményünk mátrixokra megfogalmazva tehát így mond­
ható ki:

Bármely mátrixra az oly vonalak minimális száma, me­
lyek összességükben az összes el nem tűnő elemeket tartalmaz­
zák, megegyezik az oly el nem tűnő elemek maximális számá­
val, melyek páronként nem feküsznek egy vonalban.

Világos, hogy itt az «el nem tűnő» jelző az elemek bármily 
tulajdonságával helyettesíthető; ezért e tétel a mátrixok (két- 
méretű táblák) egy tisztán kombinatorikus tulajdonságát fejezi 
ki, hol az elemek tetszőleges tárgyak (nem csak számok) lehetnek.

M egem lítjük  v ég ü l, h ogy  ered m én y e in k  sz o r o sa n  ö ssz e fü g g n e k  

FROBENiusnak d e ter m in á n so k r a  é s  MENGERnek grap h okra  v o n a t ­
k ozó  n ém ely  v iz sg á la tá v a l. E k a p cso la to k ra  m á su tt  fogun k  k i­
ter je szk ed n i.

König Dénes.

GRAPHEN UND MATRICES.
Es wird folgender Satz bewiesen :
Für jeden paaren Graphen ist die Minimalzahl derjenigen Kno­

tenpunkte, welche die Kanten des Graphes erschöp/en, gleich der 
Maximalzahl von Kanten, welche paarweise keinen gemeinsamen End­
punkt besitzen.

Wir sagen hier, dass die Knotenpunkte Av  As, . . ., Av die Kanten 
eines Graphes »erschöpfen», wenn jede Kante des Graphes in einem der 
Punkte Av . . ., Ar endet.

in di«' Sprache der Matrices übersetzt besagt der Satz :
Für jede Matrix ist die Minimalzahl derjenigen Reihen (Zeilen 

und Spalten), welche in ihrer Gesamtheit sämtliche nichtverschwin- 
dende Elemente der Matrix enthalten, gleich der Maximalzahl paar­
weise reihenfremder nichtverschwindender Elemente der Matrix.

Dénes König.


