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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Bevezeto példa

A példank (eldjeles poliedrikus forma)

Maximalizaljuk 2x1 + 3xo-t

Feltéve, hogy 4x; + 8x0 < 12
2x1+x <3
3x1+2x < 4
x1,x2 > 0,
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Bevezeto példa

A példank (eldjeles poliedrikus forma)

Maximalizaljuk 2x1 + 3xo-t

Feltéve, hogy 4x; + 8x0 < 12
2x1+x <3
3x1+2x < 4
x1,x2 2 0,

Keziinkben a (teljes/kétfazisti) szimplex médszer. Megoldhatnank.
De mar sokat szamoltunk, ezt kihagyjuk.
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Bevezeto példa

A példank (eldjeles poliedrikus forma)

Maximalizaljuk 2x1 + 3xo-t

Feltéve, hogy 4x; + 8x0 < 12
2x1+x <3
3x1+2x < 4
x1,x2 2 0,

Keziinkben a (teljes/kétfazisti) szimplex médszer. Megoldhatnank.
De mar sokat szamoltunk, ezt kihagyjuk.

Azért gondolkozzunk.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Képzeljiink egy tetszbleges

X1
X2

lehetséges megoldast. Mit
X3
tudunk réla a nemnegativitason tal?

«O> «Fr « = 4 > P NEa



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Az otlet
X1
Képzeljiink egy tetszbleges | x2 | lehetséges megoldast. Mit
X3

tudunk réla a nemnegativitason tal?

4x1 + 8xp <12
Tudjuk a feltételeket: < 2x; + x» <3
3x1+2x < 4
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas
Az otlet
X1
Képzeljiink egy tetszbleges | x2 | lehetséges megoldast. Mit
X3

tudunk réla a nemnegativitason tal?

4x1 + 8xp <12
Tudjuk a feltételeket: < 2x; + x» <3
3x1+2x < 4

Ebbdl levezethetink kovetkeztetéseket.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



fHac



1 1
= —. > —
6 5 12 > 2(4x1+8x2)
<O 4 Fr «=Er (=) = HA
~ Hajnal Péter  Dualizdlss, SZTE, 2020



1 1
6=5-1225(4X1+8X2)=2X1+4X2
<O 4 Fr «=Er (=) = HA
~ Hajnal Péter  Dualizdlss, SZTE, 2020



1 1
6= 5-122 §(4x1+8xz)=2x1+4X222x1+3xz,
<O 4 Fr «=Er (=) = HA
~ Hajnal Péter  Dualizdlss, SZTE, 2020



= 1
6 = 2 12 > §(4X1 +8x2) = 2x1 + 4x2 > 2x1 + 3x,

9=3-3>3(2q + x)
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1 1
6= 5" 12 > §(4x1 +8x2) = 2x1 + 4x2 > 2x1 + 3x,

9:3-323(2X1 +X2) = 6x1 + 3x2 > 2x1 + 3x0,
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1 1
6= 5" 12 > 5(4x1 +8x2) = 2x1 + 4x2 > 2x1 + 3x,

9=3-3>3(2x1 + x2) = 6x1 + 3x2 > 2x1 + 3x2,
3 3

— . >

6= 4> >(3x+2x)
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12 > 5(4x1 +8x2) = 2x1 + 4x2 > 2x1 + 3x,

3
6 =

9:3-323(2X1 —|-X2) = 6x1 + 3x2 > 2x1 + 3x0,

3
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1
6=

1
12 > 5(4x1 +8x2) = 2x1 + 4x2 > 2x1 + 3x,

3
6 =

9:3-323(2X1 —|-X2) = 6x1 + 3x2 > 2x1 + 3x0,
2

3
4> 5(3x1 +2x) = 4.5 x1 +3x2 > 2x1 + 3x,



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds

Kovetkeztetések

Meggydzési eljardsok

Alkalmazas

N[ =
—

6==--12> 5(4X1—|—8X2)—2X1—|—4X2 > 2x1 4 3xo,

9:3'323(2X1—|—X2):6X1+3X2Z2X1—|—3X2,

3 3
6 5 5(3x1—|—2x2)—45X1+3X2 > 2x1 + 3x2,
1 1
5=3-(1243) 2 [(4x +8x) + (2a + x)]

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds

Kovetkeztetések

Meggydzési eljardsok

Alkalmazas

N[ =
—

6==--12> 5(4X1—|—8X2)—2X1—|—4X2 > 2x1 4 3xo,

9:3'323(2X1—|—X2):6X1+3X2Z2X1—|—3X2,

3 3
6 5 5(3X1+2X2) = 4.5 x1 + 3x0 > 2x1 + 3x2,
1 1
5= § (12 + 3) §[(4X1 + 8X2) + (2X1 + Xz)] =2x1 + 3x».

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Kovetkeztetések

6==--12> (4X1 + 8X2) =2x1 +4xp > 2x1 + 3x0,

I\J\l—l

9:3'323(2X1+X2):6X1+3X2Z2X1—|—3X2,

(@)}
M\U.)

3
5(3X1 + 2X2) = 4.5 x1 + 3x0 > 2x1 + 3x2,

1 1
5= 5 . (12 + 3) > g[(4X1 -+ 8X2) + (2X1 +X2)] = 2x1 + 3x0.
Kozépen a feltételek (egyenlotlensegek) bal oldalainak
NEMNEGATIV EGYUTTHATOS linedris kombinciéi 4llnak. Ugy,
hogy a célfiiggvényt feliilr8l becsiiljiik, hiszen x; és x, értéke
NEMNEGATIV. A sor a célfiggvényre ad egy konnyen

ellendrizhet6 fels6 becslést.
Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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o Legjobb?
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e Legjobb? Ez egy optimalizalasi probléma.
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Fels6 becslések a célfiggvényre. De melyik a legjobb?

e Legjobb? Ez egy optimalizaldsi probléma.

Minimalizaljuk 12X1 + 3Xp + 4X3-t

Feltéve, hogy 2 <4)X1 +2X + 33
3<8A1+A2+2)3
A1, A2, A3 >0

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Fels6 becslések a célfiggvényre. De melyik a legjobb?

e Legjobb? Ez egy optimalizaldsi probléma.

[}
Minimalizaljuk 1221 4+ 3Xo + 4)3-t
Feltéve, hogy 2 <4)X1 +2X + 33
3<8A1+A2+2)3
A1, A2,A3 > 0

e Csak elarulom, hogy a legjobb vélasztds: A1 = 1‘%, A2 =0 és
A3 = %. Ekkor a becslés 4% a célfliggvényre.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Fels6 becslések a célfiggvényre. De melyik a legjobb?

e Legjobb? Ez egy optimalizaldsi probléma.

[}
Minimalizaljuk 1221 4+ 3Xo + 4)3-t
Feltéve, hogy 2 <4)X1 +2X + 33
3<8A1+A2+2)3
A1, A2,A3 > 0

e Csak elarulom, hogy a legjobb vélasztds: A1 = 1‘%, A2 =0 és
A3 = %. Ekkor a becslés 4% a célfliggvényre.

e Miért nincs jobb?

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Fels6 becslések a célfiggvényre. De melyik a legjobb?

e Legjobb? Ez egy optimalizaldsi probléma.

[}
Minimalizaljuk 1221 4+ 3Xo + 4)3-t
Feltéve, hogy 2 <4)X1 +2X + 33
3<8A1+A2+2)3
A1, A2,A3 > 0

e Csak elarulom, hogy a legjobb vélasztds: A1 = 1‘%, A2 =0 és
A3 = %. Ekkor a becslés 4% a célfliggvényre.

e Miért nincs jobb? Ha x; = % Xo = % az eredeti feladat
lehetséges megoldasa, ahol a célfuggvény értéke 4%.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Induljunk ki az aldbbi problémabdl:

40> «F»r «

= DA



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Kiindulé feladat: Elojeles poliedrikus forma

Induljunk ki az aldbbi problémabdl:

PRIMAL probléma

Maximalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Ax <X b
x>0
X1
X2
x=1 |, ceR" AcRkK" pec Rk
Xn

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Kiindulé feladat: Elojeles poliedrikus forma

Induljunk ki az aldbbi problémabdl:

PRIMAL probléma

Maximalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Ax <X b
x>0
X1
X2
x=1 |, ceR" AcRkK" pec Rk
Xn

Definidlunk egy rokon problémat:

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalds: Elojeles poliedrikus forma

Dualizalas

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalds: Elojeles poliedrikus forma

Dualizalas

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

// Ez a megfelelé feltétel szorzdja lesz.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalds: Elojeles poliedrikus forma

Dualizalas

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

// Ez a megfelelé feltétel szorzéja lesz. Esetiinkben
egyenl6tlenségeket szozunk,

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalds: Elojeles poliedrikus forma

Dualizalas

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

// Ez a megfelelé feltétel szorzéja lesz. Esetiinkben
egyenl6tlenségeket szozunk, nemnegativ lesz: A = 0.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalds: Elojeles poliedrikus forma

Dualizalas

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

// Ez a megfelelé feltétel szorzéja lesz. Esetiinkben

egyenl6tlenségeket szozunk, nemnegativ lesz: A = 0.

e A sorait siilyozzuk a megfelelé dulis véltozéval tigy, hogy a cT

vektornal komponensenként nagyobb egyenld vektort kapjunk.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erés dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalds: Elojeles poliedrikus forma

Dualizalas

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

// Ez a megfelelé feltétel szorzéja lesz. Esetiinkben

egyenl6tlenségeket szozunk, nemnegativ lesz: A = 0.

e A sorait siilyozzuk a megfelelé dulis véltozéval tigy, hogy a cT

vektornal komponensenként nagyobb egyenld vektort kapjunk.

// Mivel a valtozék nemnegativok, ezért elég (lasd kordbbi
példa), ha c , folé" megyiink.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erés dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalds: Elojeles poliedrikus forma

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

// Ez a megfelelé feltétel szorzéja lesz. Esetiinkben
egyenl6tlenségeket szozunk, nemnegativ lesz: A = 0.

e A sorait siilyozzuk a megfelelé dulis véltozéval tigy, hogy a cT

vektornal komponensenként nagyobb egyenld vektort kapjunk.

// Mivel a valtozék nemnegativok, ezért elég (lasd kordbbi
példa), ha c , folé" megyiink.

Dudlis feltételek: ¢ < \TA.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erés dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalds: Elojeles poliedrikus forma

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

// Ez a megfelelé feltétel szorzéja lesz. Esetiinkben

egyenl6tlenségeket szozunk, nemnegativ lesz: A = 0.

e A sorait siilyozzuk a megfelelé dulis véltozéval tigy, hogy a cT

vektornal komponensenként nagyobb egyenld vektort kapjunk.
// Mivel a valtozék nemnegativok, ezért elég (lasd kordbbi
példa), ha c , folé" megyiink.

Dualis feltételek: cT < \TA.

o A célfiiggvény a siilyozott egyenl6tlenségek jobb oldala. //
ATh.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erés dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalds: Elojeles poliedrikus forma

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

// Ez a megfelelé feltétel szorzéja lesz. Esetiinkben

egyenl6tlenségeket szozunk, nemnegativ lesz: A = 0.

e A sorait siilyozzuk a megfelelé dulis véltozéval tigy, hogy a cT

vektornal komponensenként nagyobb egyenld vektort kapjunk.

// Mivel a valtozék nemnegativok, ezért elég (lasd kordbbi
példa), ha c , folé" megyiink.
Dualis feltételek: cT < \TA.

° ATcéIfiiggvény a sulyozott egyenl6tlenségek jobb oldala. //
A'b.

e A cél minimalizalni a célfiiggvényt.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Duaélis formalisan: Eldjeles poliedrikus forma

DUAL probléma

Minimalizaljuk bT At
Feltéve, hogy AT\ > ¢
A>=0
A1
A= | : |, AT e R™*k/Ac R*" b e RK ceR"
Ak

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Induljunk ki az alabbi problémabdl:

40> «F»r «

= DA



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Kiindulé feladat: Poliedrikus forma

Induljunk ki az aldbbi problémabdl:

PRIMAL probléma

Maximalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Ax = b
X1
X2
x=| | ceR" AcR" pecRK
Xn

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Kiindulé feladat: Poliedrikus forma

Induljunk ki az aldbbi problémabdl:

PRIMAL probléma

Maximalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Ax = b
X1
X2
x=| | ceR" AcR" pecRK
Xn

Definialunk egy rokon problémat:

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalas: Poliedrikus forma

Dualizalas

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalas: Poliedrikus forma

Dualizalas

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalas: Poliedrikus forma

Dualizalas

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

// Ez a megfelel§ feltétel szorzdja lesz.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalas: Poliedrikus forma

Dualizalas

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

// Ez a megfelel feltétel szorzdja lesz. Esetiinkben
egyenl6tlenségeket szozunk,

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalas: Poliedrikus forma

Dualizalas

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

// Ez a megfelel feltétel szorzdja lesz. Esetiinkben
egyenl6tlenségeket szozunk, nemnegativ lesz: A = 0.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalas: Poliedrikus forma

Dualizalas

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .
// Ez a megfelel feltétel szorzdja lesz. Esetiinkben
egyenl6tlenségeket szozunk, nemnegativ lesz: A = 0.

e A sorait silyozzuk a megfelelé dudlis valtozéval Ggy, hogy a
c' vektort kapjuk.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erés dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalas: Poliedrikus forma

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .
// Ez a megfelelé feltétel szorzéja lesz. Esetiinkben
egyenl6tlenségeket szozunk, nemnegativ lesz: A = 0.

e A sorait silyozzuk a megfelelé dudlis valtozéval Ggy, hogy a
c' vektort kapjuk.

// Mivel a valtozék nemnegativitdsat nem tudjuk, ezért c-t
kell , kihoznunk”, hogy a primal célfiiggvényt becsiilhessiik.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erés dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalas: Poliedrikus forma

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

// Ez a megfelelé feltétel szorzéja lesz. Esetiinkben
egyenl6tlenségeket szozunk, nemnegativ lesz: A = 0.

e A sorait silyozzuk a megfelelé dudlis valtozéval Ggy, hogy a
c' vektort kapjuk.
// Mivel a valtozék nemnegativitdsat nem tudjuk, ezért c-t
kell , kihoznunk”, hogy a primal célfiiggvényt becsiilhessiik.

Dudlis feltételek: \TA = c'.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erés dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalas: Poliedrikus forma

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

// Ez a megfelelé feltétel szorzéja lesz. Esetiinkben
egyenl6tlenségeket szozunk, nemnegativ lesz: A = 0.

e A sorait silyozzuk a megfelelé dudlis valtozéval Ggy, hogy a
c' vektort kapjuk.

// Mivel a valtozék nemnegativitdsat nem tudjuk, ezért c-t
kell , kihoznunk”, hogy a primal célfiiggvényt becsiilhessiik.

Dudlis feltételek: \TA = c'.

e A célfiiggvény a silyozott egyenlotlenségek jobb oldala.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalas

Gyenge dualitds Erés dualitds Meggydzési eljardsok

Dualizalas: Poliedrikus forma

Alkalmazas

Dualizalas

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

// Ez a megfelelé feltétel szorzéja lesz. Esetiinkben
egyenl6tlenségeket szozunk, nemnegativ lesz: A = 0.

e A sorait silyozzuk a megfelelé dudlis valtozéval Ggy, hogy a
c' vektort kapjuk.

// Mivel a valtozék nemnegativitdsat nem tudjuk, ezért c-t
kell , kihoznunk”, hogy a primal célfiiggvényt becsiilhessiik.

Dualis feltételek: \TA = c'.
e A célfiiggvény a silyozott egyenlotlenségek jobb oldala.
/] ATb.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalas

Gyenge dualitds Erés dualitds Meggydzési eljardsok

Dualizalas: Poliedrikus forma

Alkalmazas

Dualizalas

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

// Ez a megfelelé feltétel szorzéja lesz. Esetiinkben
egyenl6tlenségeket szozunk, nemnegativ lesz: A = 0.

e A sorait silyozzuk a megfelelé dudlis valtozéval Ggy, hogy a
c' vektort kapjuk.

// Mivel a valtozék nemnegativitdsat nem tudjuk, ezért c-t
kell , kihoznunk”, hogy a primal célfiiggvényt becsiilhessiik.

Dualis feltételek: \TA = c'.
e A célfiiggvény a silyozott egyenlotlenségek jobb oldala.
/] ATb.

e A cél minimalizalni a célfiggvényt.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualis formalisan: Poliedrikus forma

DUAL probléma

Minimalizaljuk bT At
Feltéve, hogy AT =c
A>=0
A1
A= | : |, AT e R™*k/Ac R*" b e RK ceR"
Ak

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Induljunk ki az aldbbi problémabdl:

40> «F»r «

= DA



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Kiindulé feladat: Szimplexforma

Induljunk ki az aldbbi problémabdl:

PRIMAL probléma

Maximalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Ax =
x>0
X1
X2
x=1 |, ceR" AcRkK" pec Rk
Xn

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Kiindulé feladat: Szimplexforma

Induljunk ki az aldbbi problémabdl:

PRIMAL probléma

Maximalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Ax =
x>0

X1
X;

2
x=1 |, ceR" AcRkK" pec Rk

Xn

Definidlunk egy rokon problémat:

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalas: Szimplexforma

Dualizalas

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalas: Szimplexforma

Dualizalas

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalas: Szimplexforma

Dualizalas

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

// Ez a megfelelé feltétel szorzdja lesz.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalas: Szimplexforma

Dualizalas

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

// Ez a megfelelé feltétel szorzéja lesz. Esetiinkben
egyenléségeket szozunk,

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalas: Szimplexforma

Dualizalas

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

// Ez a megfelelé feltétel szorzéja lesz. Esetiinkben
egyenldségeket szozunk, NINCS eljelfeltétel.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalas: Szimplexforma

Dualizalas

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

// Ez a megfelelé feltétel szorzéja lesz. Esetiinkben

egyenldségeket szozunk, NINCS eljelfeltétel.

e A sorait siilyozzuk a megfelelé dulis véltozéval tigy, hogy a cT

vektornal komponensenként nagyobb egyenld vektort kapjunk.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalas: Szimplexforma

Dualizalas

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

// Ez a megfelelé feltétel szorzéja lesz. Esetiinkben

egyenldségeket szozunk, NINCS eljelfeltétel.

e A sorait siilyozzuk a megfelelé dulis véltozéval tigy, hogy a cT

vektornal komponensenként nagyobb egyenld vektort kapjunk.

// Mivel a valtozék nemnegativok, ezért elég (lasd kordbbi
példa), ha c , folé" megyiink.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erés dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalas: Szimplexforma

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

// Ez a megfelelé feltétel szorzéja lesz. Esetiinkben
egyenldségeket szozunk, NINCS eljelfeltétel.

e A sorait siilyozzuk a megfelelé dulis véltozéval tigy, hogy a cT

vektornal komponensenként nagyobb egyenld vektort kapjunk.

// Mivel a valtozék nemnegativok, ezért elég (lasd kordbbi
példa), ha c , folé" megyiink.

Dudlis feltételek: ¢ < \TA.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erés dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalas: Szimplexforma

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

// Ez a megfelelé feltétel szorzéja lesz. Esetiinkben

egyenldségeket szozunk, NINCS eljelfeltétel.

e A sorait siilyozzuk a megfelelé dulis véltozéval tigy, hogy a cT

vektornal komponensenként nagyobb egyenld vektort kapjunk.
// Mivel a valtozék nemnegativok, ezért elég (lasd kordbbi
példa), ha c , folé" megyiink.

Dualis feltételek: cT < \TA.

e A célfiiggvény a siilyozott egyenl6tlenségek jobb oldala: //
ATh.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erés dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualizalas: Szimplexforma

e Minden feltételhez bevezetiink egy dualis valtozét — .

// Ez a megfelelé feltétel szorzéja lesz. Esetiinkben

egyenldségeket szozunk, NINCS eljelfeltétel.

e A sorait siilyozzuk a megfelelé dulis véltozéval tigy, hogy a cT

vektornal komponensenként nagyobb egyenld vektort kapjunk.

// Mivel a valtozék nemnegativok, ezért elég (lasd kordbbi
példa), ha c , folé" megyiink.
Dualis feltételek: cT < \TA.

° ATcéIfiiggvény a sulyozott egyenl6tlenségek jobb oldala: //
A'b.

e A cél minimalizalni a célfiiggvényt.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Dualis formalisan: Szimplexforma

DUALIS probléma

Minimalizaljuk bT At
Feltéve, hogy AT\ > ¢
A1
A= | |, AT e R™*k/Ac RF*" b c RK, c e R".
Ak

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Eml

X1
X2
Legyen x =

, L C R". Nézziik a kovetkez6é optimalizalasi
Xn
problémat:
Maximalizaljuk c(x)-t
Feltéve, hogy x €L

m]

=

DA



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Emlékezteto

X1

X2 _— .. ” . T
Legyen x = | . |, £ C R". Nézzik a kovetkez6 optimalizalasi

Xn

problémat:

Maximalizaljuk c(x)-t

Feltéve, hogy xeL

Definicié
Legyen

p* :=sup{c(x):x € L} € {—c0} URU {0},
ahol sup ) := —oo.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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kezddbetiije.

Miért p* jelolés? Az optimumértékében a p a primal szé

«O> «Fr « = 4 > P NEa



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Emlékezteto Gjraértékelése

Miért p* jelolés? Az optimumértékében a p a primal szé
kezddbetiije. Primal idegen szd, jelentése: Gsi, eredeti, elsddleges.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Emlékezteto Gjraértékelése

Miért p* jelolés? Az optimumértékében a p a primal szé
kezddbetiije. Primal idegen szd, jelentése: Gsi, eredeti, elsddleges.
Ha egy optimalizalasi probléma tovabbi feladatohoz vezet, akkor a
kiindulé progbémara mint primal probléma hivatkozunk.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Emlékezteto Gjraértékelése

Miért p* jelolés? Az optimumértékében a p a primal szé
kezddbetiije. Primal idegen szd, jelentése: Gsi, eredeti, elsddleges.
Ha egy optimalizalasi probléma tovabbi feladatohoz vezet, akkor a
kiindulé progbémara mint primal probléma hivatkozunk.

Ha egy primal feladatot vesziink és dualizaljuk, akkor a dual
feladat optimailis értékét
d*

jeloli.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Emlékezteto Gjraértékelése

Miért p* jelolés? Az optimumértékében a p a primal szé
kezddbetiije. Primal idegen szd, jelentése: Gsi, eredeti, elsddleges.
Ha egy optimalizalasi probléma tovabbi feladatohoz vezet, akkor a
kiindulé progbémara mint primal probléma hivatkozunk.

Ha egy primal feladatot vesziink és dualizaljuk, akkor a dual
feladat optimailis értékét

d*

jeloli.

Vegyiik észre, hogy ebben a kurzusban a primal feladatok altalaban
maximalizasasi problémak. A dudlis ennek megfeleléen altaldban
minimalizalds. Ekkor egy kicsit mdsok a megallapodasok:

inf () := co.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Gyenge dualitas tétel

Gyenge dualitas tétel

Vegyiink egy (P) primal (tegyiik fel, hogy maximalizalasi probléma)
feladatot és (D) dudlisat (akkor ez minimalizalas). Ekkor

p* < d*.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Gyenge dualitas tétel

Gyenge dualitas tétel

Vegyiink egy (P) primal (tegyiik fel, hogy maximalizalasi probléma)
feladatot és (D) dudlisat (akkor ez minimalizalas). Ekkor

p* < d*.

Megjegyezziik, hogy {—oco} UR U {oo} rendezése természetes.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Bizonyitas

e Ha p*, d* € R, akkor a fenti logikank szerint minden primal
lehetséges megolddsndl a célfiiggvény értéket fellilrél becsli
egy tetszbleges dudlis lehetséges megoldason felvett dudlis
célfuggvény.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Bizonyitas

e Ha p*, d* € R, akkor a fenti logikank szerint minden primal
lehetséges megolddsndl a célfiiggvény értéket fellilrél becsli
egy tetszbleges dudlis lehetséges megoldason felvett dudlis
célfuggvény.

e Ha p* = —o0, vagy d* = oo, akkor a gyenge dualitas
semmitmondd.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Bizonyitas

e Ha p*, d* € R, akkor a fenti logikank szerint minden primal
lehetséges megolddsndl a célfiiggvény értéket fellilrél becsli
egy tetszbleges dudlis lehetséges megoldason felvett dudlis
célfuggvény.

e Ha p* = —o0, vagy d* = oo, akkor a gyenge dualitas
semmitmondd.

e Ha p* = oo, akkor Lp (primal lehetséges megoldasok
halmaza) NEM ires, a célfiggvény tetszdlegesen nagy lehet.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erés dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Bizonyitas

e Ha p*, d* € R, akkor a fenti logikank szerint minden primal
lehetséges megolddsndl a célfiiggvény értéket fellilrél becsli
egy tetszbleges dudlis lehetséges megoldason felvett dudlis
célfuggvény.

e Ha p* = —o0, vagy d* = oo, akkor a gyenge dualitas
semmitmondd.

e Ha p* = oo, akkor Lp (primal lehetséges megoldasok
halmaza) NEM ires, a célfiggvény tetszdlegesen nagy lehet.
A duilis problémanak (fenti logikdnk alapjan) nem lehet
lehetséges megoldasa, d* = oc.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erés dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Bizonyitas

e Ha p*, d* € R, akkor a fenti logikank szerint minden primal
lehetséges megolddsndl a célfiiggvény értéket fellilrél becsli
egy tetszbleges dudlis lehetséges megoldason felvett dudlis
célfuggvény.

e Ha p* = —o0, vagy d* = oo, akkor a gyenge dualitas
semmitmondd.

e Ha p* = oo, akkor Lp (primal lehetséges megoldasok
halmaza) NEM ires, a célfiggvény tetszdlegesen nagy lehet.
A duilis problémanak (fenti logikdnk alapjan) nem lehet
lehetséges megolddsa, d* = co. Hasonlé a helyzet, ha
d* = —o0.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Szunet

30

54 : \m)

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Maximalizaljuk

ch-t
Feltéve, hogy Ax <X b,
ahol A € Rk*n p e Rk, c e R".

«O> «Fr « = 4 > P NEa



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Eros dualitas tétel

Maximalizaljuk c x-t
Feltéve, hogy Ax = b,

ahol A e Rk p e Rk ¢ e R".

Eros dualitas tétel

Egy LP feladatnal a kovetkezé két lehetoség all fenn:

(i)

(ii)

p* = —o00 < d* = oo,

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Eros dualitas tétel

Maximalizaljuk c x-t
Feltéve, hogy Ax = b,

ahol A e Rk h e Rk ¢ e R".

Eros dualitas tétel

Egy LP feladatnal a kovetkezé két lehetoség all fenn:

(i)

(i)
p* = —o00 < d* = oo,

Sajnos a tokéletes szépséget elronté (ii) lehetéség valdban
fennallhat.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

A , cstinya” eset: Primal probléma

Legyen x egyetlen valds véltozd. Egyetlen feltételt irunk fel.
Maximalizaljuk x-t
Feltéve, hogy 0-x< -1

A feltétel ellentmondas, azaz £ = £(p) = (), azaz p* = —0.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Acsimg’ e Dudlproblema

o Az egy (egyenl6tlenség) feltételhez bevezetiink egy dualis
(nemnegativ) véltozdt: A.

m]

=

DA



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

A , cstinya” eset: Dual probléma

o Az egy (egyenlStlenség) feltételhez bevezetiink egy dudlis
(nemnegativ) valtozét: A.

o A feltételt a nemnagativ szorzdval (gy stlyozzuk, hogy bal
oldala a célfiiggvény legyen (pontosan).

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

A , cstinya” eset: Dual probléma

o Az egy (egyenlStlenség) feltételhez bevezetiink egy dudlis
(nemnegativ) valtozét: A.

o A feltételt a nemnagativ szorzdval (gy stlyozzuk, hogy bal
oldala a célfiiggvény legyen (pontosan).

o A feltétel jobb oldalt (fels6 becslés a primal célfiiggvény
optimélis értékére) szeretnénk minimalizalni.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

A , cstinya” eset: Dual probléma

o Az egy (egyenlStlenség) feltételhez bevezetiink egy dudlis
(nemnegativ) valtozét: A.

o A feltételt a nemnagativ szorzdval (gy stlyozzuk, hogy bal
oldala a célfiiggvény legyen (pontosan).

o A feltétel jobb oldalt (fels6 becslés a primal célfiiggvény
optimélis értékére) szeretnénk minimalizalni.

A példa duélisa

Minimalizaljuk —A-t
Feltéve, hogy A-0=1

A feltétel ellentmondds, azaz £ = Lpy = (), azaz d* = co.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok

Eros dualitds tétel bizonyitdsa: A kiindulas

Alkalmazas

Legyen a (P) primal feladat

Maximalizaljuk cx-t
Feltéve, hogy Ax = b.

Az optimalis érték legyen p*.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Eros dualitds tétel bizonyitdsa: A kiindulas

Legyen a (P) primal feladat

Maximalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Ax = b.

Az optimalis érték legyen p*.

(1) Ha p* = oo, akkor mér a gyenge dualitds , kikényszeriti” az
er6s dualitast.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Eros dualitds tétel bizonyitdsa: A kiindulas

Legyen a (P) primal feladat

Maximalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Ax = b.

Az optimalis érték legyen p*.

(1) Ha p* = oo, akkor mér a gyenge dualitds , kikényszeriti” az
er6s dualitast.

(2) Ha p* = —o0 és Lp) # (), akkor L(py =0, igy a
Farkas-Lemma miatt alkalmas Ao =~ 0 vektorra )\TA =0és
Mb=-1.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Eros dualitds tétel bizonyitdsa: A kiindulas

Legyen a (P) primal feladat

Maximalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Ax = b.

Az optimalis érték legyen p*.

(1) Ha p* = oo, akkor mér a gyenge dualitds , kikényszeriti” az
er6s dualitast.

(2) Ha p* = —o0 és Lp) # (), akkor L(py =0, igy a
Farkas-Lemma miatt alkalmas Ao =~ 0 vektorra )\TA =0és
)\E)rb = —1. Tudjuk, hogy van \; duélis lehetséges megoldas.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Eros dualitds tétel bizonyitdsa: A kiindulas

Legyen a (P) primal feladat

Maximalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Ax = b.

Az optimalis érték legyen p*.

(1) Ha p* = oo, akkor mér a gyenge dualitds , kikényszeriti” az
er6s dualitast.

(2) Ha p* = —o0 és Lp) # (), akkor L(py =0, igy a
Farkas-Lemma miatt alkalmas Ao =~ 0 vektorra )\TA =0és
)\E)rb = —1. Tudjuk, hogy van \; duélis lehetséges megoldas.
Ekkor a A1 + tAg is dudlis lehetséges megoldas lesz tetszbleges
t € R esetén.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Eros dualitds tétel bizonyitdsa: A kiindulas

Legyen a (P) primal feladat

Maximalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Ax = b.

Az optimalis érték legyen p*.

(1) Ha p* = oo, akkor mér a gyenge dualitds , kikényszeriti” az
er6s dualitast.

(2) Ha p* = —o0 és Lp) # (), akkor L(py =0, igy a
Farkas-Lemma miatt alkalmas Ao =~ 0 vektorra )\TA =0és
)\E)rb = —1. Tudjuk, hogy van \; duélis lehetséges megoldas.
Ekkor a A1 + tAg is dudlis lehetséges megoldas lesz tetszbleges
t € Ry esetén. Ekkor a dudlis célfiiggvény értéke
(A1 + tAo)T b tetsz8legesen kicsi lehet,

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Eros dualitds tétel bizonyitdsa: A kiindulas

Legyen a (P) primal feladat

Maximalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Ax = b.

Az optimalis érték legyen p*.

(1) Ha p* = oo, akkor mér a gyenge dualitds , kikényszeriti” az
er6s dualitast.

(2) Ha p* = —o0 és Lp) # (), akkor L(py =0, igy a
Farkas-Lemma miatt alkalmas Ao =~ 0 vektorra )\TA =0és
)\E)rb = —1. Tudjuk, hogy van \; duélis lehetséges megoldas.
Ekkor a A1 + tAg is dudlis lehetséges megoldas lesz tetszbleges
t € Ry esetén. Ekkor a dudlis célfiiggvény értéke
(A1 + tAo) T b tetsz8legesen kicsi lehet, azaz d* = —c0.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Erés dualitds tétel bizonyitasa: A kiindulas (folytatas)

(3) Ha p* = —00 és L(py = () esetén az erés dualitas tétel (ii)
esete teljesiil.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Erés dualitds tétel bizonyitasa: A kiindulas (folytatas)

(3) Ha p* = —00 és L(py = () esetén az erés dualitas tétel (ii)
esete teljesiil.

e A tovibbiakban p* € R.
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Erés dualitds tétel bizonyitasa: A kiindulas (folytatas)

(3) Ha p* = —00 és L(py = () esetén az erés dualitas tétel (ii)
esete teljesiil.

e A tovabbiakban p* € R. Azaz Lpy # 0.
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Erés dualitds tétel bizonyitasa: A kiindulas (folytatas)

(3) Ha p* = —00 és L(py = () esetén az erés dualitas tétel (ii)
esete teljesiil.

e A tovdbbiakban p* € R. Azaz Lpy # (). Azaz célunk p* = d*
igazolasa.
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Erés dualitds tétel bizonyitasa: A kiindulas (folytatas)

(3) Ha p* = —00 és L(py = () esetén az erés dualitas tétel (ii)
esete teljesiil.

e A tovdbbiakban p* € R. Azaz Lpy # (). Azaz célunk p* = d*
igazolasa.

Ekkor tetszbleges pozitiv e € R4 esetén a

Ax < b
c'x>p+4e

rendszer nem kielégithetd.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Eros dualitas tétel bizonyitdsa: A Farkas-Lemma

A Farkas-Lemma alapjéan, ha egy

Ax < b
—c™x < —(p* +¢)

rendszer nem kielégithetd, akkor alkalmas nemnegativ sulyokkal
kikovetkeztetheto a 0 < —1 ellentmondas.
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Eros dualitas tétel bizonyitdsa: A Farkas-Lemma

A Farkas-Lemma alapjéan, ha egy

Ax < b
—c™x < —(p* +¢)

rendszer nem kielégithetd, akkor alkalmas nemnegativ sulyokkal
kikovetkeztetheto a 0 < —1 ellentmondas.

Legyen Ag € Ri az eredeti k darab, 1o € R4 pedig a plusz feltétel
egyutthatdja.
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Eros dualitas tétel bizonyitdsa: A Farkas-Lemma

A Farkas-Lemma alapjéan, ha egy

Ax < b
—c™x < —(p* +¢)

rendszer nem kielégithetd, akkor alkalmas nemnegativ sulyokkal
kikovetkeztetheto a 0 < —1 ellentmondas.

Legyen Ag € Ri az eredeti k darab, 1o € R4 pedig a plusz feltétel
egyutthatdja.

A Farkas-Lemma kovetkeztetése

Alkalmas A\g € ]Rf‘ir és uo € Ry esetén

MA+ po(—c") =0(e R"),
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Eros dualitas tétel bizonyitdsa: A Farkas-Lemma

A Farkas-Lemma alapjéan, ha egy

Ax < b
—c™x < —(p* +¢)

rendszer nem kielégithetd, akkor alkalmas nemnegativ sulyokkal
kikovetkeztetheto a 0 < —1 ellentmondas.

Legyen Ag € Ri az eredeti k darab, 1o € R4 pedig a plusz feltétel
egyutthatdja.

A Farkas-Lemma kovetkeztetése

Alkalmas A\g € ]Rf‘ir és uo € Ry esetén
MA+ po(—c") =0(e R"),

Mb+ po(—p* +¢) = —1.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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«40>» «Fr» «=)» < > Q>

e (1,0 = 0 nem lehetséges, mert Ax = b-nek van megoldasa.



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Eros dualitds tétel bizonyitdsa: A befejezés

e 190 = 0 nem lehetséges, mert Ax < b-nek van megoldasa.

e Ha pp > 0, akkor a Farkas-Lemma kovetkezménye atrendezheté:

{P}O-AOTA—CT:O

= Agb—(p*+e) <0
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Eros dualitds tétel bizonyitdsa: A befejezés

e 190 = 0 nem lehetséges, mert Ax < b-nek van megoldasa.

e Ha pp > 0, akkor a Farkas-Lemma kovetkezménye atrendezheté:

{P}O-AOTA—CT:O

LN b—(p*+¢)<O.

o Legyen \; = %-)\o = 0.
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Eros dualitds tétel bizonyitdsa: A befejezés

e 190 = 0 nem lehetséges, mert Ax < b-nek van megoldasa.

e Ha pp > 0, akkor a Farkas-Lemma kovetkezménye atrendezheté:

{P}O-AOTA—CT:O

LN b—(p*+¢)<O.

o Legyen \; = %')‘0 = 0.

e Ekkor
MA=CcT
Mb < p*+e.
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Eros dualitds tétel bizonyitdsa: A befejezés

e 190 = 0 nem lehetséges, mert Ax < b-nek van megoldasa.

e Ha pp > 0, akkor a Farkas-Lemma kovetkezménye atrendezheté:

L.NA-cT=0
LN b—(p*+¢)<O.

o Legyen \; = i')\o = 0.

e Ekkor
MA=CcT
Mb < p*+e.

e Azaz )1 a dudlis feladat lehetséges megoldasa, igy
p* < d* < p*+e. Mivel € tetsz8leges pozitiv szam p* = d*.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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e Természetesen mds alakokra is érvényes az erés dualitas tétel.

«O> «Fr « = 4 > Q>



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Eros dualitas tétel mas alakokra is

e Természetesen mas alakokra is érvényes az er0s dualitas tétel.

e A Farkas-Lemmanak tobb valtozata is van. Ezek hasznalataval
bizonyithaté az er6s dualitds mas valtozata.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Eros dualitas tétel mas alakokra is

e Természetesen mas alakokra is érvényes az er0s dualitas tétel.

e A Farkas-Lemmanak tobb valtozata is van. Ezek hasznalataval
bizonyithaté az er6s dualitds mas valtozata.

e Egy alternativa a kiilonbozo alakok poliéder alakra hozasa.
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Eros dualitas tétel mas alakokra is

e Természetesen mas alakokra is érvényes az er0s dualitas tétel.

e A Farkas-Lemmanak tobb valtozata is van. Ezek hasznalataval
bizonyithaté az er6s dualitds mas valtozata.

e Egy alternativa a kiilonbozé alakok poliéder alakra hozasa. (Ne
feljtsiik el, hogy mindegyik alak ,, univerzilis”.)
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Eros dualitas tétel mas alakokra is

e Természetesen mas alakokra is érvényes az er0s dualitas tétel.

e A Farkas-Lemmanak tobb valtozata is van. Ezek hasznalataval
bizonyithaté az er6s dualitds mas valtozata.

e Egy alternativa a kiilonbozé alakok poliéder alakra hozasa. (Ne
feljtsiik el, hogy mindegyik alak ,, univerzilis”.)

e Van ,legdltalanosabb” LP alak is: Linedris egyenloség és
egyenldtlenség feltételek, a valtozdk epdig harom osztélyba
sorolhaték: nemnegativok, nempozitivok és el6jel-kotetlenek. A
dualizalas, er6s dualitas tétel erre az alakra is kidolgozhaté.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Szunet

30

54 : \m)
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

Megvan az optimum! Hogyan lehet meggy6zni egy laikust?

e Tegyiik fel, hogy p* € R és megvan egy Xopt optimalis helye az
LP feladatnak.
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Megvan az optimum! Hogyan lehet meggy6zni egy laikust?

e Tegyiik fel, hogy p* € R és megvan egy Xopt optimalis helye az
LP feladatnak.

e Az eredmény a szimplex mddszerrel adédott hosszas szdmolas,
vagy egy megirt program segitségével. Hihet6 ez?
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Megvan az optimum! Hogyan lehet meggy6zni egy laikust?

e Tegyiik fel, hogy p* € R és megvan egy Xopt optimalis helye az
LP feladatnak.

e Az eredmény a szimplex mddszerrel adédott hosszas szdmolas,
vagy egy megirt program segitségével. Hihet6 ez?

e A laikus az xp := Xopt helyet nem hiszi optimdlisnak.
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Megvan az optimum! Hogyan lehet meggy6zni egy laikust?

e Tegyiik fel, hogy p* € R és megvan egy Xopt optimalis helye az
LP feladatnak.

e Az eredmény a szimplex mddszerrel adédott hosszas szdmolas,
vagy egy megirt program segitségével. Hihet6 ez?

e A laikus az xg := xopt helyet nem hiszi optimalisnak. xo € L(p)
azonban szdmdra is konnyen ellendrizhet6.
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

Megvan az optimum! Hogyan lehet meggy6zni egy laikust?

e Tegyiik fel, hogy p* € R és megvan egy Xopt optimalis helye az
LP feladatnak.

e Az eredmény a szimplex mddszerrel adédott hosszas szdmolas,
vagy egy megirt program segitségével. Hihet6 ez?

e A laikus az xg := xopt helyet nem hiszi optimalisnak. xo € L(p)
azonban szdmdra is konnyen ellendrizhet6.

e Ekkor
c'xo < p*<d*

nyilvanvalé (csak a gyenge dualitdsra hivatkozunk).
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Dualizalds Gyenge dualitds Erés dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

Megvan az optimum! Hogyan lehet meggy6zni egy laikust?

e Tegyiik fel, hogy p* € R és megvan egy Xopt optimalis helye az
LP feladatnak.

e Az eredmény a szimplex mddszerrel adédott hosszas szdmolas,
vagy egy megirt program segitségével. Hihet6 ez?

e A laikus az xg := xopt helyet nem hiszi optimalisnak. xo € L(p)
azonban szdmdra is konnyen ellendrizhet6.

e Ekkor
c'xo < p*<d*

nyilvanvalé (csak a gyenge dualitdsra hivatkozunk).
e Ha Ao € L(p) tetszbleges, akkor
cTxo<p*<d <bT)

nyilvanvald.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

Meggy6zés

Eszrevétel
Tegyiik fel, hogy egy LP feladatra xo € L(p) és Ao € L(p).
Tovabba

CTXO = bT)\o.

Ekkor xp a primél/eredeti LP feladat optimalis helye.
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Meggy6zés

Eszrevétel
Tegyiik fel, hogy egy LP feladatra xo € L(p) és Ao € L(p).
Tovabba

CTXO = bT)\o.

Ekkor xo a primél/eredeti LP feladat optimalis helye. Tovdbba \g a
dudl LP feladat optimalis helye,
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Meggy6zés

Eszrevétel
Tegyiik fel, hogy egy LP feladatra xo € L(p) és Ao € L(p).
Tovabba

CTXO = bT)\o.
Ekkor xo a primél/eredeti LP feladat optimalis helye. Tovdbba \g a
dudl LP feladat optimalis helye, sét erds dualitas van:

c'xo=p'=d" =b")\ eR.
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Meggy6zés

Eszrevétel
Tegyiik fel, hogy egy LP feladatra xo € L(p) és Ao € L(p).
Tovabba

CTXO = bT)\o.
Ekkor xo a primél/eredeti LP feladat optimalis helye. Tovdbba \g a
dudl LP feladat optimalis helye, sét erds dualitas van:

c'xo=p'=d" =b")\ eR.

A bizonyitas a
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Meggy6zés

Eszrevétel
Tegyiik fel, hogy egy LP feladatra xo € L(p) és Ao € L(p).
Tovabba

CTXO = bT)\o.
Ekkor xo a primél/eredeti LP feladat optimalis helye. Tovdbba \g a
dudl LP feladat optimalis helye, sét erds dualitas van:

c'xo=p'=d" =b")\ eR.

A bizonyitas a

cTx < p"<d* <b"h=c"xo
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

Meggy6zés

Eszrevétel
Tegyiik fel, hogy egy LP feladatra xo € L(p) és Ao € L(p).
Tovabba

CTXo = bT)\o.

Ekkor xo a primél/eredeti LP feladat optimalis helye. Tovdbba \g a
dudl LP feladat optimalis helye, sét erds dualitas van:

c'xo=p'=d" =b")\ eR.

A bizonyitas a
cTx < p"<d* <b"h=c"xo

egyenldtlenségsorozat két végének egyenldségébdl eredd nyilvanvald
kovetkeztetés arra, hogy végig egyenloségnek kell fennalini.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Meggyozés masképp fogalmazva

Definicié
Ha egy LP feladatra xo € L(p) és Ao € L(p). Tovabba

CTXo = bT)\o

teljesiil, akkor (xg, \o) € R” x R¥ part bizonyité-parnak
nevezziik.
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

Meggyozés masképp fogalmazva

Definicié
Ha egy LP feladatra xo € L(p) és Ao € L(p). Tovabba

CTXo = bT)\o

teljesiil, akkor (xg, \o) € R” x R¥ part bizonyité-parnak
nevezziik.

Ha egy LP feladatra (xg, \g) bizonyité-pér, akkor xp optimalis hely
(specidlisan p* € R).

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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_
Tegyiik fel, hogy a poliedrikus alakkal dolgozunk:

Maximalizaljuk

cx-t
Feltéve, hogy

Ax < b.

m]

=

DA



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

Meggyozés mdasként

Tegyiik fel, hogy a poliedrikus alakkal dolgozunk:

Maximalizaljuk cx-t
Feltéve, hogy Ax = b.
A dudlis
Minimalizaljuk bT At
Feltéve, hogy MNMA=CT
A=0

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok

Meggyozés mdasként

Alkalmazas

Tegyiik fel, hogy a poliedrikus alakkal dolgozunk:

Maximalizaljuk cx-t
Feltéve, hogy Ax = b.
A dudlis
Minimalizaljuk bT At
Feltéve, hogy MNMA=CT
A=0

Ismét legyen xo € L(p) és Ao € L(p) tetsz&leges.
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Meggyozés mdasként

Tegyiik fel, hogy a poliedrikus alakkal dolgozunk:

Maximalizaljuk cx-t
Feltéve, hogy Ax = b.
A dudlis
Minimalizaljuk bT At
Feltéve, hogy MNMA=CT
A=0

Ismét legyen xo € L(p) és Ao € L(p) tetsz&leges.

Ekkor
cTxo = (A A)x = AJ (Axo) < \fb=b" ).

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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cTxo = (A A = Mg (Axo) < A\db = bT .

«Or «Fr «=)r (=) = 9Hae



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

Az érvelés egyetlen egyenlotlensége

CTXO = ()\;]I—A)XO = )\;JF(AXO) S Agb = bT)\o.

Gyenge dualitas tétel
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Az érvelés egyetlen egyenlotlensége

CTXO = ()\;]I—A)XO = )\;JF(AXO) S Agb = bT)\o.

Gyenge dualitas tétel

p* < d*.

Nézziik meg kozlebbrdl az egyetlen egyenlStlenségiinket
A (Axg) < A\ b-t, vagyis A\J (Axp — b) < 0-t:
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Az érvelés egyetlen egyenlotlensége

CTXO = ()\;]I—A)XO = )\;JF(AXO) S Agb = bT)\o.

Gyenge dualitas tétel

p* < d*.

Nézziik meg kozlebbrdl az egyetlen egyenlStlenségiinket
A (Axg) < A\ b-t, vagyis A\J (Axp — b) < 0-t:
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Az érvelés egyetlen egyenlotlensége

CTXO = ()\E]I—A)XO = )\;Jr(AXO) S Agb = bT)\o.

Gyenge dualitas tétel

p* < d*.

Nézziik meg kozlebbrdl az egyetlen egyenlStlenségiinket
A (Axo) < Ad b-t, vagyis A\J (Axg — b) < 0-t:

k

D " Ni(af xo — bj) <0, i=1,2,...,k
i=1

ahol \J = (A1,..., k), a] € R" az A métrix i-edik sora, b; € R a
b vektor j-edik komponense.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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i—1

K
Z Ai(af xo = bi) <0,

=12

(*)

«O0>» «Fr «Z» «E>» o



K
Z Ai(af xo = bi) <0,
i=1

i = 17 2, el k
Tudjuk, hogy xo € L(p),

(*)

«O0>» «Fr «Z» «E>» o



k
Z )\,‘(a;rXo — b,') S 0,

i=1,2,...,k (%)
i=1
Tudjuk, hogy xo € L(py, azaz
a7

i

xo — b <0,

minden i = 1,2, ..., k esetén.

«O>» <Fr <> <> DA



_
k
Z )\,‘(a;rXo — b,') <0,
i=1

i=1,2,...,k
Tudjuk, hogy xo € L(py, azaz

(*)
aT

xo — b <0,

minden i = 1,2, ..., k esetén.
Tudjuk, hogy Ao € L(p)

m]

=
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

Az egyenlOség elemzése

k

d xilalxo—b) <0,  i=12....k (¥
i=1

Tudjuk, hogy xo € L(p), azaz
a,-Txo — b; <0, minden i=1,2,...,k esetén.
Tudjuk, hogy Ao € L(p) azaz

Ai >0, minden i=1,2,..., k esetén.
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Az egyenlOség elemzése

k

d xilalxo—b) <0,  i=12....k (¥
i=1

Tudjuk, hogy xo € L(p), azaz
a,-Txo — b; <0, minden i=1,2,...,k esetén.
Tudjuk, hogy Ao € L(p) azaz
Ai >0, minden i=1,2,..., k esetén.
Egyenldség csak gy lehet, ha

Xi(a] xo — b)) =0, minden i=1,2,..., k esetén.
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok

Az egyenlOség elemzése

Alkalmazas

k

d xilalxo—b) <0,  i=12....k (¥
i=1

Tudjuk, hogy xo € L(p), azaz
a,-Txo — b; <0, minden i=1,2,...,k esetén.
Tudjuk, hogy Ao € L(p) azaz
Ai >0, minden i=1,2,..., k esetén.
Egyenldség csak gy lehet, ha
Xi(a] xo — b)) =0, minden i=1,2,..., k esetén.

Egyenldség csak lgy lehet, ha

Ai = 0 vagy a;rxo — b =0, minden i =1,2, ..., k esetén.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Ao cpynlsgg clemaise, ek

EmIekezzunk a A; > 0 nemnegativ (/- edik) dudlis valtozé az i-edik
alxo < bi (a] xo — bi < 0) feltétel , parja”

m]

=

DA



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

Az egyenloség elemzése, jelolések

Emlékezzﬂnk a Aj > 0 nemnegativ (i- edik) dudlis véltozé az i-edik
alxg < b; (a] xo — b; < 0) feltétel , parja”.

Definicié
Az i-edik a,Txo < b; feltétel laza, ha a;rxo — b; < 0.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

Az egyenloség elemzése, jelolések

Emlékezzﬂnk a Aj > 0 nemnegativ (i- edik) dudlis véltozé az i-edik
alxg < b; (a] xo — b; < 0) feltétel , parja”.

Definicié
Az i-edik a,Txo < b; feltétel laza, ha a;rxo — b; < 0.

Az i-edik A\; > 0 dudlis elojelfeltétel laza, ha A\; > 0.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

Az egyenloség elemzése, jelolések

Emlékezzﬂnk a Aj > 0 nemnegativ (i- edik) dudlis véltozé az i-edik
alxg < b; (a] xo — b; < 0) feltétel , parja”.

Definicié

Az i-edik a,.Txo < b; feltétel laza, ha a,-Txo — b; < 0.

Az i-edik A\; > 0 dudlis elgjelfeltétel laza, ha \; > 0.

Jelolje Lipy C {1,2,...,k} a LAZA prim3l feltételek indexeinek
halmazat.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

Az egyenloség elemzése, jelolések

Emlékezzﬂnk a Aj > 0 nemnegativ (i- edik) dudlis véltozé az i-edik
alxg < b; (a] xo — b; < 0) feltétel , parja”.

Definicié

Az i-edik a,.Txo < b; feltétel laza, ha a,-Txo — b; < 0.

Az i-edik A\; > 0 dudlis elgjelfeltétel laza, ha \; > 0.

Jelolje Lipy C {1,2,...,k} a LAZA prim3l feltételek indexeinek
halmazt. Jelolje L(py C {1,2,..., k} a LAZA dudl feltételek
indexeinek halmazat.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

Az egyenlOség elemzése, osszefoglalas

Emlékeztetiink, hogy xo € L(p) és Ao € L(p) esetén (xo, Ao)
pontosan akkor egy bizonyité-pér, ha (x)-ban egyenl8ség teljesiil.
Ezt elemeztiik és most osszefoglaljuk megallapitdsainkat.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

Az egyenlOség elemzése, osszefoglalas

Emlékeztetiink, hogy xo € L(p) és Ao € L(p) esetén (xo, Ao)
pontosan akkor egy bizonyité-pér, ha (x)-ban egyenl8ség teljesiil.
Ezt elemeztiik és most osszefoglaljuk megallapitdsainkat.

Tétel
Legyen xo € L(p) és Ao € L(p) tetszdleges. (xo, o) pontosan
akkor egy bizonyité-par, ha

L(p) N L(D) = 0.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

Az egyenlOség elemzése, osszefoglalas

Emlékeztetiink, hogy xo € L(p) és Ao € L(p) esetén (xo, Ao)
pontosan akkor egy bizonyité-pér, ha (x)-ban egyenl8ség teljesiil.
Ezt elemeztiik és most osszefoglaljuk megallapitdsainkat.

Tétel
Legyen xo € L(p) és Ao € L(p) tetszdleges. (xo, o) pontosan
akkor egy bizonyité-par, ha

L(p) N L(D) = 0.

Ekkor azt mondjuk, hogy xp és g teljesiti a komplementaris

lazasagi tulajdonsagot.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Masképpen fogalmazva:

<O «F»r QA



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

Az egyenloség elemzése, osszefoglalas Il.

Masképpen fogalmazva:

Tétel
Legyen xo € L(p) €s Ao € L(p) tetszOleges. Ekkor a kovetkezdk
ekvivalensek:

(i) xo primal optimdlis hely és Ao dudl optimdlis hely,

(i) (xo0,\o) bizonyité par.
(iii) xo és Ag teljesiti a a komplementéris lazasag tulajdonsagot.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

Szunet

30

54 : \m)

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Dualizalas

Gyenge dualitds

Emlékezteto

Er6s dualitas

Meggybzési eljdrasok

Alkalmazas

Vizsgéljuk egy korabbi eljelfeltételes poliedrikus formaban lévé LP
feladat feltételeit. (Az elsé két feltétel az el6jelfeltétel.)

(

—X1 <0
—x <0
—x1+x <1
X1 <3
Xy < 2

&1)
2)

v

&

~—

(
(€
(&
(
(

&s).

Hajnal Péter

Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds

Emlékezteto

Er6s dualitas

Meggybzési eljdrasok

Alkalmazas

Vizsgéljuk egy korabbi eljelfeltételes poliedrikus formaban lévé LP
feladat feltételeit. (Az elsé két feltétel az el6jelfeltétel.)

(—x1 <0
—x <0
—x1+x <1
X1 <3
Xy < 2

(&1)
(
(
(&a)

(&5).

Az xq, x2, X3, X4, X5 nemnegativ valtozdkat vesszik. x;-re Ggy

tekintiink, mint az (&;) egyenlétlenség slack-valtozdja.

Hajnal Péter

Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds

Emlékezteto

Erds dualitds Meggybzési eljdrasok

Alkalmazas

Vizsgéljuk egy korabbi eljelfeltételes poliedrikus formaban lévé LP
feladat feltételeit. (Az elsé két feltétel az el6jelfeltétel.)

(—x1 <0
—x <0
—x1+x <1
X1 <3
Xy < 2

(&1)
(

(&3)
(&a)

(&5).

Az xq, x2, X3, X4, X5 nemnegativ valtozdkat vesszik. x;-re Ggy
tekintiink, mint az (&;) egyenlétlenség slack-valtozdja.

Az elgjelfeltételken tili feltételeket atirjuk

—X1 + X2 + X3

X1 + Xz

=1 (&)
=3 (&)

+ X5 =2 (Sé)

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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A szétar alak (c(x) = x1 + x2):

bazis konstans x3 X

x3 1 1 -1
X4 3 -1
X5 2 -1
c(x) 0 1 1

u}
o)
it
it
[y

DA



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds

Emlékeztetd (folytatds)

Meggybzési eljdrasok

Alkalmazas

A szétar alak (c(x) = x1 + x2):

bazis konstans x3 xo
X3 1 1 -1
X4 3 -1
X5 2 -1
c(x) o 1 1
Az els6 pivot
bazis konstans X3 xo bazis konstans xz xo
X3 1 1 -1 X3 4 -1 -1
X4 3 -1 — X1 3 -1
X5 2 -1 X5 2 -1
c(x) 0 1 1 c(x) 3 -1 1

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

Emlékeztetd (folytatds)

A masodik pivot:

bazis konstans x; X bazis konstans x; X3
X3 4 -1 -1 X3 2 -1 1
X1 3 -1 — X1 3 -1
X5 2 -1 X2 2 -1
c(x) 3 -1 1 c(x) 5 -1 -1

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

Emlékeztetd (folytatds)

A masodik pivot:

bazis konstans x; X bazis konstans x; X3
X3 4 -1 -1 X3 2 -1 1
X1 3 -1 — X1 3 -1
X5 2 -1 X2 2 -1
c(x) 3 -1 1 c(x) 5 -1 -1

A c(x) sordban Iév6 nempozitiv egylitthaték mutatjak, hogy
megoldasunk optimalis:

bazis konstans xz Xxs

X3 2 -1 1

X1 3 -1

X2 2 -1
c(x) 5 i

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds

Emlékeztetd (folytatds)

Meggybzési eljdrasok

Alkalmazas

Az optimalis megoldas konnyen lathaté. A bazison kiviili valtozék
(piros véltozdk) értéke 0. A bazisbeli valtozdk értékeit a

konstansok mutatjak (zoldek).

Hajnal Péter

[ bazis konstans xa [Xs |
X3 2 -1 1
X1 3 —1
X2 2 -1
| c(x) 5 -1 -1 |

Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds

Emlékeztetd (folytatds)

Er6s dualitas

Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

Az optimalis megoldas konnyen lathaté. A bazison kiviili valtozék
(piros véltozdk) értéke 0. A bazisbeli valtozdk értékeit a
konstansok mutatjak (zoldek).

[ bazis konstans xa [Xs |
X3 2 -1 1
X1 3 —1
X2 2 -1
| c(x) 5 -1 -1 |

Ez most egy gyors, egyszerii szamolds adta, de mdskor hosszd,
attekinthetetlen program futtatasanak végén kapjuk.

Hajnal Péter

Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds

Emlékeztetd (folytatds)

Erés dualitas

Meggybzési eljdrasok

Alkalmazas

Az optimalis megoldas konnyen lathaté. A bazison kiviili valtozék
(piros véltozdk) értéke 0. A bazisbeli valtozdk értékeit a
konstansok mutatjak (zoldek).

Ez most egy gyors, egyszerii szamolds adta, de mdskor hosszd,
attekinthetetlen program futtatasanak végén kapjuk. Mi van ha
nem bizunk a hasznalt programban?

Hajnal Péter

[ bazis konstans xa [Xs |
X3 2 -1 1
X1 3 —1
X2 2 -1
| c(x) 5 -1 -1 |

Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds

Emlékeztetd (folytatas)

Erés dualitas

Meggybzési eljdrasok

Alkalmazas

Az optimalis megoldas konnyen lathaté. A bazison kiviili valtozék
(piros véltozdk) értéke 0. A bazisbeli valtozdk értékeit a
konstansok mutatjak (zoldek).

Ez most egy gyors, egyszerii szamolds adta, de mdskor hosszd,
attekinthetetlen program futtatasanak végén kapjuk. Mi van ha
nem bizunk a hasznalt programban? Mi van ha fonokiink szerint

[ bazis konstans xa [Xs |
X3 2 -1 1
X1 3 —1
X2 2 -1
| c(x) 5 -1 -1 |

nagyobb célfiiggvényt kell/lehet elérni?

Hajnal Péter

Dualizalds, SzTE, 2020
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Hogyan tudunk egy bizonyité-part talalni?

it
N

«O> «Fr « = 4 P NEa



Hogyan tudunk egy bizonyité-part talalni?
Xj — (5,') — A

Szimmetria: Ilrjuk at a véltozdkat a megfeleld dudlis valtozékka:

«O>» «Fr «=)>r < > Q>



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

A kérdés

Hogyan tudunk egy bizonyité-part taldlni?

Szimmetria: frjuk at a valtozdkat a megfelelé dudlis valtozokka:
Xi — (5,) — )\,'.

A bazison beliili valtozék dudlis véltozdparjaik (piros szin) értéke
legyen 0. A bazison kiviili valtozék dudlis parjai értéke legyen a
célfiggvény egyiitthatok ellentettjei.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds

A kérdés

Er6s dualitas

Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

Hogyan tudunk egy bizonyité-part taldlni?

Szimmetria: frjuk at a valtozdkat a megfelelé dudlis valtozokka:

Xi — (5,) — )\,'.

A bazison beliili valtozék dudlis véltozdparjaik (piros szin) értéke
legyen 0. A bazison kiviili valtozék dudlis parjai értéke legyen a
célfiggvény egylitthatdk ellentettjei. Ezeket zolddel kddoltuk:

[ bizis konstans A4 As |
A3 2 -1 1
A1 3 —1
Ao 2 -1
| c(x) 5 -1 -1 ]

Hajnal Péter

Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds

A kérdés

Er6s dualitas

Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

Hogyan tudunk egy bizonyité-part taldlni?

Szimmetria: frjuk at a valtozdkat a megfelelé dudlis valtozokka:

Xi — (5,) — )\,'.

A bazison beliili valtozék dudlis véltozdparjaik (piros szin) értéke
legyen 0. A bazison kiviili valtozék dudlis parjai értéke legyen a
célfiggvény egylitthatdk ellentettjei. Ezeket zolddel kddoltuk:

[ bizis konstans A4 As |
A3 2 -1 1
A1 3 —1
Ao 2 -1
| c(x) 5 -1 -1 ]

fgy egy dudlis optimalis megoldast kapunk.

Hajnal Péter

Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds

A kérdés

Erés dualitas

Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

Hogyan tudunk egy bizonyité-part taldlni?

Szimmetria: frjuk at a valtozdkat a megfelelé dudlis valtozokka:

Xi — (5,) — )\,'.

A bazison beliili valtozék dudlis véltozdparjaik (piros szin) értéke
legyen 0. A bazison kiviili valtozék dudlis parjai értéke legyen a
célfiggvény egylitthatdk ellentettjei. Ezeket zolddel kddoltuk:

[ bizis konstans A4 As |
A3 2 -1 1
A1 3 —1
Ao 2 -1
| c(x) 5 -1 -1 ]

fgy egy dudlis optimalis megoldast kapunk. Ezt konnyl ellenorizni.

Hajnal Péter

Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erés dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

A kérdés

Hogyan tudunk egy bizonyité-part taldlni?

Szimmetria: frjuk at a valtozdkat a megfelelé dudlis valtozokka:
Xi — (5,) — )\,'.

A bazison beliili valtozék dudlis véltozdparjaik (piros szin) értéke
legyen 0. A bazison kiviili valtozék dudlis parjai értéke legyen a
célfiggvény egylitthatdk ellentettjei. Ezeket zolddel kddoltuk:

[ bizis konstans A4 As |
A3 2 -1 1
A1 3 —1
Ao 2 -1
| c(x) 5 -1 -1 ]

fgy egy dudlis optimalis megoldast kapunk. Ezt konnyl ellenorizni.

Az aldbbiakban ezt latjuk be altaldban.
Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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o A végso szimplex szétart nézziik.

v

40> «Fr» « =>» Q>



o A végso szimplex szétart nézziik.

e Litunk egy bazismegoldast.

40> «Fr» « =>» Q>

v



o A végso szimplex szétart nézziik.

e Litunk egy bazismegoldast. Konnyl ellendrizni, hogy a primal
LP feltételeinek eleget tesz.

«O> «Fr « = 4 > Q>



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

A tétel

o A végs6 szimplex szétart nézziik.

e Latunk egy bazismegolddst. Konnyl ellenérizni, hogy a primél
LP feltételeinek eleget tesz.

o L atunk egy értékaddst a dudlis véltozdknak.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

A tétel

o A végs6 szimplex szétart nézziik.

e Latunk egy bazismegolddst. Konnyl ellenérizni, hogy a primél
LP feltételeinek eleget tesz.

o L atunk egy értékaddst a dudlis véltozdknak.

e Tudjuk, hogy nemnegativak a komponensek,

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

A tétel

o A végs6 szimplex szétart nézziik.

e Latunk egy bazismegolddst. Konnyl ellenérizni, hogy a primél
LP feltételeinek eleget tesz.

o L atunk egy értékaddst a dudlis véltozdknak.

e Tudjuk, hogy nemnegativak a komponensek, azaz az értékadas
az elojelfeltételeknek eleget tesz.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

A tétel

o A végs6 szimplex szétart nézziik.

e Latunk egy bazismegolddst. Konnyl ellenérizni, hogy a primél
LP feltételeinek eleget tesz.

o L atunk egy értékaddst a dudlis véltozdknak.

e Tudjuk, hogy nemnegativak a komponensek, azaz az értékadas
az elojelfeltételeknek eleget tesz.

e Latjuk a komplementaris lazasdgi tulajdonsagot.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

A tétel

o A végs6 szimplex szétart nézziik.

e Latunk egy bazismegolddst. Konnyl ellenérizni, hogy a primél
LP feltételeinek eleget tesz.

o L atunk egy értékaddst a dudlis véltozdknak.

e Tudjuk, hogy nemnegativak a komponensek, azaz az értékadas
az elojelfeltételeknek eleget tesz.

e Litjuk a komplementdris lazasagi tulajdonsagot. Miért?

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

A tétel

o A végs6 szimplex szétart nézziik.

e Latunk egy bazismegolddst. Konnyl ellenérizni, hogy a primél
LP feltételeinek eleget tesz.

o L atunk egy értékaddst a dudlis véltozdknak.

e Tudjuk, hogy nemnegativak a komponensek, azaz az értékadas
az elojelfeltételeknek eleget tesz.

e Litjuk a komplementdris lazasagi tulajdonsagot. Miért?
Lipy CBés LipyC K* =K.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

A tétel

o A végs6 szimplex szétart nézziik.

e Latunk egy bazismegolddst. Konnyl ellenérizni, hogy a primél
LP feltételeinek eleget tesz.

o L atunk egy értékaddst a dudlis véltozdknak.

e Tudjuk, hogy nemnegativak a komponensek, azaz az értékadas
az elojelfeltételeknek eleget tesz.

e Litjuk a komplementdris lazasagi tulajdonsagot. Miért?
Lipy CBés LipyC K* =K.

A fenti médon kiolvasott értékadas kielégiti a dudlis feltételekt.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

A tétel

o A végs6 szimplex szétart nézziik.

e Latunk egy bazismegolddst. Konnyl ellenérizni, hogy a primél
LP feltételeinek eleget tesz.

o L atunk egy értékaddst a dudlis véltozdknak.

e Tudjuk, hogy nemnegativak a komponensek, azaz az értékadas
az elojelfeltételeknek eleget tesz.

e Litjuk a komplementdris lazasagi tulajdonsagot. Miért?
Lipy CBés LipyC K* =K.

A fenti médon kiolvasott értékadas kielégiti a dudlis feltételekt.

e Osszefoglalva az el6z6 példa nem speciilis:

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

A tétel

o A végs6 szimplex szétart nézziik.

e Latunk egy bazismegolddst. Konnyl ellenérizni, hogy a primél
LP feltételeinek eleget tesz.

o L atunk egy értékaddst a dudlis véltozdknak.

e Tudjuk, hogy nemnegativak a komponensek, azaz az értékadas
az elojelfeltételeknek eleget tesz.

e Litjuk a komplementdris lazasagi tulajdonsagot. Miért?
Lipy CBés LipyC K* =K.

A fenti médon kiolvasott értékadas kielégiti a dudlis feltételekt.

e Osszefoglalva az el6z6 példa nem specidlis: A szimplex médszer
ledllasakor a leirt mdédon egy bizonyité pdr is a keziinkben van.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

A Lemma

i

e Vegylink egy elGjelfeltételes poliedrikus alakban |év6 LP feladatot
(n valtozd/n eléjelfeltétel, tovabbi k feltétel), b = 0 (a mésodik
fazisban vagyunk) és c"x célfiiggvény.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggybzési eljdrasok Alkalmazas

A Lemma

e Vegylink egy elGjelfeltételes poliedrikus alakban |év6 LP feladatot
(n valtozd/n eléjelfeltétel, tovabbi k feltétel), b = 0 (a mésodik
fazisban vagyunk) és c"x célfiiggvény.

e irjuk fel szimplex alakban (n + k véltozé (X), parositva az n+ k
feltétellel, parositva az n + k dudlis valtozéval):

Lemma

N |
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e Vegylink egy elGjelfeltételes poliedrikus alakban |év6 LP feladatot
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e irjuk fel szimplex alakban (n + k véltozé (X), parositva az n+ k
feltétellel, parositva az n + k dudlis valtozéval):

Lemma

e Vegyiik egy szétarat a szimplex algoritmus futdsa alatt (igy van
egy B bazisunk, vele egyiitt egy K halmazunk is).
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e Vegyiik egy szétarat a szimplex algoritmus futdsa alatt (igy van
egy B bazisunk, vele egyiitt egy K halmazunk is). Ilrjuk at a szotar
észak-nyugati hatarat. Minden valtozét helyettesitsiink a megfeleld
feltétel baloldaldva: x; <— &;. c(x) helyére irjunk —c(x)-et.
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konstans oszlopot hagyjuk el (ne vegyiik figylembe).

e Vegyiink egy kifejezést a bal oldali oszlopbdl: 3, ami & (x; € B)
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A Lemma

e Vegylink egy elGjelfeltételes poliedrikus alakban |év6 LP feladatot
(n valtozd/n eléjelfeltétel, tovabbi k feltétel), b = 0 (a mésodik
fazisban vagyunk) és c"x célfiiggvény.

e irjuk fel szimplex alakban (n + k véltozé (X), parositva az n+ k
feltétellel, parositva az n + k dudlis valtozéval):

Lemma

e Vegyiik egy szétarat a szimplex algoritmus futdsa alatt (igy van
egy B bazisunk, vele egyiitt egy K halmazunk is). Ilrjuk at a szotar
észak-nyugati hatarat. Minden valtozét helyettesitsiink a megfeleld
feltétel baloldaldva: x; < &;. c(x) helyére irjunk —c(x)-et. A
konstans oszlopot hagyjuk el (ne vegyiik figylembe).
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egyltthaténak a megfelels & (x; € K) kifejezéseknek. Ekkor a
kapott kifejezésekbdl felépitett linedris kombindcid/silyozott
Osszeg [ lesz.
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds

A Lemma bizonyitasa

Meggybzési eljdrasok

Alkalmazas

Az algoritmus kezdetén a bizonyitandd nyilvanvaldan teljesul. Ez a

példankon keresztiil jol latszik

Hajnal Péter

Dualizalds, SzTE, 2020

bazis konstans (—x1) (—x2)
(—Xl + X2) 1 -1
(x1) 3 -
(x2) 2 -
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A Lemma bizonyitasa

Az algoritmus kezdetén a bizonyitandd nyilvanvaldan teljesul. Ez a
példankon keresztiil jol latszik

bizis konstans (—x1) (—x2)
(—X1+X2) 1 1 -1

(Xl) 3 -1
(x2) 2 —-1
L —(Xl +X2) 0 1 1 ]

A bizonyitandé minden pivotndl megorzodik. A pivot egy
Gauss-eliminacié-szerli [épés. Az oroklédés nyilvanvalé. A példa
ravildgit az allitas egyszeriiségére.

[ bazis konstans (x1) (—x2) |
(—x1 + x2) 4 -1 -1
(—Xl) 3 -1
(X2) 2 -1
L *(Xl +X2) 3 -1 1]
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Specidlisan, amikor eljutunk a szimplex médszer sikeres
befejezéséhez a Lemma allitasa akkor is teljesiil.
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A Tétel bizonyitdsa

Specidlisan, amikor eljutunk a szimplex mddszer sikeres
befejezéséhez a Lemma allitdsa akkor is teljesiil. Példankban:

[ bazis konstans x; x 1
(—x1 + x2) 2 -1 1
—X1 3 —1
—X2 2 —1
L —(Xl —|—X2) 5 -1 -1 ]
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A Tétel bizonyitdsa

Specialisan, amikor eljutunk a szimplex mddszer sikeres
befejezéséhez a Lemma allitdsa akkor is teljesiil. Példankban:

[ bazis konstans x; x 1
(—x1 + x2) 2 -1 1
—X1 3 —1
—X2 2 —1
L —(Xl +X2) 5 -1 -1 ]

e Az alsé sorra olvassuk el a Lemma allitdsat, ami egy linedris
kifejezésekre vonatkozd azonossag.
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L —(Xl +X2) 5 -1 -1 ]

e Az alsé sorra olvassuk el a Lemma allitdsat, ami egy linedris
kifejezésekre vonatkozd azonossag.

e Az ott megjelend eldjelvaltasok kiejtik egymast.
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A Tétel bizonyitdsa

Specialisan, amikor eljutunk a szimplex mddszer sikeres
befejezéséhez a Lemma allitdsa akkor is teljesiil. Példankban:

[ bazis konstans x; x 1
(—x1 + x2) 2 -1 1
—X1 3 —1
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L —(Xl + X2) 5 -1 -1

e Az alsé sorra olvassuk el a Lemma allitdsat, ami egy linedris
kifejezésekre vonatkozé azonossag.

e Az ott megjelend eldjelvaltasok kiejtik egymast.

e A dudlis valtozéknak adott értékekkel stlyozzuk a megfeleld
egyenlGtlenségek bal oldalat és éppen a célfiiggvény jon ki.
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A Tétel bizonyitdsa

Specialisan, amikor eljutunk a szimplex mddszer sikeres
befejezéséhez a Lemma allitdsa akkor is teljesiil. Példankban:

[ bazis konstans x; x 1
(—x1 + x2) 2 -1 1
—X1 3 —1
—X2 2 —1
L —(Xl + X2) 5 -1 -1

e Az alsé sorra olvassuk el a Lemma allitdsat, ami egy linedris
kifejezésekre vonatkozé azonossag.

e Az ott megjelend eldjelvaltasok kiejtik egymast.

e A dudlis valtozéknak adott értékekkel stlyozzuk a megfeleld
egyenlGtlenségek bal oldalat és éppen a célfiiggvény jon ki.

o Azaz értékaddsunk lehetséges dudlis megoldas.
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e Legyen két jatékos Xavér és Yvett.
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o Legyen két jatékos Xavér és Yvett. // A jaték kétszemélyes.
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Kétszemélyes, zéréosszegii jatékok: Alapok

o Legyen két jatékos Xavér és Yvett. // A jaték kétszemélyes.

o Mindkét jatékos Iép egyet és ennek fliggvényében kiértékelik a
jatékot.
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Kétszemélyes, zéréosszegii jatékok: Alapok

o Legyen két jatékos Xavér és Yvett. // A jaték kétszemélyes.

o Mindkét jatékos Iép egyet és ennek fliggvényében kiértékelik a
jatékot.

e Xavér lehetséges [épései egy Lx véges halmaz elemei, mig Yvetté
egy Ly véges halmaz elemei.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Kétszemélyes, zéréosszegii jatékok: Alapok

o Legyen két jatékos Xavér és Yvett. // A jaték kétszemélyes.

o Mindkét jatékos Iép egyet és ennek fliggvényében kiértékelik a
jatékot.

e Xavér lehetséges [épései egy Lx véges halmaz elemei, mig Yvetté
egy Ly véges halmaz elemei.

e Egy forduldban Xavér és Yvett vélaszt egy £x elemet az Ly,
illetve £y elemet az Ly halmazbdl.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Kétszemélyes, zéréosszegii jatékok: Alapok

o Legyen két jatékos Xavér és Yvett. // A jaték kétszemélyes.

o Mindkét jatékos Iép egyet és ennek fliggvényében kiértékelik a
jatékot.

e Xavér lehetséges [épései egy Lx véges halmaz elemei, mig Yvetté
egy Ly véges halmaz elemei.

e Egy forduldban Xavér és Yvett vélaszt egy £x elemet az Ly,
illetve £y elemet az Ly halmazbdl.

o A jiték eredménye: Xavér Ax({x,ly) € R Osszeget kap Yvettél.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020



Dualizalds Gyenge dualitds Erés dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Kétszemélyes, zéréosszegii jatékok: Alapok

o Legyen két jatékos Xavér és Yvett. // A jaték kétszemélyes.

o Mindkét jatékos Iép egyet és ennek fliggvényében kiértékelik a
jatékot.

e Xavér lehetséges [épései egy Lx véges halmaz elemei, mig Yvetté
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e Egy forduldban Xavér és Yvett vélaszt egy £x elemet az Ly,
illetve £y elemet az Ly halmazbdl.

o A jiték eredménye: Xavér Ax({x,ly) € R Osszeget kap Yvettél.
Persze lehet, hogy Yvett kap Xavértél, amikor is Ax(¢x,ly) <O,
vagy lehet Ax(¢x,ly) =0 € Rx*Ly (dontetlen).
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o A jaték eredményét kifejezhetjiik Yvett szempontjabdl is egy Ay
matrixszal.
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o Mindkét jatékos Iép egyet és ennek fliggvényében kiértékelik a
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o A jiték eredménye: Xavér Ax({x,ly) € R Osszeget kap Yvettél.
Persze lehet, hogy Yvett kap Xavértél, amikor is Ax(¢x,ly) <O,
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Kétszemélyes, zérdosszegli jatékok: Példa

Példa: Ko-papir-ollé
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Kétszemélyes, zérdosszegli jatékok: Példa

Példa: Ko-papir-ollé

Lx = Ly = {k8, papir, ollé}.
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Kétszemélyes, zérdosszegli jatékok: Példa

Példa: Ko-papir-ollé

Lx = Ly = {k8, papir, ollé}.

X \ Y| k8 | papir | ollé

ko 0 -1 1

Ax = -
papir 1 0 -1
ollé -1 1 0
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Kétszemélyes, zérdosszegii jatékok: Példa

Példa: Ko-papir-ollé

Lx = Ly = {k&, papir, ollé}.

X \ Y| k8 | papir | oll$

ko 0 -1 1
Ax = -
papir 1 0 -1
ollé -1 1 0
X \Y H kd ‘ papir ‘ ollé
Ay — k6, 0 1 -1
papir -1 0 1
ollé 1 -1
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Kétszemélyes, zérdosszegli jatékok: Stratégidk

o Feltessziik, hogy Xavér és Yvett is vdlaszt egy-egy stratégiat a
Sx, Sy halmazokbdl.
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Kétszemélyes, zérdosszegli jatékok: Stratégidk

o Feltessziik, hogy Xavér és Yvett is vdlaszt egy-egy stratégiat a
Sx, Sy halmazokbdl. Egy s € Sx stratégia leirja, hogyan vélassza
lépését Xavér.
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Kétszemélyes, zérdosszegli jatékok: Stratégidk

o Feltessziik, hogy Xavér és Yvett is vdlaszt egy-egy stratégiat a
Sx, Sy halmazokbdl. Egy s € Sx stratégia leirja, hogyan vélassza
lépését Xavér.

Példa: Determinisztikus stratégidk

Xavér egy stratégidja lehet fg € Lx: Xavér {p-t |ép.
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Kétszemélyes, zérdosszegli jatékok: Stratégidk

o Feltessziik, hogy Xavér és Yvett is vdlaszt egy-egy stratégiat a
Sx, Sy halmazokbdl. Egy s € Sx stratégia leirja, hogyan vélassza
lépését Xavér.

Példa: Determinisztikus stratégidk

Xavér egy stratégidja lehet ¢y € Lx: Xavér lp-t Iép. // Sx = Lx.

Példaul a ko-papir-oll6 jétékban " papir” startégia, hogy Xavér
mindig papirt-t mond.
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Kétszemélyes, zérdosszegli jatékok: Stratégidk

o Feltessziik, hogy Xavér és Yvett is vdlaszt egy-egy stratégiat a
Sx, Sy halmazokbdl. Egy s € Sx stratégia leirja, hogyan vélassza
lépését Xavér.

Példa: Determinisztikus stratégidk

Xavér egy stratégidja lehet ¢y € Lx: Xavér lp-t Iép. // Sx = Lx.
Példaul a ko-papir-oll6 jétékban " papir” startégia, hogy Xavér
mindig papirt-t mond.

Példa: von Neumann kevert stratégiai

Yvett egy stratégidja lehet valdsziniiségi eloszlas Ly-en: Yvett az
eloszlas alapjan generdl egy Ly-beli elemet és meglépi azt.
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Kétszemélyes, zérdosszegli jatékok: Stratégidk

o Feltessziik, hogy Xavér és Yvett is vdlaszt egy-egy stratégiat a
Sx, Sy halmazokbdl. Egy s € Sx stratégia leirja, hogyan vélassza
lépését Xavér.

Példa: Determinisztikus stratégidk

Xavér egy stratégidja lehet ¢y € Lx: Xavér lp-t Iép. // Sx = Lx.
Példaul a ko-papir-oll6 jétékban " papir” startégia, hogy Xavér
mindig papirt-t mond.

Példa: von Neumann kevert stratégiai

Yvett egy stratégidja lehet valdsziniiségi eloszlas Ly-en: Yvett az
eloszlds alapjan general egy Ly-beli elemet és meglépi azt. //
Sy =D :={pe R :1Tx=1}.
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e Tegyiik fel, hogy sx stratégia szerint Iépek.”
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Dualizalds Gyenge dualitds Erés dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazis
Kétszemélyes, zéréosszegli jatékok: Hogyan gondolkozik
Xavér?

o , Tegylik fel, hogy sx stratégia szerint [épek.”

e Ha ezt Yvett tudja, akkor egy olyan sy startégiat valaszt, amely optimalis
helye a kovetkez6 feladatnak:

min v(Ax, sx,s'),
s'eSy

ahol v(Ax, sx, s) irja le Xavér nyereségét, ha & sx, mig Yvett s szerint |ép.
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Kétszemélyes, zéréosszegli jatékok: Hogyan gondolkozik
Xavér?

o , Tegylik fel, hogy sx stratégia szerint [épek.”
e Ha ezt Yvett tudja, akkor egy olyan sy startégiat valaszt, amely optimalis

helye a kovetkez6 feladatnak:

min v(Ax, sx,s'),
s'eSy

ahol v(Ax, sx, s) irja le Xavér nyereségét, ha & sx, mig Yvett s szerint |ép.

e Xavér nyilvdn, egy olyan sx € Sx-et valaszt, amely optimdlis helye a
kovetkez6 feladatnak:

max min v(Ax,s,s’).
se€Sx s’eSy
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Kétszemélyes, zéréosszegli jatékok: Hogyan gondolkozik
Xavér?

o , Tegylik fel, hogy sx stratégia szerint [épek.”
e Ha ezt Yvett tudja, akkor egy olyan sy startégiat valaszt, amely optimalis
helye a kovetkez6 feladatnak:

min v(Ax, sx,s'),
s'eSy

ahol v(Ax, sx, s) irja le Xavér nyereségét, ha & sx, mig Yvett s szerint |ép.

e Xavér nyilvdn, egy olyan sx € Sx-et valaszt, amely optimdlis helye a
kovetkezé feladatnak:

max min v(Ax,s,s’).
se€Sx s’eSy

Xavér a fenti startégia vélasztdssal legaldbb maxscs, minges, v(Ax,s,s’)
bevételt ér el.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Dualizalds Gyenge dualitds Erés dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazis
Kétszemélyes, zérdosszegli jatékok: Xavér mit gondol
Yvett gondolkozasardél?

e Yvett tudja, hogy egy sy € Sy startégidjara én egy olyan sy startégiat
vélasztok, amely optimalis helye a kovetkezd feladatnak:

A .
2%;( V( X5 S, SY)
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Kétszemélyes, zérdosszegli jatékok: Xavér mit gondol
Yvett gondolkozasardél?

e Yvett tudja, hogy egy sy € Sy startégidjara én egy olyan sy startégiat
vélasztok, amely optimalis helye a kovetkezd feladatnak:

A .
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e Yvett nyilvdn, egy olyan sy € Sy-et vélaszt, amely optimalis helye a
kovetkez6 feladatnak:

. /
min max v(Ax,s,s’).
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazis
Kétszemélyes, zérdosszegli jatékok: Xavér mit gondol
Yvett gondolkozasardél?

e Yvett tudja, hogy egy sy € Sy startégidjara én egy olyan sy startégiat
vélasztok, amely optimalis helye a kovetkezd feladatnak:

A .
2%;( V( X5 S, SY)

e Yvett nyilvdn, egy olyan sy € Sy-et vélaszt, amely optimalis helye a
kovetkez6 feladatnak:

. /
min max v(Ax,s,s’).
s'€Sy seSx

Xavér tudja, ha Yvett a fentiek szerint gondolkozik akkor legfeljebb

. /
min max v(Ax,s,s').
s'€Sy s€Sx

bevételt ér el.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Kétszemélyes, zérdosszegli jatékok: Az észrevételek ereddje

. / . /
max min v(Ax,s,s’) < min max v(Ax,s,s ).
sESx s’eSy ( T ) s'€Sy seSx ( T )

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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o Az észrevétel egy kozépiskolai egyszerii szakkori feladat.
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazis
Kétszemélyes, zérdosszegli jatékok: Determinisztikus
stratégiak

o Az észrevétel egy kozépiskolai egyszer(i szakkori feladat.

Ko6-papir-olld, determinisztikus startégia

—1 < Xavér nyeresége < 1.
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazis
Kétszemélyes, zérdosszegli jatékok: Determinisztikus
stratégiak

o Az észrevétel egy kozépiskolai egyszer(i szakkori feladat.

Ko6-papir-olld, determinisztikus startégia

—1 < Xavér nyeresége < 1.

o Az észrevétel konkluzidéja semmitmondd.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

Kétszemélyes, zérdosszegli jatékok: Kevert stratégidk

A v, érték" fliggvény kevert stratégidk kozott

Legyen s € Dtx, s € Dby Ay € REx*Ly | Ekkor

v(Ax,s,s') = sT Axs'.
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Kétszemélyes, zérdosszegli jatékok: Kevert stratégiak

A v, érték" fliggvény kevert stratégidk kozott

Legyen s € Dtx, s € Dby Ay € REx*Ly | Ekkor

v(Ax,s,s') = sT Axs'.

A korabbi észrevétel

max min s'Axs’ < min max s'Axs’.
seDix s’ebly s'eDly seDix
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Kétszemélyes, zérdosszegli jatékok: Kevert stratégiak

A v, érték" fliggvény kevert stratégidk kozott

Legyen s € Dtx, s € Dby Ay € REx*Ly | Ekkor

v(Ax,s,s') =sT Axs'.

A korabbi észrevétel

max min s'Axs' < min max s' Axs’.
seDEX s’'eDty s’eDty seDix

von Neumann minimax tétele

max min s'Axs' = min max s' Axs’.
seDix s’ebly s'eDly seDtx

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

von Neumann (1903. december 28. — 1957. februar 8.)
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von Neumann (1903. december 28. — 1957. februar 8.)
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von Neumann (1903. december 28. — 1957. februar 8.)
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

von Neumann: A jatékelmélet alapjainak megalkotdsa

| THEORY OF
GAMES
AND
ECONOMIC

BEHAVIOR

OSKAR MORGENSTERN

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

von Neumann minimax tétele: A konkluzid

o Az 3llitds ekvivalens a kovetkezdvel: Xavér vdlaszthat egy olyan
so € DEx startégiat, hogy garantaltan legalabb

V i= Vpax = min SS—AXs/
s'eblty

értéket nyerjen,

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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von Neumann minimax tétele: A konkluzid

o Az 3llitds ekvivalens a kovetkezdvel: Xavér vdlaszthat egy olyan
so € DEx startégiat, hogy garantaltan legalabb

V i= Vpax = min SS—AXs/
s'eblty

értéket nyerjen, tovabba
Yvett vélaszthat egy olyan s € DLy stratégiat, hogy legfeljebb

v = max s' Axs)
seDix

értéket veszitsen.
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von Neumann minimax tétele: A konkluzid

o Az 3llitds ekvivalens a kovetkezdvel: Xavér vdlaszthat egy olyan
so € DEx startégiat, hogy garantaltan legalabb

V i= Vpax = min SS—AXs/
s'eblty

értéket nyerjen, tovabba
Yvett vélaszthat egy olyan s € DLy stratégiat, hogy legfeljebb

v = max s' Axs)
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von Neumann minimax tétele: A konkluzid

o Az 3llitds ekvivalens a kovetkezdvel: Xavér vdlaszthat egy olyan
so € DEx startégiat, hogy garantaltan legalabb

V i= Vpax = min SS—AXs/
s'eblty

értéket nyerjen, tovabba

Yvett vélaszthat egy olyan s € DLy stratégiat, hogy legfeljebb

v = max s' Axs)
seDix

értéket veszitsen.
e Ha Xavér eltér so-tdl, akkor a v nyereségértéke , veszélybe keriil”.
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kerul".
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von Neumann minimax tétele: A konkluzid

o Az 3llitds ekvivalens a kovetkezdvel: Xavér vdlaszthat egy olyan
so € DEx startégiat, hogy garantaltan legalabb

V i= Vpax = min SS—AXs/
s'eblty

értéket nyerjen, tovabba

Yvett vélaszthat egy olyan s € DLy stratégiat, hogy legfeljebb

v = max s' Axs)
seDix

értéket veszitsen.
e Ha Xavér eltér so-tdl, akkor a v nyereségértéke , veszélybe keriil”.

e Ha Yvett eltér s)-t8l, akkor a —v nyereségértéke , veszélybe
kerul".

o Az (sp, s}) stratégiapar egy ,, equilibrium pont”.
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

von Neumann minimax tétele: A bizonyitas: A bal oldal

k
max min x' Ay = max min xTAeJ-: max  min E A jXi
XEDLX ye]D)LY XEDLX _j=1,2,..~,n XE]D)LX _j=1,2,...,n i1

a minimax tétel bal oldalanak atirasa.
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von Neumann minimax tétele: A bizonyitas: A bal oldal

max min x' Ay = max min xTAeJ-: max  min E A jXi
XGDLX ye]D)LY XE]D)LX _j:1,2,..~,n XE]D)LX _j=l,2,...,n i1

a minimax tétel bal oldalanak atirasa.

e Ez az 4tirds megfogalmazhaté egy (Ppa) LP feladatként:
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von Neumann minimax tétele: A bizonyitas: A bal oldal

k
max min x' Ay = max min xTAeJ-: max  min E A jXi
XEDLX ye]D)LY XE]D)LX _j:1,2,..~,n XE]D)LX _j=l,2,...,n i1

a minimax tétel bal oldalanak atirasa.

e Ez az 4tirds megfogalmazhaté egy (Ppa) LP feladatként:

Maximalizaljuk v-t
Feltéve, hogy v < Zf-;l Ajjxi,ahol i=1,2,...,n
k
> Xi=1
X1, X2, s Xk >0
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von Neumann minimax tétele: A bizonyitas: A bal oldal

k
max min x' Ay = max min xTAeJ-: max  min E A jXi
XEDLX ye]D)LY XE]D)LX _j:1,2,..~,n XE]D)LX _j=l,2,...,n i1

a minimax tétel bal oldalanak atirasa.

e Ez az 4tirds megfogalmazhaté egy (Ppa) LP feladatként:

Maximalizaljuk v-t
Feltéve, hogy v < Zf-;l Ajjxi,ahol i=1,2,...,n

e Erre a feladatra

p* = max min x'Ay

xeDEX yebty

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

von Neumann minimax tétele: A bizonyitas: A jobb oldal

n
min max x'Ay = min  max el Ay = min  max Aiiyj.

L L Ly j=— ! Ly i— J7J
s'eDY seD X s’'eDy ’_1727'"7k s’'eD-y 1_1’27”.7,(_]'71

a minimax tétel jobb oldaldnak atirasa.
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von Neumann minimax tétele: A bizonyitas: A jobb oldal
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min max x'Ay = min  max el Ay = min  max Aiiyj.

L L Ly j=— ! Iy i— J7J
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a minimax tétel jobb oldaldnak atirasa.

e Ez az atiras megfogalmazhaté egy (Pjobb) LP feladatként:
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von Neumann minimax tétele: A bizonyitas: A jobb oldal

n
min max x'Ay = min  max el Ay = min  max Aiiyj.

L L Ly j=— ! Iy i— J7J
s’eD-Y seDX s’'eDy ’_1»27"'7k s’'eD-y 1_1’27"'71(-].71

a minimax tétel jobb oldaldnak atirasa.

e Ez az atiras megfogalmazhaté egy (Pjobb) LP feladatként:

Minimalizaljuk v-t

Feltéve, hogy v > Zf-;l Ajjxi,ahol i=1,2,...,n
Zj:lyj =1
Y1,Y2y---3Yn > 0
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von Neumann minimax tétele: A bizonyitas: A jobb oldal

n
min max x'Ay = min  max el Ay = min  max Aiiyj.

L L Ly j=— ! Iy i— J7J
s’eD-Y seDX s’'eDy ’_1»27"'7k s’'eD-y 1_1’27"'71(-].71

a minimax tétel jobb oldaldnak atirasa.

e Ez az atiras megfogalmazhaté egy (Pjobb) LP feladatként:

Minimalizaljuk v-t

Feltéve, hogy v > Zf-;l Ajjxi,ahol i=1,2,....n
Zf:lyj =1
Y1,Y2y---3Yn > 0

e Erre a feladatra az optimilis érték

max min x'Ay
xeDEx yebty
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A bizonyitas két egyszerli észrevételen alapul.

m]

=

DA



Dualizalds Gyenge dualitds Erds dualitds Meggydzési eljardsok Alkalmazas

von Neumann minimax tétele: A bizonyitas: Eros dualitas

A bizonyitas két egyszer(i észrevételen alapul.

1. Eszrevétel

(Pjobb) dudlisa (Pbal)-
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von Neumann minimax tétele: A bizonyitas: Eros dualitas

A bizonyitas két egyszer(i észrevételen alapul.

1. Eszrevétel

(Pjobb) dudlisa (Pbal)-

2. Eszrevétel

(Pjobb) és (Ppal) optimalis értéke is véges.
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von Neumann minimax tétele: A bizonyitas: Eros dualitas

A bizonyitas két egyszer(i észrevételen alapul.

1. Eszrevétel
(Pjobb) dudlisa (Pbal)-

2. Eszrevétel

(Pjobb) és (Ppal) optimalis értéke is véges.

e A masodik észrevétel garantalja az erds dualitast.
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von Neumann minimax tétele: A bizonyitas: Eros dualitas

A bizonyitas két egyszer(i észrevételen alapul.

1. Eszrevétel
(Pjobb) dua’lisa (Pbal)-

2. Eszrevétel

Piobb) és (Ppar) optimalis értéke is véges.
i

e A masodik észrevétel garantalja az erds dualitast.

o A két optimalis érték egyenldsége éppen a bizonyitandd
egyenldség.

Hajnal Péter Dualizalds, SzTE, 2020
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