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Farkas Gyula: Fizikus, egyetemi tanar
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Farkas Gyula: https://tudosnaptar.kfki.hu/historia

e A pesti egyetemen jogot hallgatott, késobb Jedlik Anyos hatdsara
természettudomanyi szakot vélasztott.
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csaknem minden agara kiterjedt.
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Fejér Lipdtot, Riesz Frigyest és Haar Alfrédot.
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csaknem minden dgara kiterjedt. O hivta Kolozsvarra Schlesinger Lajost,
Fejér Lipdtot, Riesz Frigyest és Haar Alfrédot. 1915-ben Farkas Gyula
nyugalomba vonult.
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Farkas-lemma: Logikai forma

Farkas-lemma: Alkalmazasok

Az M. Tud. Akadémia Ill. osztalyanak 1898. oktdber
17.-én tartott ulésébol

A FOURIER-FELE MECHANIRAT ELV ALKALMAZA-
SANAK ALGEBRAT ALAPJA.

FARKAR GYULA 1. tagtél.

Mir két kozleményben kovetkeztettem -ezt. Most ebben a
harmadikban arinylag igen egyszerd mddon teszem, a melynél
egyszertibbet talalni aligha lehetséges, a mennyiben t. i. szdmon
tartjuk, hogy akarhiny cgymastol figgetlen homogen, linedris
egyenlitlenség rendelhetd 6ssze, mihelyt a vezérmennyiségek
szama kettonél nagvobb, Nem szamol ezzel az eshetdséggel egy
ujabb idéhen k vi német dolgozat sem (HENNEBERG,
Crelle Jour. 1894). Tedig leginkibb ennek az altalinossagnak a
szempontjabdl hasznos az alkalmazds dltalinos analytikai méd-

szere.
Legyen
Aty Ayt o+ A =6, Z 0
Aggty+ Agtyt -+ At =63 > 0 0

egyenlétlenségi rendszeriink, és cnnek minden megoldisdban tel-
jesiiljon :
A+ Ayt 4 A =90, (2)

A Fourier-féle mechanikai elv alkalmazasanak algebrai
alapjat a kovetkezd tantétel képezi: mindig léteznek olyan nem
negativ, az u vezérmennyiségektgl fiiggetlen multiplicatorok 2,
hogy

8 = 10,4 Aot 3)
Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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|. alternativa forma

Farkas-lemma, |. alternativa forma

Legyen Ax < b egy egyenlétlenségrendszer, ahol A € R<*",
X1

X2 . sl rs e g e e
x=| " | és b € R*. Ekkor a kdvetkezd két 4llitds koziil

Xn
pontosan egy teljestil:
(i) Az egyenlStlenségrendszer megoldhatd, azaz alkalmas xp € R”
szam n-esre Axg = b.

(i) Alkalmas 0 < \ € RK nemnegativ szam k-asra A\TA =0T és
Ab=-1.

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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Bizonyitas

e Azt kell igazolni, hogy az egyenldtlenség nem megoldhatdsaga
ekvivalens (ii)-vel.

e A megoldhatésagot a Fourier—Motzkin-elimindciéval donthetjik el.
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e A nem megoldhatésag pontosan akkor teljesul, ha a jobb oldalon
(az egyenlétlenség nagyobb oldaldn) negativ szam All.
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e Azt kell igazolni, hogy az egyenldtlenség nem megoldhatdsaga
ekvivalens (ii)-vel.

e A megoldhatésagot a Fourier—Motzkin-elimindciéval donthetjik el.

o Kovetkeztetésekkel vezetiink le tjabb és tjabb egyenl6tlenségeket,
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Megjegyzések a bizonyitashoz

e A (ii) lehet8ség latvanyosan mutatja az egyenl6tlenség rendszer
nem megoldhatdsagat:

x—y+z<0
—2xX4+y—z< =2
y—z<1

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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Megjegyzések a bizonyitashoz

e A (ii) lehet8ség latvanyosan mutatja az egyenl6tlenség rendszer
nem megoldhatdsagat:

x—y+z<0
—2xX4+y—z< =2
y—z<1
Matrix alakban
1 -1 1 X 0
-2 1 -1 yl=1-2
0 1 -1 z 1
Azaz 1 -1 1 0
A=1-2 1 -1}, b= | -2
0 1 -1 1

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma

Megjegyzések a bizonyitdshoz (folytatds)

Farkas-lemma: Alkalmazasok

Példa (folytatds)

Legyen )\T =S (1, %, %) Ekkor
1 -1 1 0
apd (2 1 1) =000, @iy (-2
0 1 -1 0

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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Megjegyzések a bizonyitdshoz (folytatds)

Példa (folytatds)
Legyen AT = (1,3, 3). Ekkor

IR D)

1 -1 1 0
1332 1 -1]=(000, (LLYH[-2]=-1

0 1 -1 0

Azaz az eredeti egyenlGtlenségrendszer nem megoldhaté.

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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Megjegyzések a bizonyitdshoz (folytatds)

Példa (folytatds)
Legyen AT = (1,3, 3). Ekkor

IR D)

1 -1 1 0
1332 1 -1]=(000, (LLYH[-2]=-1

0 1 -1 0

Azaz az eredeti egyenlGtlenségrendszer nem megoldhaté.
Hagyomanyos irdsméddal

x—y+z<0 /-1

—2x4+y—z< -2 /=
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Megjegyzések a bizonyitdshoz (folytatds)

Példa (folytatds)
Legyen AT = (1,3, 3). Ekkor

IR D)

1 -1 1 0
1332 1 -1]=(000, (LLYH[-2]=-1

0 1 -1 0

Azaz az eredeti egyenlGtlenségrendszer nem megoldhaté.
Hagyomanyos irdsméddal

x—y+z<0 /-1
—2x4+y—z< -2 /=
y—-z<1 /-

osszegezve: 0-x+0-y+0-z=-1

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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Megjegyzések a bizonyitdshoz (folytatds)

Példa (folytatds)
Legyen AT = (1,3, 3). Ekkor

IR D)

1 -1 1 0
1332 1 -1]=(000, (LLYH[-2]=-1

0 1 -1 0

Azaz az eredeti egyenlGtlenségrendszer nem megoldhaté.
Hagyomanyos irdsméddal

x—y+z<0 /-1
—2x4+y—z< -2 /=
y—-z<1 /-

osszegezve: 0-x+0-y+0-z=-1

Azaz nincs megoldas.

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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[l. alternativa forma

Farkas-lemma, Il. alternativa forma

Ax=b
Legyen - egy eldjel feltételes egyenletrendszer, ahol
X =

X1

X2 .. T
AcRXN x = | 7| é b e RY. Ekkor a kdvetkezd két &llitds

Xn
koziil pontosan egy teljesiil:
(i) Az elgjel feltételes egyenletrendszer megoldhatd, azaz
alkalmas 0 < xg € R" szdm n-esre Axg = b.

(i) Alkalmas A\ € R¥ szam f-esre A\TA = 0T és \Th = —1.

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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e Egyenletrendszeriink pontosan akkor megoldhatd, ha a
Ax < b
—Ax <X —b
—x =<0

egyenlStlenségrendszer megoldhaté.
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Bizonyitas

e Egyenletrendszeriink pontosan akkor megoldhaté, ha a
Ax < b

—Ax =X —b  egyenlotlenségrendszer megoldhaté.
—x =<0
e Ezen egyenlStlenségrendszer NEM megoldhatdsaga ekvivalens
azzal, hogy alkalmas p,v € Rﬂ és p € R} silyvektorok esetén

pTA—vTA—pTi=0"
pW'b—vTh—plo=—-1

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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Bizonyitas

e Egyenletrendszeriink pontosan akkor megoldhaté, ha a
Ax < b

—Ax =X —b  egyenlotlenségrendszer megoldhaté.
—x =<0
e Ezen egyenlStlenségrendszer NEM megoldhatdsaga ekvivalens
azzal, hogy alkalmas p,v € Rﬂ és p € R} silyvektorok esetén

pTA—vTA—pTi=0"
pW'b—vTh—plo=—-1

e Ekvivalens médon: alkalmas u, v € Rﬂ és p € R} sulyvektorok

esetén
(n—v)TA=p"I =07

(p=v)Th=-1
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Bizonyitas

e Egyenletrendszeriink pontosan akkor megoldhaté, ha a
Ax < b

—Ax =X —b  egyenlotlenségrendszer megoldhaté.
—x =<0
e Ezen egyenlStlenségrendszer NEM megoldhatdsaga ekvivalens
azzal, hogy alkalmas u,v € Rﬂ és p € R} silyvektorok esetén

pTA—vTA—pTi=0"
pW'b—vTh—plo=—-1

e Ekvivalens médon: alkalmas u, v € Rﬂ és p € R} sulyvektorok

esetén
(n—v)TA=p"I =07

(p=v)Th=-1

e A\ = 1 — v jelolés bevezetésével kapjuk a bizonyitandét.

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Megjegyzések a bizonyitashoz

e A (ii) lehet8ség latvanyosan mutatja az egyenlStlenség rendszer
nem megoldhatésagat:

2x+3y =0
x—3y=0
—x+y=1

x,y > 0.

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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Megjegyzések a bizonyitashoz

e A (ii) lehet8ség latvanyosan mutatja az egyenlStlenség rendszer
nem megoldhatésagat:

2x+4+3y =0

x—3y=0

—x+y=1

x,y > 0.

Matrix alakban 2 3 y 0
1 3 (>: 0

1 1)V 1
Azaz 1 3 0
A= 1 -=-3], b=10
-1 1 1

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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Megjegyzések a bizonyitdshoz (folytatds)

Példa (folytatds)
Legyen AT = (2, 1, —1). Ekkor

1 3 0
(2,1,-1)[ 1 —-3|=(6,2) = (0,0), (2,1,-1) (0] =-1.
-1 1 1
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Megjegyzések a bizonyitdshoz (folytatds)

Példa (folytatds)
Legyen AT = (2, 1, —1). Ekkor

1 3 0
(2,1,-1)[ 1 —-3|=(6,2) = (0,0), (2,1,-1) (0] =-1.
-1 1 1

Azaz az eredeti egyenlStlenségrendszer nem megoldhaté.
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Megjegyzések a bizonyitdshoz (folytatds)

Példa (folytatas)
Legyen AT = (2, 1, —1). Ekkor

1 3 0
(2,1,-1)[ 1 —-3|=(6,2) = (0,0), (2,1,-1) (0] =-1.
-1 1 1

Azaz az eredeti egyenlStlenségrendszer nem megoldhaté.
Hagyomanyos irasméddal

2x+3y = /-2
x—3y=0 /-1
xhy=1 /(1)

osszegezve: 6x 42y = —1
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Megjegyzések a bizonyitdshoz (folytatds)

Példa (folytatas)
Legyen AT = (2, 1, —1). Ekkor

1 3 0
(2,1,-1)[ 1 —-3|=(6,2) = (0,0), (2,1,-1) (0] =-1.
-1 1 1

Azaz az eredeti egyenlStlenségrendszer nem megoldhaté.
Hagyomanyos irasméddal

2x+3y = /-2
x—3y=0 /-1
xhy=1 /(1)

osszegezve: 6x 42y = —1

Azaz nem lehetséges nem-negativ megoldas.

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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«40>» «Fr» «=)» < Q>

e A Farkas-lemma illitdsa logikai szempontbdl is érdekes.

it
N



e A Farkas-lemma dllitdsa logikai szempontbdl is érdekes. Egy
egyenlotlenségrendszer megoldhatdsaga egy létezés allitasa.

«O> «Fr « = 4 > Q>



Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Logika

e A Farkas-lemma &llitdsa logikai szempontbdl is érdekes. Egy
egyenlotlenségrendszer megoldhatdsiga egy létezés dllitdsa. Ugy
nevezett egzisztencidlis allitas.

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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Logika

e A Farkas-lemma &llitdsa logikai szempontbdl is érdekes. Egy
egyenlotlenségrendszer megoldhatdsiga egy létezés dllitdsa. Ugy
nevezett egzisztencidlis allitds. Formalizdlva a 3 egzisztencidlis
kvantort hasznalnank.

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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Logika

e A Farkas-lemma &llitdsa logikai szempontbdl is érdekes. Egy
egyenlotlenségrendszer megoldhatdsiga egy létezés dllitdsa. Ugy
nevezett egzisztencidlis allitds. Formalizdlva a 3 egzisztencidlis
kvantort hasznalnank.

e Egy egyenl6tlenségrendszer nem megoldhatésiga a
megoldhatdsag tagaddsa.

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020



Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Logika

e A Farkas-lemma &llitdsa logikai szempontbdl is érdekes. Egy
egyenlotlenségrendszer megoldhatdsiga egy létezés dllitdsa. Ugy
nevezett egzisztencidlis allitds. Formalizdlva a 3 egzisztencidlis
kvantort hasznalnank.

e Egy egyenl6tlenségrendszer nem megoldhatésiga a
megoldhatdsag tagaddsa. Egy egzisztencidlis 4llitas definicié
szerinti tagadasa egy univerzalis 3llitas.
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Logika

e A Farkas-lemma &llitdsa logikai szempontbdl is érdekes. Egy
egyenlotlenségrendszer megoldhatdsiga egy létezés dllitdsa. Ugy
nevezett egzisztencidlis allitds. Formalizdlva a 3 egzisztencidlis
kvantort hasznalnank.

e Egy egyenl6tlenségrendszer nem megoldhatésiga a
megoldhatdsag tagaddsa. Egy egzisztencidlis 4llitas definicié
szerinti tagadasa egy univerzalis allitdas. Egy egyenlotlenségrendszer
nem megoldhatdsdga azt jelenti, hogy barmit helyettesitsiink is be,
nem teljesulhet a rendszer mindegyik feltétele.
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Logika

e A Farkas-lemma &llitdsa logikai szempontbdl is érdekes. Egy
egyenlotlenségrendszer megoldhatdsiga egy létezés dllitdsa. Ugy
nevezett egzisztencidlis allitds. Formalizdlva a 3 egzisztencidlis
kvantort hasznalnank.

e Egy egyenl6tlenségrendszer nem megoldhatésiga a
megoldhatdsag tagaddsa. Egy egzisztencidlis 4llitas definicié
szerinti tagadasa egy univerzdlis allitds. Egy egyenlGtlenségrendszer
nem megoldhatdsdga azt jelenti, hogy barmit helyettesitsiink is be,
nem teljesulhet a rendszer mindegyik feltétele. Leirva egy V
univerzalis kvantort haszndlndnk.
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Logika

e A Farkas-lemma &llitdsa logikai szempontbdl is érdekes. Egy
egyenlotlenségrendszer megoldhatdsiga egy létezés dllitdsa. Ugy
nevezett egzisztencidlis allitds. Formalizdlva a 3 egzisztencidlis
kvantort hasznalnank.

e Egy egyenl6tlenségrendszer nem megoldhatésiga a
megoldhatdsag tagaddsa. Egy egzisztencidlis 4llitas definicié
szerinti tagadasa egy univerzdlis allitds. Egy egyenlGtlenségrendszer
nem megoldhatdsdga azt jelenti, hogy barmit helyettesitsiink is be,
nem teljesulhet a rendszer mindegyik feltétele. Leirva egy V
univerzalis kvantort haszndlndnk.

e A Farkas-lemma egy egzisztencidlis 4llitads tagaddsat szintén
egzisztencidlis allitasként fogalmazza meg.

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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Logika

e A Farkas-lemma &llitdsa logikai szempontbdl is érdekes. Egy
egyenlotlenségrendszer megoldhatdsiga egy létezés dllitdsa. Ugy
nevezett egzisztencidlis allitds. Formalizdlva a 3 egzisztencidlis
kvantort hasznalnank.

e Egy egyenl6tlenségrendszer nem megoldhatésiga a
megoldhatdsag tagaddsa. Egy egzisztencidlis 4llitas definicié
szerinti tagadasa egy univerzdlis allitds. Egy egyenlGtlenségrendszer
nem megoldhatdsdga azt jelenti, hogy barmit helyettesitsiink is be,
nem teljesulhet a rendszer mindegyik feltétele. Leirva egy V
univerzalis kvantort haszndlndnk.

e A Farkas-lemma egy egzisztencidlis 4llitads tagaddsat szintén
egzisztencidlis 3llitasként fogalmazza meg. Ez egy nagyon meglepd
és mély allitas.

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020



fHac



Emlékezteto

Legyen A€ RK*" pc Rk, c e R", d € R.

m]

=

DA



Emlékezteto
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Emlékezteto

Ax b F

Legyen A€ RK*" pc Rk, c e R", d € R.

c'x<d esetén Ax=<b E

Az allitas nagyon egyszer(i. Lényegében altaldnos iskolai

c'x <d
tudasunkbdl adédik. Az allitas megfordithatd.
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Farkas-lemma: Logi
Emlékezteto

Ax b F

Legyen A€ RK*" pc Rk, c e R", d € R.

c'x<d esetén Ax=<b E c'x<d
Az allitas nagyon egyszer(i. Lényegében altaldnos iskolai
tudasunkbdl adddik. Az allitas megfordithaté. Ez mar egyetemi
anyag.
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Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Farkas-lemma: Logikai forma |

Legyen A€ R**" b c Rk, c € R", d € R.

Ax<b F c'x<d esetén Ax=<b E c'x<d

Az allitds nagyon egyszerili. Lényegében altaldnos iskolai
tudadsunkbdl adédik. Az allitds megfordithatd. Ez mar egyetemi

anyag.

Farkas-lemma: Logikai forma |

Ax<0 F+F ¢'™x<o0

akkor és csak akkor, ha

Ax <0 [ c'x <0.

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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o Azt kell igazolnunk, hogy a logikai kovetkezmények le is
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Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Farkas-lemma: Logikai forma |: Bizonyitas

o Azt kell igazolnunk, hogy a logikai kovetkezmények le is
vezethetdk. Azaz Ax <0 = c'x<0esetén c'x<O0leis
vezethetd logikai szabdlyaink alapjén.

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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Farkas-lemma: Logikai forma |: Bizonyitas

o Azt kell igazolnunk, hogy a logikai kovetkezmények le is
vezethetdk. Azaz Ax <0 = c'x<0esetén c'x<O0leis
vezethetd logikai szabdlyaink alapjén.

0
nem megoldhaté
—€

e Ax X0 [ cTx < 0 esetén

VARPN

—CTX

tetszlleges ¢ pozitiv értékre.
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Farkas-lemma: Logikai forma |: Bizonyitas

o Azt kell igazolnunk, hogy a logikai kovetkezmények le is
vezethetdk. Azaz Ax <0 = c'x<0esetén c'x<O0leis
vezethetd logikai szabdlyaink alapjén.

0
nem megoldhaté

e Ax X0 [ cTx < 0 esetén
—€

_|
VARPN

tetszlleges ¢ pozitiv értékre.

e A Farkas-lemma alapjan alkalmas p. € Ri, V. € R4 szdmokra

TA—I/E T:OT, u;rO—yssz—l.
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Farkas-lemma: Logikai forma |: Bizonyitas

o Azt kell igazolnunk, hogy a logikai kovetkezmények le is
vezethetdk. Azaz Ax <0 = c'x<0esetén c'x<O0leis
vezethetd logikai szabdlyaink alapjén.

0
nem megoldhaté
—€

e Ax X0 [ cTx < 0 esetén

_|
VARPN

tetszlleges ¢ pozitiv értékre.

e A Farkas-lemma alapjan alkalmas p. € Ri, V. € R4 szdmokra

TA—I/E T:OT, u;rO—yssz—l.

e Azaz Ve = % S R++,

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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Farkas-lemma: Logikai forma |: Bizonyitas

o Azt kell igazolnunk, hogy a logikai kovetkezmények le is
vezethetdk. Azaz Ax <0 = c'x<0esetén c'x<O0leis
vezethetd logikai szabdlyaink alapjén.

0
nem megoldhaté
—€

e Ax X0 [ cTx < 0 esetén

_|
VARPN

tetszlleges ¢ pozitiv értékre.

e A Farkas-lemma alapjan alkalmas p. € Ri, V. € R4 szdmokra

TA—I/E T:OT, u;rO—ussz—l.

o Azaz 1, = % € R, 4, tovabbd

1
TA_CT

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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Farkas-lemma: Logikai forma Il

Farkas-lemma: Logikai forma Il

Ax<b E c'x<d

akkor és csak akkor, ha

Ax=<b + c'x<d, vagy Ax=b }T c'x < d.

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Markov-lancok: Valdszinliségszamitasi szemlélet

e Egy kombinatorikus Markov-lanc egy sztochasztikus folyamat.

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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Markov-lancok: Valdszinliségszamitasi szemlélet

e Egy kombinatorikus Markov-lanc egy sztochasztikus folyamat. A
folyamat egy rendszert ir le, amely diszkrét t =0,1,2,3,...
id6skalan viltozik.
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Markov-lancok: Valdszinliségszamitasi szemlélet

e Egy kombinatorikus Markov-lanc egy sztochasztikus folyamat. A
folyamat egy rendszert ir le, amely diszkrét t =0,1,2,3,...
id6skalan véltozik. Minden ty € N id6pillanatban egy véges S
allapothalmaz (S = {s1,%,...,sn}) egy elemében van.

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020



Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Markov-lancok: Valdszinliségszamitasi szemlélet

e Egy kombinatorikus Markov-lanc egy sztochasztikus folyamat. A
folyamat egy rendszert ir le, amely diszkrét t =0,1,2,3,...
id6skalan véltozik. Minden ty € N id6pillanatban egy véges S
allapothalmaz (S = {s1,%,...,sn}) egy elemében van.

to — to + 1, 1épésnél” ha az s; dllapotban van, akor p; ;
valésziniiséggel kerlil s; allapotba.

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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Markov-lancok: Valdszinliségszamitasi szemlélet

e Egy kombinatorikus Markov-lanc egy sztochasztikus folyamat. A
folyamat egy rendszert ir le, amely diszkrét t =0,1,2,3,...
id6skalan véltozik. Minden ty € N id6pillanatban egy véges S
allapothalmaz (S = {s1,%,...,sn}) egy elemében van.

to — to + 1, 1épésnél” ha az s; dllapotban van, akor p; ;
valésziniiséggel kerll s; allapotba. Ezt egy P € RS*S ~ RNXN

atmeneti matrix irja le, ami minden ty id6épillanatban ugyanaz.
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Markov-lancok: Valdszinliségszamitasi szemlélet

e Egy kombinatorikus Markov-lanc egy sztochasztikus folyamat. A
folyamat egy rendszert ir le, amely diszkrét t =0,1,2,3,...
id6skalan véltozik. Minden ty € N id6pillanatban egy véges S
allapothalmaz (S = {s1,%,...,sn}) egy elemében van.

to — to + 1, 1épésnél” ha az s; dllapotban van, akor p; ;
valésziniiséggel kerll s; allapotba. Ezt egy P € RS*S ~ RNXN

atmeneti matrix irja le, ami minden ty id6épillanatban ugyanaz.

Egy Markov-ldnc dtmeneti matrixa egy R"*"-beli matrix, amely
mindegyik sorosszege 1 (az ilyeneket sztochasztikus matrixnak
nevezziik).
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Markov-lancok: Valdszinliségszamitasi szemlélet

e Egy kombinatorikus Markov-lanc egy sztochasztikus folyamat. A
folyamat egy rendszert ir le, amely diszkrét t =0,1,2,3,...
id6skalan véltozik. Minden ty € N id6pillanatban egy véges S
allapothalmaz (S = {s1,%,...,sn}) egy elemében van.

to — to + 1, 1épésnél” ha az s; dllapotban van, akor p; ;
valésziniiséggel kerll s; allapotba. Ezt egy P € RS*S ~ RNXN

atmeneti matrix irja le, ami minden ty id6épillanatban ugyanaz.

Egy Markov-ldnc dtmeneti matrixa egy R"*"-beli matrix, amely
mindegyik sorosszege 1 (az ilyeneket sztochasztikus matrixnak
nevezziik). Ez meg is fordithaté: Egy R*"-beli matrix, amely

mindegyik sorosszege 1 az leir egy Markov-lancot.

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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e Adott egy P dtmeneti matrix.
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Markov-lancok: Kombinatorikus szemlélet

e Adott egy P dtmeneti matrix.

e S-en mint egy csuiicshalmazon egy parhuzamos élek nélkiili
irdnyitott 8 grafot definidlunk.
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Markov-lancok: Kombinatorikus szemlélet

e Adott egy P dtmeneti matrix.

e S-en mint egy csuiicshalmazon egy parhuzamos élek nélkiili
irdnyitott 8 grafot definidlunk. 5,? él akkor és csak akkor szerepel
a grafunkban, ha p;; > 0.
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Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Markov-lancok: Kombinatorikus szemlélet

e Adott egy P dtmeneti matrix.

e S-en mint egy csuiicshalmazon egy parhuzamos élek nélkiili
irdnyitott 8 grafot definidlunk. 5,? él akkor és csak akkor szerepel
a grafunkban, ha p;; > 0. A véletlen folyamat felfoghaté mint egy

véletlen séta (egy v cstcsbdl kivezetd véletlen 1épés egy a v-bdl
kivezetd éleken 1évS valdszinliségi eloszlassal adott).
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Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Markov-lancok: Kombinatorikus szemlélet

e Adott egy P dtmeneti matrix.

e S-en mint egy csuiicshalmazon egy parhuzamos élek nélkiili
irdnyitott 8 grafot definidlunk. S,?J él akkor és csak akkor szerepel
a grafunkban, ha p;; > 0. A véletlen folyamat felfoghaté mint egy

véletlen séta (egy v cstcsbdl kivezetd véletlen 1épés egy a v-bdl
kivezetd éleken 1év6 valdszinliségi eloszlassal adott).

Példa (internetrdl letoltve)

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Markov-lancok: Alapok

Eszrevétel

A véletlen séta kiinduldpontjat m € R® eloszldssal vélasztjuk. Majd
egy P atmeneti matrix altal leirt véletlen sétalasba kezdiink.
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Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Markov-lancok: Alapok

Eszrevétel

A véletlen séta kiinduldpontjat m € R® eloszldssal vélasztjuk. Majd
egy P atmeneti matrix altal leirt véletlen sétalasba kezdiink.
(i) Az egy lépés utani helyiink egy véletlen csiics, amely eloszldsa

TV P.
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Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Markov-lancok: Alapok

Eszrevétel

A véletlen séta kiinduldpontjat m € R® eloszldssal vélasztjuk. Majd
egy P atmeneti matrix altal leirt véletlen sétalasba kezdiink.
(i) Az egy lépés utani helyiink egy véletlen csiics, amely eloszldsa

TV P.

(i) L lépés utani helyiink egy véletlen csics, amely eloszlasa

7l pL,
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Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Markov-lancok: Alapok

Eszrevétel

A véletlen séta kiinduldpontjat m € R® eloszldssal vélasztjuk. Majd
egy P atmeneti matrix altal leirt véletlen sétalasba kezdiink.
(i) Az egy lépés utani helyiink egy véletlen csiics, amely eloszldsa

T P.
(i) L lépés utani helyiink egy véletlen csics, amely eloszlasa

7l pL,

v

Definicid: Stacionarius eloszlas

A csticshalmaz feletti 7 eloszlas staciondrius, ha egy lépés
megtétele utan ugyanaz az eloszlas irja le helylinket.
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Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Markov-lancok: Alapok

Eszrevétel

A véletlen séta kiinduldpontjat m € R® eloszldssal vélasztjuk. Majd
egy P atmeneti matrix altal leirt véletlen sétalasba kezdiink.
(i) Az egy lépés utani helyiink egy véletlen csiics, amely eloszldsa

T P.
(i) L lépés utani helyiink egy véletlen csics, amely eloszlasa

7' pL

Definicid: Stacionarius eloszlas

| A

A csticshalmaz feletti 7 eloszlas staciondrius, ha egy lépés
megtétele utan ugyanaz az eloszlas irja le helylinket.

Azaz 7 akkor és csak akkor stacionarius, ha 7P = 7.

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Markov-lancok: A tétel

Legyen P egy sztochasztikus matrix. Ekkor az altala leirt
Markov-lancnak van staciondrius eloszlasa.

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020



Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Markov-lancok: A tétel

Legyen P egy sztochasztikus matrix. Ekkor az altala leirt
Markov-lancnak van staciondrius eloszlasa.

Az allitas egy linedris egyenl6tlenségrendszer megoldhatdsagaként
fogalmazhaté meg, amely rendszer:

xTP=xT
x"1=1
XTEO
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Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Markov-lancok: A tétel

Legyen P egy sztochasztikus matrix. Ekkor az altala leirt
Markov-lancnak van staciondrius eloszlasa.

Az allitas egy linedris egyenl6tlenségrendszer megoldhatdsagaként
fogalmazhaté meg, amely rendszer:
x"P=x"
x'1=1
xT =0
Ekvivalens médon:
(PT —Ix=0
1Tx =

=0

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020
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Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Markov-lancok: A bizonyitas

e A Farkas-lemma alapjan ki kell zdrnunk a masodik alternativat.
Azaz be kell 1atnunk, hogy nem létezhet A € R", p € R, hogy

on (P )z s 0 (§) =
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Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Markov-lancok: A bizonyitas

e A Farkas-lemma alapjan ki kell zdrnunk a masodik alternativat.
Azaz be kell 1atnunk, hogy nem létezhet A € R", p € R, hogy

on (P )z s 0 (§) =

e Azaz nem lehet, hogy teljesiiljon, hogy

(P—I|1)<)p\>50 és (OTll)(2>:—1,
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Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Markov-lancok: A bizonyitas

e A Farkas-lemma alapjan ki kell zdrnunk a masodik alternativat.
Azaz be kell 1atnunk, hogy nem létezhet A € R", p € R, hogy

on (P )z s 0 (§) =

e Azaz nem lehet, hogy teljesiiljon, hogy

(P—I|1)<)p\>50 és (OTll)(2>:—1,

e Azaz nem lehet, hogy teljesiiljon, hogy
(P—NHA =1, azaz PAX=1IX\+1.
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Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Markov-lancok: A bizonyitas

e A Farkas-lemma alapjan ki kell zdrnunk a masodik alternativat.
Azaz be kell 1atnunk, hogy nem létezhet A € R", p € R, hogy

on (P )z s 0 (§) =

e Azaz nem lehet, hogy teljesiiljon, hogy

(P—I|1)<)p\>50 és (OTll)(2>:—1,

e Azaz nem lehet, hogy teljesiiljon, hogy
(P—NHA =1, azaz PAX=1IX\+1.

e Valdban:
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Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Markov-lancok: A bizonyitas

e A Farkas-lemma alapjan ki kell zdrnunk a masodik alternativat.
Azaz be kell 1atnunk, hogy nem létezhet A € R", p € R, hogy

on (P )z s 0 (§) =

e Azaz nem lehet, hogy teljesiiljon, hogy

(P—I|1)<)p\>50 és (OTll)(2>:—1,

e Azaz nem lehet, hogy teljesiiljon, hogy
(P—NHA =1, azaz PAX=1IX\+1.

e Valéban: P sorai valdsziniiségi eloszlasok.
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Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Markov-lancok: A bizonyitas

e A Farkas-lemma alapjan ki kell zdrnunk a masodik alternativat.
Azaz be kell 1atnunk, hogy nem létezhet A € R", p € R, hogy

on (P )z s 0 (§) =

e Azaz nem lehet, hogy teljesiiljon, hogy

(P—I|1)<)p\>50 és (OTll)(2>:—1,

e Azaz nem lehet, hogy teljesiiljon, hogy
(P—NHA =1, azaz PAX=1IX\+1.

e Valdban: P sorai valdsziniiségi eloszlasok. P\ koordindtai a A
komponenseinek egy-egy varhaté értéke.
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Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Markov-lancok: A bizonyitas

e A Farkas-lemma alapjan ki kell zdrnunk a masodik alternativat.
Azaz be kell 1atnunk, hogy nem létezhet A € R", p € R, hogy

on (P )z s 0 (§) =

e Azaz nem lehet, hogy teljesiiljon, hogy

(P—I|1)<2>50 és (OTll)(2>:—1,

e Azaz nem lehet, hogy teljesiiljon, hogy
(P—NHA =1, azaz PAX=1IX\+1.

e Valdban: P sorai valdsziniiségi eloszlasok. P\ koordindtai a A
komponenseinek egy-egy varhaté értéke. Specidlisan nem

haladhatjak meg X legnagyobb komponensének értékét.
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Farkas-lemma Farkas-lemma: Logikai forma Farkas-lemma: Alkalmazdsok

Markov-lancok: A bizonyitas

e A Farkas-lemma alapjan ki kell zdrnunk a masodik alternativat.
Azaz be kell 1atnunk, hogy nem létezhet A € R", p € R, hogy

on (P )z s 0 (§) =

e Azaz nem lehet, hogy teljesiiljon, hogy

(P—I|1)<2>50 és (OTll)(2>:—1,

e Azaz nem lehet, hogy teljesiiljon, hogy

(P—NDA=1, azaz PA=IA+1.

e Valdban: P sorai valdsziniiségi eloszlasok. P\ koordindtai a A
komponenseinek egy-egy varhaté értéke. Specidlisan nem
haladhatjak meg A legnagyobb komponensének értékét. Emiatt
nem allhat fenn az egyenldség a jobb oldallal.

Hajnal Péter Farkas-lemma, SzTE, 2020



Koszonom a figyelmet!

J
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