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1. Optimalizalas alapfogalmai

Az optimalizélds a matematika, fizika, gazdasig (és sok m&s emberi cselekvés)
természetes alapprobléméja. A klasszikus Fermat-elv azt mondja, hogy a , fény
mozgasa soran optimalizal/minimalis ideji utat valasztva mozog”. A modern lo-
gisztikai, pénziigyi problémék soran optimalizalassal ériasi osszegek takarithatok
meg.

Az optimalizalas a kozépiskolai szélséérték feladatok jobban hangzd neve. Kétféle
szélsoérték 1étezik: minimum, illetve maximum. Ebben a pontban megfogalmazzuk
az optimalizalas alapfeladatat és bevezetjiik az alapveto fogalmakat, elnevezéseket.
Most az alapfogalmakat minimalizalasi feladatra alapozva mondjuk el. Maxima-
lizalasi kérdések teljesen hasonléan kezelhet6k (ha van kiilonbség az természetes,
jozan ésszel kitaldlhato).

Legyen c: dom (¢) € R"™ — R egy adott n-valtozds valés figgvény (n € N),
melyet célfiiggvénynek neveziink. A dom (c) értelmezési tartomany egy altalanos
elemére az x = (x1,...,2,)" jelolést haszndljuk. Az optimalizdlds alapfeladata a ¢
célfiiggvény minimalizaldsa, elore kiszabott feltételek mellett. Erre a tovabbiakban
az alabbi roviditett irasmodot hasznaljuk:

Minimalizaljuk  ¢(x)-et-t
Feltéve, hogy x e F,

ahol x € dom (c) és F C R"™ a feltételek &dltal meghatarozott tartomany. Maguk a
kikotések eltéro eredetiiek lehetnek: formalizalhatnak matematikai feltételeket vagy
szarmazhatnak fizikai, gazdasdgi kényszerekbol. A feltételek eldirdsara is tobbféle le-
het&ség 1étezik. Itt miegy esetet vizsgdlunk: Véges sok egyenlet és/vagy egyenl6tlenség
irja le a feltételrendszert.

fix) <0, ie[k]:={1,2... Kk},
g;(x) =0, jelf],

(1)

ahol tehat f; (i € [k]) és g; (j € [€]) szintén n-véltozds valds fiiggvények. Ekkor F a
fenti rendszer megoldashalmaza. Az alapfeladat djra lefrva

Minimalizaljuk  ¢(x)-t
Feltéve, hogy filx) <0, ielk]:={1,2,... k},
0, 1€[f]:={1,2,...,(}.
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Megjegyzés. A gyakorlati alkalmazasokban megjelend célfiiggvények , nagyon sok”
valtozétol fligghetnek: n értéke az ezres, sét a milliés nagysdgrendet is elérheti.

Az optimalizalasi feladat értelmezési tartomanya a célfiiggvény és a feltételek
értelmezési tartomanyanak metszete:

D := dom (c) N (édom (fi)> N ( édom (9]'))

halmaz, amely tehat azon x-eket tartalmazza, amelyekre mind a célfiiggvény, mind
pedig a feltételek értelmezettek. Lehetséges/megengedett megoldasoknak azon
x € D vektorokat nevezziik, amelyek eleget tesznek a kritériumoknak is, azaz x € F.
Ezen z-ek halmazat L jeloli. Tehat

L:=DNF,

azaz

L={zeD: fi(x) <0, gj(x) =0, i€ [k],j € [}

A feladathoz tartozé optimalis érték

p" = inf c(z) € RU{—o0} U{oo},

ahol az infimum oo, ha a lehetséges megoldasok halmaza tires és —oo, ha a ¢
célfiiggvény a lehetséges megoldasokon tetszolegesen kicsi értéket is felvesz. Egy
x* € L vektor optimalis hely, ha ott a célfiiggvény felveszi az optimélis értéket

c(z*) =p".

Megjegyezziik, hogy a fenti formalizmus alapjan p* mindig definiadlt. * nem mindig
definialt és amikor x* létezik akkor sem biztos, hogy egyértelmii.

Az x4 vektor lokdlis optimum /minimum, ha annak egy kérnyezetének minden
pontjaban c legalabb akkora, mint az x, helyen:

Je >0, Vo |z —zlla <& esetén' c(zy) < c(z).
Azt mondjuk, hogy x¢ € L egy e-kozelité megoldds (¢ > 0), ha
(" <) clxo) <p™ +e.
Egy zo € L vektor e-approximaciés megoldas (¢ > 0), ha
(P <) elwo) < (1+e)p™.

Megjegyzés. Az s-approximéacios megoldas fenti definicigjaba beleértjik, hogy az
optimadlis érték pozitiv, p* > 0. A negativ optimalis értékii feladatokban az c(xq) <
(1 — e)p* feltételt kell tenniink. Azt is megjegyezziik, hogy a fenti fogalmak be-
vezetését egy minimalizaldsi feladatra alapoztuk. Minden definiciénk (természetes
modon megvéltoztatva) elmondhaté maximalizaldsi feladatra is.

Y |l2 az R"™-en értelmezett euklidészi norma,

[l2: R" = [0,00),  y = [lyll2 == \/vf + -+ v3.
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2. Linearis programozas (LP)

A linedris programozas az optimalizélasi feladatok egyik (taldn a) legfontosabb
osztalya. Ekkor a célfiiggvény egy linedris fliggvény. A feltételek pedig linearis
egyenletek és egyenlétlenégek:

Maximalizaljuk ¢ -t
Feltéve, hogy Az <b
Dx =e,

ahol * = (71,29,...,2,)", c € R", A € R h € RF, D € R e € RY. Az
az k darab egyenl6tlenségiink van, mindegyik gy rendezve, hogy a konstansok a
jobb oldali, nagyobb oldalon legyenek, a homogén linedris fiiggvények (,,betiis rész”)
pedig a bal oldai, kisebb oldalon. Tovdbba van ¢ darab egyenloség feltételiink, mind-
egyik ugy rendezve, hogy a konstansok a jobb oldalon legyenek, a homogén linearis
fiiggvények (,,betiis rész”) pedig a bal oldalon. D = R™. F egy poliéder és egy affin
altér metszete.
Megjegyezziik, hogy tudjuk, hogy L (= F) felirhaté

(U1, U, . UK )eonv + (U1, V2, « « . VL) kaip

alakban. Ha z = 2/ 4+ 2", akkor ¢'z = "2’ + ¢'2”. Igy kénny(i latni, hogy a fenti
felirdas miatt a kovetkezd két optimalizélasi problémat kell megoldanunk:

Maximalizaljuk ¢ a-t Maximalizaljuk ¢ -t

Feltéve, hogy x € (U1, U, . . . UK ) cony Feltéve, hogy x € (U1, V2, ... VL) kap

A politop feletti linearis fliggvény optimalizaldsa egyszertinek tiinik. Konnyt el-
lenérizni, hogy az egyik u;-ben felvevédik az optimum. A kép csaléka. Nagyon nagy
halmaz lehet a generdtor elemek halmaza. Végignézni mindet nem egy hatékony
eljarés.

A kip feletti optimalizdscié is egyszertinek tiinik. Ha c'v; pozitiv valamely i-re
akkor a célfiiggvény tetsz6leges nagy lehet. Ha mindegyik ¢'v; nempozitiv, akkor a
célfiggvény nem vesz fel pozitiv értéket. A maximalis érték 0 lesz, ami az origéban
felvevadik.

Az hogy ,,csak véges sok” érték koziil kell kivalasztani az optimélisat, az nem
jelenti azt hogy egyszerl a feladat.

3. Optimalizalasi problémak atfogalmazasa

Egy megértett optimalizalasi probléma esetén tobb lehetoség van annak forma-
lizaldsara. Masképpen fogalmazva egy formalizalt optimalizalasi probléma gyakran
atfogalmazhaté dgy, hogy ugyanazt a probléméat irja le. Sokféle helyzetben ezek
az atirdsok az eredetivel ekvivalensek. Maskor azonban ugyaznazon probléma kissé
eltéro alakjai kozt 1ényeges kiilonbség lehet.

Ekvivalens atalakitas alatt olyan formalis atlalakitast értiink, hogy barmelyik fel-
adat optimaélis értéke/helye a masik feladat optimalis értéke/helye alapjan kénnyen
megadhaté. Most (a teljesség igénye nélkiil) néhany lehetoségét megemlitiink.
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1. Min/max csere:

Maximalizéljuk

feltéve, hogy

c(x)-et
xeF

Minimalizaljuk

feltéve, hogy

—c(x)-et
xeF

A minimalizalasi probléma egy optimalis pontja egyben a maximalizalasi prob-
léménak is optimdlis pontja. Ha a mimimalizdlasi probléma optimélis értékét is-
merjik, akkor annak ellentettje lesz a maximalizalasi probléma optimalis értéke.

2. A feltételek ekvivalens atirdsa: A kozépiskoldban mar lattunk formuldk/e-
gyenlotlenségek /egyenloségek ekvivalens dtalakitasait. A feltételeinknél ezeket ter-
mészetesen felhasznalhatjuk.

X1
<0<z <0.
r3+1 "~ b=

($1+ZE2)2§0<:>(l‘1+$2)2:0<:>1‘1+1'2:0.

3. Slack valtozdk, egyenlotlenségek helyettesitése elojelfeltételekkel:

Minimalizdljuk  ¢(z)-et Minimalizdljuk  ¢(z)-et
feltéve, hogy fi(z) <0 feltéve, hogy filx)+s;,=0
gi(x) =0 gi(x) =0
= s; >0

(]

4. A linearis egyenloségek kikiiszobolése: Az Ax = b linearis egyenloségrendszer
megoldasa alap algebra tananyag. Az altalanos megoldas x = xg+ F'y alakban irhato,

ahol xy egy tetszoleges megoldas, mig F' oszlopai az Ar = 0 egyenletrendszer altal

leirt altér egy generald rendszere. Ha F-nek s oszlopa van, akkor y € R®. zy és F

meghatarozasa hatékonyan megteheto.

Minimalizaljuk  ¢(x)-et Minimalizaljuk  c(zo + Fy)-et
feltéve, hogy filz) <0 feltéve, hogy filzo+ Fy) <0
Ax =D =

5. A célfiiggvény helyettesitése egy monoton fiiggvénybe: Legyen m : R —
R egy szigorian monoton fiiggvény range c-n (a célfiiggvény altal felvett értékek
halmazan). Ekkor

Minimalizaljuk  ¢(x)-et Minimalizaljuk ~ m(c(x))-et
feltéve, hogy reF = feltéve, hogy reF
Példa.
Minimalizaljuk  |[|z||o-et Minimalizéljuk  ||z[/3-et
feltéve, hogy reF = feltéve, hogy xeF
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Fenti esetben range ¢ = Rs, ahol az m(z) = z* fiiggvény monoton. Minim4lis
valtoztatast eszkozoltiink, de az 1j célfliggvény differencialhaté. Latni fogjuk, hogy
egy ilyen , kis” elony nagyon jelentos lehet.

Egy Osszetettebb példa.

Példa.

. . /- .. 1. LL‘%-I—Q:%—&-JZ%
Maximalizéljuk xix9 4+ xox3 + x371-€t. Minimalizaljuk et
feltéve, hogy @1 + 22 + 23 = 100, feltéve, hogy Tittates — 100,

r1,Te,x3 > 0. = 1, Te,x3 > 0.

A két feltételrendszer nyilvan ekvivalens. A két célfiiggvény: ci(xy,z9,x3) =

2 2 2
T1T9 + ToTy + X371, illetve co(w1, To, 13) = 4/ % A kapcsolat nyilvdnvald (a
feltételek teljesiilése esetén):

3ca +2c; = (21 + z9 + 23)* = 100%

c; maximalizaldsa helyett attérhetiink 100% — 2¢; = 305 minimalizdlasara. Majd
itt alkalmazhatjuk az m(x) = \/g szigorian monoton fiiggvényt (az 4j célfiiggvény
altal felvett nemnegativ értékek halmazan) az aktudlis célfiiggvényre. fgy a fenti
masodik alakot kapjuk.

Az 1j alak elonye nyilvanvaldé. A négyzetes kozepet kell minimalizalni adott
szamtani kozép érték esetén. A szamtani és négyzetes kozép kozotti egyenlotlenség
alapjan elemi matematikaval megvalaszolhaté az optimalizalasi kérdés.

4. LP normalformai

Az elsé normalformaban nem engediink meg egyenléségeket:

Maximalizaljuk  c'z-t
Feltéve, hogy Ar <D

Azaz a lehetséges megoldasok halmaza egy poliéder. Ezen halmaz felett maxima-
lizalunk egy linedris fiiggvényt. Ezt a normalformat poliedrikus normalformanak
nevezem.

A masodik normalforma esetén az egyenlség feltételek mell6zése mellett minden
valtozordl feltessziik, hogy nemnegativ.

Maximalizaljuk ¢ a-t
Feltéve, hogy Axr <D
x>0

Tehat ez is egy specidlis poliedrikus forma, ahol n valtozé esetén sziikségszertien
n elojelfeltétel szerepel. Geometriailag a lehetséges megoldasok poliédere a nem-
negativ koordinataju pontok tér 2™-ed részében van. Ezt a normaélformat elGjeles
poliedrikus normalformanak nevezem.
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Példa.

Maximalizaljuk  xy + zo-t
—x1+1x9 <1
Feltéve, hogy 1 <3
Ty < 2

r1,T2 > 0

A harmadik normalforma a szimplex algoritmushoz legjobban , 116" normalforma.
A valtozokrdl feltessziik, hogy nemnegativak, de most linedris egyenloségek a tovabbi
feltételek:

Maximalizaljuk ¢ a-t
Feltéve, hogy Ax =b
x>0

Ezt a format szimplex normalformanak vagy egyszertien szimplexalaknak ne-
vezem.

Feltessziik, hogy A sorai (k darab vektor) linedrisan fliggetlen vektorok. Ez
nem megszorité feltétel. Az Ax = b egyenletrendszer Gauss-eliminaciéval ekvivelens
moédon atalakithaté. Ha A sorai nem linearisan fliggetlenek, akkor az eliminécio
soran valamelyik egyenlet bal oldala lenullazodik. Egyenletrendszeriink vagy ellent-
mondasos, vagy valamelyik egyenlet elhagyhatd. A sorok fiiggetlensége azt jelenti,
hogy A-nak van olyan k x k méretii részmatrixa, ami invertalhato.

S6t, azt is feltessziik, hogy A-nak [ részmatrixa. Ez sem megszorité feltételezés.

Ha a masodik poliedrikus forméaban 1évé LP feladatot szimplex forméra hozzuk,
akkor feltevésiink automatikusan teljestl.

Példa.
Maximalizaljuk — xy + zao-t
—T1 + T2 + T3 =1
Feltéve, hogy Ty + x4 =3
T2 + Ty = 2

T1,T2,T3,Tq,T5 > 0
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