KOMBINATORIKA EIOADAS
Matematika BSc hallgatok szamara

Multihalmazok

Eloado: Hajnal Péter 2017.

1. Példak

Egy halmaz elemeinek sokasaga. Két halmaz akkor ugyanaz, ha minden objektum,
ha az egyikben benne van, akkor a masikban is. Ha az egyikben nincs benne, akkor
a masikban sincs benne. Egy halmazt ismertink, ha minden objektumrdél tudjuk,
hogy hozzatarozik vagy sem.

Ez a fogalom azonban sokszor nem elegendé egy valdsdgos helyzet matematikai
megfogalmazéasara.

Példa. A kémiai egy korai forradalma az volt, amikor felismerték, hogy egy ho-
mogén kémiai anyagot molekulak alkotnak, amelyek meghatarozott modon épiilnek
fel atomokbol.

A molekula egyik (legyegyszertibb és lagnaivabb) lefrdsa az, hogy megadjuk mi-
lyen atomokbdl hany alkotja. A viz esetén ez 2 darab hidrogén és 1 darab oxigén
atom. Azt mondjuk a viz kémiai képlete H5O.

Igaz, hogy a viz molekulat hidrogén és oxigén atomok alkotjak, de kémiailag igen
fontos, hogy a hidrogén atomok ketté multiplicitassal szerepelnek a molekulaban.

Tovabbi példak kémiai képletekre:

NaHCOj3 : natrium-hidrogén-karbonat,

HNOj; : salétromsav,

NasSi03 : natrium-szilikat.

Példa. Ismert, hogy minden pozitiv egész felirhaté primek szorzataként és ez a
felirds (ha a tényezék sorrendje nem szamit, akkor) egyértelmi. Példaul

2015=5-13-31,

2016 =2°-32.7=25.32. 71 =25.32.50. 71,

A primtényezdés felbontds tobb mint a primosztok halmaza. Minden primosztorol
tudnunk kell, hogy hanyszorosan osztja a kiindul6 szamot.

Példa. A polinomok/betiis kifekezések matamatikdjdban a monom fogalma alap-
veté. Az x,y, z betiikre épitett szorzatok (ahogy szadmoknal megszoktuk) a tényezok
sorrendjének felcserélésével, hatvany frasmoéddal atirhatok. fgy T, Y, T, 2, T, T, 2,
x, x, z, y szorzata 25y223. A kialakult monom nem csak azt fejezi ki, hogy milyen
betiik alkotjak, hanem azt is, hogy melyikbol hany tényez6 szerepelt a szorzasban.

Példa. A XIX., XX. szazad kavéhazi életének egy kedvenc jatéka volt az anagram-
ma. Egy adott sz6, név, mondat betiikészletét kell venni és djrarendezni (kis/nagy
betlik nem szamitanak, kozok, irasjelek tetszés szerint hasznalhaték; gyakran rovid,
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hosszii maganhangzok is egyenértékiiek) gy, hogy értelmes szavak, mondatok ala-
kuljanak ki. A MISSISSIPPI sz6 bettikészlete 1 darab M, 4 darab I, 4 darab S és
2 darab P.

Példédk anagrammakra:

Anyjéan a sor. (Arany Jénos)

Nos, anya jar. (Arany Janos)

silany szerepeim (Szinyei Merse P4él)

A doni gaz gyér. (Gardonyi Géza)

sieté dan prof (Petéfi Sandor)

j6 arnyasan (7)

Dani, por fest6 (7)

De bész a sz6. (7)

Példa. Kozépiskolas vagy szorakoztatd feladatokban visszatérd szereplo egy fiok,
amelyben kiilénb6z6 szint zoknik vannak. Az azonos szinii zoknik nem megkiilon-
boztethetok. Hogyan irhatjuk le a fiok tartalmat? A benne 1év6 zoknik szinei egy
halmazt alkotnak, de ez a halmaz nem irja le pontosan a tartalmat. Minden szinhez
meg kell mondanunk, hogy hény olyan szint zokni van a fiékban.

2. A multihalmaz fogalma

A beveztd példak utan természetes az aldbbi fogalom.
Definicié. M egy multihalmaz a H halmaz felett, ha
M :H — N.

Az alaphalmaz (H) egy eleme (h) esetén M(h)-t a h elem multiplicitdsdnak
nevezziik. A fogalom tovabbi elnevezésekhez, jelolésekhez vezet.

Jel6lés. h € H esetén azt irjuk, hogy h € M, ha M(h) > 0/M(h) > 1.

R, M multihalmazok H felett. R C M akkor és csak akkor, ha minden h € H
elemre R(h) < M(h).

M multihalmaz H felett. M elemszama

M| =" M(h).
h:he H

M multihalmaz H felett. P(M) az a halmaz, amely pontosan M rész-multihalmazait

tartalmazza.

Legyen H egy halmaz. ((IZ)) az a halmaz, amley a H feletti k£ elemil multihal-
mazokat ,, gylijti Ossze”.

Megjegyezziik, hogy szdmunkra altaldban H egy véges halmaz. Ha valaki egy
szam primtényezos felbontdsanak tényezoi altal alkotott multihalmazt gy tekin-
ti, hogy az Gsszes prim halmaza (err6l ugye mindeki tudja, hogy végtelen) feletti
multihalmaz, akkor is véges elemszamu tényezo-halmazhoz jut.

Jelolés. Legyen M egy multihalmaz H felett. M tartdja
supp(M)={h € H:he M/M(h) > 0}.

Mi mindig véges tartdju multihalmazokat vizsgdlunk. Ekkor az elemszamot leiré
osszeg — ami formalisan egy végtelen 6sszeg, ha H végtelen — egy alvégtelen Gsszeg
(véges sok kivétellel 0 tagok szerepelnek benne).
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3. Egy multihalmaz részhalmazai

Az alapkérdés: Adott M multihalmaz. Hény rész-multihalmaza van? Kozépiskolai
nyelvvel: Osztalykirdnduldsra utazunk és bepakolunk. Kihtzzuk a zoknis fiokot és
valamennyi zoknit elrakunk (tobbek kozott esetleg egyet sem, esetleg mindet). Hany
lehetdséglink van az elvitt zoknik kivalasztasara?

1. Tétel.
P = T (M(h)+1).

h:heH

Megjegyzés. A tételt nagyon tomor , egyetemi” jeloléssel irtuk le. Erdemes egy
kicsit megallni és visszairni a kozépsikolas jelolésre. Legyen H = {hy, ha, ..., hy}.
Legyen M az a multihalmaz H felett, ahol a h; elemnek m; a multiplicitasa (M (h;) =
m;/ az i-edik szinbél m; darab zoknink van). Ekkor a rész-multihalmazok szdma

(my+1)-(me+1)-(m3g+1)-...-(mp_1+1)-(m, + 1),

vagy

n

[J(mi+1).

i=1

Bizonyitas. A rész-multihalmaz kivalasztdsat fiiggetlen dontésekre bontjuk. Az
alaphalmaz els6 elemének (h;) mekkora legyen a multiplicitdsa a rész-multihalmaz-
ban? Az alaphalmaz masodik elemének mekkora legyen a multiplicitdsa a rész-mul-
tihalmazban? Az alaphalmaz harmadik elemének mekkora legyen a multiplicitasa a
rész-multihalmazban? ... Az alaphalmaz utolsé elemének mekkora legyen a multi-
plicitasa a rész-multihalmazban?

Az els6 dontésnél a {0,1,2,..., M(hy)} halmazbdl kell kikeriilnie a vélasznak.
Azaz M(hy) + 1 lehet6ség van A masodik dontésnél M (hs) + 1 lehetséges kimenetel
van. ... Az utolsé dontésnél M (h,,) + 1 lehetséges kimenetel van (n = |H|).

A rész-multihalmazok szama

(M(hy) +1) - (M(hy) +1) ... (M(hy) +1) = ] (M(h)+1).

h:heH

A tétel csak a szorzasi alapelv ismétlése volt.

4. Adott halmaz feletti multihalmazok

Az alapkérdés: Legyen H egy tetszéleges n elemii halmaz. | ((IZ )) | =7

(-G

Kozépiskolas nyelven. Adott n szamozott golyd. Huzzunk ki k-t ugy, hogy
minden hizds utan visszatessziik az éppen kihtzott golyét. Hanyféle eredménye
lehet a k huzéasnak, amennyiben a htizas sorrendjét nem vessziik figyelmbe?

Jelolés.
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2. Tétel.
((n)) _(n+k-—1
k)] k '
Bizonyitas. I: A H = {hy, ha, ..., h,} feletti k elem{i multihalmaz lefrdsa a my, ma, ..., m,

multiplicitdsok megadasa (az h; elem multiplicitasa m;, igy mi+mao+...+m, = k).
Ez kédolhaté a kovetkezé médon:

o...o|o...olo...0|...| o...0 |o...0

m1 darab mso darab mg darab mq_1 darab m, darab

Nyilvan k darab o karakter és n — 1 darab | karakter/elvélasztdjel alkotja a kdédot.
Nézziink egy példat. Legyen H = {a,b, c}, k = 6. Ekkor

(a,a,a,b,c,c) =a’bc* — ooo|o]oo,
{a,b,b,b,c,c) = ab’c* — ol ooo]oo,
{a,a,a,b,b,b) = a’b® — o ool|ooo,

{a,a,a,a,a,a) =a® — ooocooo]l,

(b,b,b,b,c,c) =b*c* — |oooo|oo.

A kédok halmaza az n + k — 1 hosszi o-| sorozatok k darab o karakterrel. Ha adott
egy kéd, akkor a kiindulé multihalmaz kénnyen kiolvashatd. Folytatva/megforditva
az elozo példat:

o|oooo|o>—)ab4c,
oooo|oolr a'h?
|oooooo| b,

ooooo||o>—)a5¢j,

ooooHoo»—>a462.

A példa matematikai jelentése: a kddold fiiggvénynek van inverze, parbadllité leképezés.
Azaz az 6sszeszamolandé multihalmazok ugyanannyian vannak mint a lehetséges
kédok. Egy kédhoz az n + k — 1 poziciobdl ki kell valasztanai a k& darab o karakter
helyét. Ez ("J“’,:_l) lehetség.
Ez a tételt igazolja.

I1. Nyilvanvaléan

()-G)-

n=1,k=0
elfoglalé tablazatba képzeljiik, akkor a fenti képletek a tabldzat szélét/peremét irjak

le: ott 1-esek allnak.
A bizonyitas folytatdsa ezen képlet bizonyitdasa, ami a nem szélsé szamokra
mondja meg, hogy szamolhato ki a korabbiakbdl:

=) +((20)

Ahogy a Pascal-haromszoget leiré rekurzional tettiik a megszamoland6 objektumo-
kat (mostani estiinkben a k elemii multihalmazokat) két csoportba osztjuk aszerint,

minden n, k természetes szamra. Ha az {((Z))} szamokat egy siknegyedet
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hogy az ‘n’ elem benniik van-e vagy nem. A két esethez tartozé multihalmazo-
kat kiilon-kiilon megszamoljuk és az Osszeadasi elvre hivatkozva oOsszeadjuk a két

eredményt.
Ha ‘n’ elem nincs benne a multihalmazunkban, akkor a k elemi multihalmazt
az [n — 1] = [n] \ {n} halmaz felett kell vdlasztanunk, a lehetdségek szama ((".')).

Ha ‘n’ elem benne van a multihalmazunkban, akkor a k£ elem{i multihalmazhoz,
még mellé kell vélasztani egy k — 1 elemii multihalmazt. Ez a vélasztds a [n] hal-
maz felett értendd. (Itt van a kiilonbség a részhalmazokhoz képest.) Az ‘n’ elem
multihalmazhoz tartozasa 1 multiplicitast jelent. Amikor mellé valasztunk objek-
tumokat, hogy k& elemti multihalmazhoz jussunk, akkor ‘n’ elem tjra valaszthato,
multiplicitdsa névelhetd (ez a lehet&ség nem allt rendelkezésiinkre a részhalmazok
vélasztdséndl). A lehet6ségek szdma ((,",)).

Az Osszefliggést igazoltuk.

A bizonyitott Osszefiiggés a tablazatra vonatkozélag azt jelenti, hogy minden
nem-perem- poziciéban 4l szam (((1))) a felette 4ll6 (északi szomszéd: (")),
el6z6 sor, de ugyanaz az oszlop) elem és elétte all6 (nyugati szomszéd: (( o1 )
ugyanaz a sor, de az el6z6 oszlop) elem Gsszege:

mkJOo|1]2]3]4]5

1 11111 1
2 112131415 ] 6
3 11316 [10]15] 21
4 111]14]110(20 35| 56
3 11515135 |70|126

Jol lathaté a Pascal-haromszog szamainak megjelenése. A tételben szerepld
képlet helyességének igazolasa egyszerii teljes indukcié. |

5. Egy multihalmaz sorbaallitasai

A kavéhazban ilo irdk, kolték minden probléma nélkiil megértették, hogy mit értiink
egy név betiikészletének sorbarendezésén. A fogalom természetes. A formalizmus
azonban elrejtheti a természetességet. Addig kell ,rdgnunk” a formulankat, mig
jelentése egybeolvad a természetes értelmezéssel.

Definicié. Legyen M egy multihalmaz H = {hq, hs,..., h,} n elemi halmaz fe-
lett. Legyen m; a H, elem multiplicitdsa. Legyen ¢ = |[M| = "  m;. Ekkor M
sorbaallitasa egy

T[] ={1,2,3,....0 -1}y > H

leképezés, ahol minden h; elem pontosan m; darab pozicidhoz lett rendelve.
A sorbadllitasi tulajdonsag formalisan leirva:
{p € [{]:m(p) =h} = M(h), minden h € H esetén.

Jel6lés. Legyen o(M) az a halmaz, amely az M multihalmaz sorbadllitdsait gytjti
0ssze.
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Az alapkérdés: Adott M multihalmaz. |o(M)| =7 Kozépiskolai nyelven: Ki-
mossuk a zoknis fickunk tartalmat. (A fidkban az s; szinb6l m; zoknink volt
(1=1,2,...,k).) A mosas utdn kiakasztjuk a szaritékotélre szaradni 6ket. Hényféle
sorrendben akaszthatjuk ki oket?

3. Tétel. Legyen M egy multihalmaz H felett. Ekkor

_ M
e MR

Bizonyitas. Legyen H = {hy, hs,...,h,}, ahol n = |H| M-et helyettesitsiik egy
MY halmazzal: minden elemet helyettesitsiink multiplictasnyi kiilonbozé indexelt
elemmel.

Példa H = {a, b, c} esetben:

o (M)

M - (I4b02 — M{} - {a17a27a37a47b17017c2}7
M = a2b5 = M{} = {a17a27 b17b27b37 b47b5}'

A hozzérendelt M halmaz nyilvén |M| elemszami. Igy [M]|! darab sorbasllitdsa
van. Mindegyiket soroljuk fel és toroljiik le az indexeket. fgy egy |M|! hosszu listat
kapunk M sorbaallitasaibol. Altaldban egy sorbaallitas tobbszor is szerepelhet. Azaz
altalaban ,, tilszamolunk”.

A tilszdmolds azonban konnyen kovethetd. M minden 7y sorbadllitdsa M -nek
azokbol az az elemeibdl ered, amiket gy kapunk, hogy a mg sorbeli M (h;) darab hy
elemet 1,2,..., M(hy) indexekkel lattuk el, majd ettél fiiggetleniil az M (hy) darab
ho elemet 1,2, ..., M(hs) indexekkel lattuk el valamilyen sorrenben, és igy tovabb.
Az indexelésre M (hy)!- M (hy)!-...- M(hy)! lehet&ség van. Minden o (M )-beli elemet
ennyiszeresen szamolunk tul.

o(M) elemszadm egy osztassal adédik, ahogy a tétel leirta. [

6. ijbél polinomok: Trinomidlis tétel, multinomialis
tétel

Térjlink vissza a polinomokhoz. Ismét a disztributiv szabaly segitségével bontsuk
fel a zardjeleket, de a tényezok sorrendjéhez NE nytljunk:

(z+y)?=(@+y)(z+y) =2 +y) +ylx+y) =22+ 2y + Yy + Y.

(@ +y)° =@ +ye+y)le+y) =o(@+y)le+y) +y@+y)(z+y) =
=zx(z +y) +ay(r +y) +yz(e+y) +yylz+y) =
=TTT + TTY + TYT + TYY + Yyry + YTy + YyyT + yyy.
Mit [dtunk? A harmadik hatvanynal az Gsszes x,y tényezOokbdl felirt 3 tényezls
szorzatokat (2% = 8 darab, szorzasi szabaly!). A tényezOk sorrendjének figyelembe

vételével ezeket felfoghatjuk mint az {x, y} halmaz feletti harom elemii multihalma-
zok sorbaallitasai.
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Hozzuk a monomokat rendezett alakba (egy x hatvany szorozva egy y hatvéannyal).
x'y? alaki monomok lesznek, ahol 7 + j = 3. Hanyszor kapjuk meg z'y’-t? Annyi-
szor, ahdny sorbadllitasa can az (z,...,z,y,...,y) multihalmaznak.

i darab j darab
Ugyanez n-edik hatvannyal is megismételhetéés kapjuk a binomidlis tétel 1j

alakjat:
4. Tétel (Binomialis tétel).
n! . .
n __ — plad
1,JENi+j=n
Az 14j bizonyitas erénye, hogy haromtagi/trinom polinomok hatvanyozasara is
alkalmazhaté:
(z+y+2)’=(+y+2)z+y+2)=az+y+2)+tylz+y+2)+zx+ty+2)=
=rxr+xy t+xz+yr+yy+yz+z2x+ 2y + 2z

(z+ty+2P=F+y+2)z+ty+2)(v+y+z)=
=r(z+y+z2)(r+y+z)+tyl@+ty+z)(@+ty+z)+
+z(z+y+2)(z+y+2) =
=zx(r+y+z2)taylr+y+z2)+az(z+y+z2) +yx(r+y+2)+
tyyle+y+z)tyzz+y+z)+ze(@+y+z)+ayl@+y+z)+
+zz(x+y+2)=
=Xxxr + TTY + TTZ + TYT + TYY + xY2 + r2x + x2Y + r22+
+yrx +yry + Yyre + yyr +yyy + yyz + y2r + y2y + yzz+
+ zxx + zxy + zxz + 2yr + 2yy + 2yz + 2zx + 22y + 22%.
Természetesen az utolsépélddnkban az dssze nem vont, sorrend-tarté leirdsban 3% =
27 monom szerepel. Mennyi lesz az Osszevonds utéan 2z egyiitthatéja? Ahdny

monom ,,vonédik Ossze erre”? A 27-bél hadny monom adja rendezés utdn z2z-t?

Ahény sorbaéllitdsa van az (x, x, z) multihalmaznak. Azaz ﬁ:l, = 3.

Az n-edik hatvanyra elmondva ugyanezt kapjuk a kovetkezd tételt:

5. Tétel (Trinomialis tétel).

|
n__ e ik
(x4+y+2)" = Z i!j!k!xyz.
1,7,k€ENi+j+k=n

A gondolatmenet minden probléma nélkiil kiterjesztheté ¢ tagi polinomok hatvanyozéasara:
A kezdeti példék végigszamolasat, majd a részletek kidolgozasata az érdekl6dé hall-

gatokra bizzuk.
6. Tétel (Multinomialis tétel).
n! .y ;
(T + 204+ ...+2)" = Z ﬁx’fz’;x?
. . . . . Zl-ZQ....'lt.
11,02,...,5t ENti1 +io+...i¢=n
Ha valaki a jelolés technikat szeretné gyakorolni, akkor olvassa el a kovetkezd
formalizdlasat a multinomialis tételnek.

! ! n!
<; %) ) (ko)L 2 [Ty k! [

LENESYE  k=n i=1
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