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1. Az alapkérdés

Emlékeztetiink egy a grafok szinezésénél targyalt fontos fogalomra:

Definicié. Egy G grafban egy K C V(G) cstcshalmazt klikknek neveziink, ha K
barmely két kiilonbo6z6 cstucsa 0sszekotott.

Turan P&l vetette fel az alabbi fontos kérdés. Hany éle lehet legfeljebb egy n
pontu teljes grafnak, ha nem tartalmaz k elemi klikket?

A kérdés megvalaszolasahoz az n pontu egyszerti grafok kozt meg kell adnunk
egy sok éli grafot, amely nem tartalmaz k elemi klikket. Majd be kell latnunk,
hogy MINDEN ennél tobb éli graf mar sziikségszeriien tartalmaz k elemi klikket.
Vagy pedig igazolnunk kell hogy MINDEN olyan graf, amely nem tartalmaz k elemi
klikket annak élszama feliilrél becsiilheté a megkonstrualt grafunk élszamaval.

2. Turan-grafok, Turan Pal tétele

Az r-részes graf egy olyan graf, amely csicsai r darab diszjunkt osztdlyba vannak
sorolva (O1UO,U - - -UO,) és két csics csak akkor lehet Osszekotott, ha kiilonbozd
osztalyhoz tartoznak.

Egy r részes graf nem tartalmazhat r + 1-elemi klikket. Valéban, r 4+ 1 cstcs
kivétele esetén a skatulya-elv alapjan lenne két cstcs, amely ugyanabba az osztalyba
esik. Ez azonban azt jelenti, hogy nem lehetnek 6sszekotve, a kivett csticsok nem
alkothatnak klikket. Egy masik indoklas lehet a kovetkezo: Az r-részes grafok r
szinezhetdek. fgy minden részgrafjuk is az. Specialisan nem lehet r + 1 pont teljes
részgrafjuk. Azaz nincs r + 1 elemi klikk benne.

Mivel minél tobb éli grafot szeretnénk adott méreti klikk nélkiil, ezért természetes,
hogy az r-részes grafok koziil kiemeljiik a teljeseket: A teljes r-részes graf egy olyan
graf, amely csticsai r darab diszjunkt osztélyba vannak sorolva (O;UO,U. .. UO,) és
két cstics akkor és csak akkor 0sszekotott, ha kiillonbozo osztélyhoz tartoznak. Azaz
az osztalyozas utan, ha két csic sosszekothetod, akkor ossze is kotjiik oket.

Turan Pal elso fontos észrevétele volt, hogy az teljes r-részes grafok koiil azoknak
van a legtobb éle, amelyekban a csucsok a leheto legegyenletesebben vannak szét
osztva az osztalyok kozott.

A legegyenletesebb szétosztas fogalma magyardzatra szorul. Ha rln = |V(G)],
akkor a legegyenletesebb szétosztasa pontjainknak r osztalyba gy torténhet, hogy
minden osztalyba * cstcs keriil. Ha az oszthatosag nem teljesiil, akkor nem kovetel-
hetjiik meg az osztalyok azonos méretiiségét. A helyes féltétel: Barmély két osztaly
mérete legfeljebb egyben térhet el. Ha k t n, akkor n/k — az atlagos osztalyméret
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— nem egész szam, két szomszédos egész kozé (|n/k], [n/k|) kozé esik. S6t lennie
kell olyan osztdlynak amely mérete legfeljebb |[n/k|, és olyannak is, amely mérete
legalabb [n/k|. Konnyen lathatd, ha lenne ettél a két szamtdl eltérd osztalyméret,
akkor lenne két osztaly amely mérete legalabb kettovel kiillonbozne. Azaz a fentivel
ekvivalens leirdsa az egyenletes osztdlyméretnek, hogy mindegyik osztaly mérete a
{In/r|, [n/r]} halmazbdl keriil ki. Kicsit pontosabban is fogalmazhatunk. Vegyiink
r osztalyt |n/r| mérettel. Ezzel lesz egy n — r|n/r] méretii ,hidnyunk” az n-es
csucshalmaz-mérethez képest. Ez éppen n-nek r-rel valéo maradékos osztasanal a ma-
radék, azaz egy 0 és r — 1 kozotti szam. Ennyi darab osztélyt noveljiink meg eggyel
(igy méretiik [n/r] lesz). Ezzel kaptuk meg az n csics egyenletes osztalyozasat r
osztalyba.

Definicié. Az n pontu, r-részes T,,, Turdn-graf az az teljes r részes graf, amely
osztalyai a fenti értelemben egyenletes méretiiek.

1. Feladat (Turan Pal). Legyen T egy teljes r-részes graf, amelyben van két osztdly,
amelyek kozil az eqyik legaldbb kettével tobb csucsot tartalmaz mint a mdsik. Az
osztalyozast vdltoztassuk meg gy, hogy a nagyobb osztalybol egy csiucsot dttesziunk a
masikba. Az 1uj osztdlyozds is definidlt eqy teljes r-részes grdfot. Igazoljuk, hogy a
valtoztatds sordn nott az élszam.

2. Feladat (Turan Pal). Igazoljuk, hogy az n ponti r részes grafok kozétt a Turdn-
grafnak van legtobb éle.

Ezzel Turan Pal az els6 1épést megtette a kezdeti kérdés megvalaszoldsahoz. A
tovabbi 1épések sokkal nehezebbek voltak. Belatta, hogy semilyen més modszerrel
nem adhaté megtobb éli graf, amely elkeriil egy adott méretii klikket.

3. Tétel (Turan-tétel). Ha G egy n ponti k elemi klikket nem tartalmazd egyszerd
graf, akkor
|E(G)] < |E(T 1)l

A tétel egy masik alakja:

4. Tétel (Turan-tétel). Ha G egy n ponti egyszerd grdf, amelyre
[E(G)] > [E(Th k1)l
akkor G tartalmaz k-elemi klikket.

A k = 2 eset semmit mondo: Az 1-részes Turan-graf csicsai egyetlen osztalyba
vannak sorolva. Benne nem halad él, hiszen csak a kiilonb6zo osztalyok kozott vezet
él. Azaz az 1-részes Turan-graf az iires graf. Az ennél tobb élet tartalmazé grafban
van él, igy két elemii klikk is.

A k = 3 eset mar érdekes, nem egyszeri. Ezt jéval kordbban a XX. szdzad
Mantel tiizte ki feladatként. Ezt a specialis esetet ma Mantel tételének nevezik.

5. Tétel (Mantel-tétel). Ha G egy n ponti hdromszoget nem tartalmazo egyszerd
graf, akkor

B@) < |2 =12 2] = 5@l
4 2 2
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Bizonyitas. Vegyiink egy tetszoleges haromszoget nem tartalmazoé n ponta egyszerii
grafot. Legyen D grafunk maximalis fokszama, és legyen v egy D foku csics. Jelolje
N a v csics szomszédainak halmazéat. Legyen M = V(G) — N. Ekkor nyilvan
IN| =D, |M|=n—-D,ve M.

Az eredeti V(G) csicshalmazon egy 1j grafot, G-t definidlunk: N és M kozott
minden élt behtzunk.

Nézziik meg, hogy a két grdfban elfordulé fokszdamok hogyan viszonyulnak.
Belatjuk, hogy minden csiics G-beli fokszama legalabb akkor mint G-beli foka. Azaz
minden x € V' cstucs esetén

da(z) < da(x).

Ha z € M, akkor dg(z) = |N| = D, ami a G-beli maximalis fokszdm. Az
egyenldtlenség nyilvdnvalo.

Ha z € N, akkor G-ben x minden M-beli ponttal 6ssze van kotve. Ugyanek-
kor G-ben legfeljebb az M-beli csiicsokkal lehet 6sszekotve, hiszen més esetben az
osszekotés két végpontja és v egy haromszoget alkotna.

Ezzel kaptuk, hogy G-ben a fokok rendre lagalabb akkorak mint G-ben. fgy az
élszam is legalabb akkora mint G-ben:

B(G) < |E(@)] = N|- |M| = D(n — D) < (W) _=

ahol az utolso egyenlotlenség a szamtani és mértani kozép kozotti egyenltlenség.
Ebbdl az allitas nyilvanvalo. [ |

Megjegyezziik, hogy Turdan Pal nem allt meg a kiindulé kérdés megvélaszolasanal.
Tovabbi kérdéseket tett fel. Tobbek kozott a négy pontu teljes grafot mint a tet-
raéder grafja fogta fel. Tétele ennek , tiltasa” mellett megadta milyen sok éle lehet
egy egyszeri grafnak. Megkérdezte mi a helyzet, ha mas szabalyos testnek a grafjat
tiltjuk. Specidlisan hany éle lehet egy n ponti egyszerii grafnak ha nem tartalmazza
a kocka grafjat mint részgrafot. Ez a kérdés a mai napig megvalaszolatlan.

Turan Pal tétele nagyon sok kutatést osztonzott és segitett. Tovabbi problémai
a mai napig fontos kutatési iranyokat jelolnek ki. Az dltala kialakitott grafelméleti
agat extremalis grafelméletnek nevezziik.

3. Ramsey-tétel

Egy ismert kozépiskolai feladattal, fejtorével kezdiink.

6. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszdleges hatfés tarsasdgban taldlhato hdrom em-
ber, akik dronként ismerik vagy pdronként nem ismerik egymdst. (Az ismeretséget
kélesdnds viszonynak tekintjiik. )

A feladat zaréjelbeli megjegyzése arra utal, hogy a tarsasag emberei kozott az is-
merettséget egy egyszeru graffal irhatjuk le. Két ember pontosan akkor szomszédos/
Osszekotott ha ismerik egymast. Harom ember, akik paronként ismerik egymast,
azok az ismeretséget leird grafban egy harom elemi klikket alkotnak. Harom em-
ber, akik paronként nem ismerik egymast, azok az ismeretséget leir6 grafban egy
harom elemii fliggetlen csticshalmazt alkotnak.
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Definicié. Egy grafban egy F' C V(G) cstucshalmaz fliggetlen, ha nincs olyan él,
amely mindkét végpontja F-beli.

Egy H csucshalmazt nevezziink homogénnek, ha barmely két kiilonbozo eleme
az 0Osszekotottség szempontjabdl ugyanolyan. Azaz a H csticshalmaz homogén, ha
klikk vagy fliggetlen.

Ezek utan feladatunkat gy is megfogalmazhatjuk, hogy: Minden hatponti egy-
szerii gratban van harom elemii homogén halmaz.

A feladat ,, grafelméleti leforditasara ” van mas lehetéség is. A tarsasagot alkotd
emberek most is grafunk cstcshalmazat alkotjak. Azonban barmely két cstcsot
oszekotiink. Ezzel egy teljes grafot kapunk. (Mondhatjuk azt is, hogy V(G), a teljes
cstcshalmaz egy klikk lesz.) Az ismeretség/nem ismerds viszonyt most szinekkel
,kodoljuk”. z-et és y-t 0sszekoto élt kékre szinezziik ha az x cstcs altal reprezentalt
személy ismeri az y csucs altal reprezentalt személyt. Kiilonben az Osszekotd él
piros lesz. A térsasig ismeretségi visoznyét egy piros/kék élszinezett teljes graffal
,kodoltuk”. Egy M csicshalmaz monokromatikus, ha az M-en beliili csticsokat
0sszekoto Osszes él ugyanolyan szinti.

Ezek utan feladatunkat ugy is megfogalmazhatjuk, hogy: A hatpontu teljes graf
minden piros/kék élszinezésében van hdrom elemii monokromatikus halmaz.

A tovabbiakban a szinezési nyelvezetet hasznaljuk. Lassuk a feladat megoldéasat.

Bizonyitas. Vegyiik a hatpontu teljes grafunk egy tetszéleges v csucsat. A tovabbi
ot cstcsot két csoportba oszthatjuk aszerint, hogy a hozza vezeto él piros vagy kék.
A két szin szimmetridja miatt feltehetjiik, hogy a kék éllel elérhetd csicsok vannak
tobben. Azaz legaldbb harom cstucshoz vezet kék él v-bol. Harom ilyen cstics alkossa
a J halmazt. Két esetet kiillonboztetiink meg.

1. eset: J-n beliil halad kék él. Legyen egy ilyen él az xy él. Ekkor {v, z,y} egy kék
monokromatikus halmaz.

2. eset: J-n belill nem halad kék él. Ekkor J egy piros monokromatikus halmaz,
készen vagyunk. |

Ramsey volt az aki észrevette, hogy ha célunk nem haromelem® monokromatikus
halmaz keresése, hanem k elemiié, akkor is garantélt lesz a siker, ha a cstcshalmaz/tar-
sasdg elég nagy (az ,elég nagy” fogalmat persze tisztaznunk kell, a fogalom k
értékétol fiiggeni fog).

7. Tétel (Rasmey-tétel). Tetszbleges 4F fés tdrsasdgban taldlhaté k ember, akik
pdronként ismerik vagy paronként nem ismerik eqymast. (Az ismeretséget kélcsonos
viszonynak tekintjik.)

Azaz a 4% ponti teljes grdf minden piros/kék élszinezésében van k-elemid mono-
kromatikus halmaz.

Megjegyezziik, hogy a 4¥ méret tdvolrél sem optimdlis. k = 3 esetén 64-et
ad az eredeti feladat 6-os méretéhez képest. Ennek ellenére nagyon sok kutatd
probalkozasa ellenére sem sikeriilt a méretet 3,9999999%-ra csokkenteni.

Bizonyitas. Rendezziik sorba a csucsokat. Vegyiik az els6é v cstcsot és a tobbi
csucsot osszuk két csoportba aszerint, hogy hozzajuk v-bol piros vagy kék él megy. A
t6bbségi szomszédokat tartsuk meg (ezeket t1lél6 csticsoknak nevezziik), a kisebbségi
csucsokat dobjuk el. Kénnyt latni, hogy legalabb a csticsok fele t1lélo cstcs.
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A t1lél6 csticsokkal ismételjiik meg a fentieket: Az elsé t1lél6 u cstcsot kivalasztjuk
(a mar kivalasztott v mellé) és a tobb tulél csicsot a hozzavezeto él szinétél fliggden
két csoportba osztjuk. A tobbségi szomszédokat meghagyjuk, a tobbit eldobjuk.

Ezt ismételjik addig amig a tulélé csicsok elfogynak. fgy kivalasztunk cstucsok
egy halmazat. Minden 1épésben a csticsok legalabb fele t1lélé marad. A kiindulo
csticsszzam 4% = 2%¢. Tehét legalabb 2k felezésre lehet6ség van. Legaldbb 2k csticsot
kivalasztunk.

Ez a cstcshalmaz nem sziikségszertien monokromatikus. Az elsének kivalasztott
v csuesbol ugyanolyan szint élek haladnak ki, mondjuk piros. De a masodiknak
kivalasztott u esetén a ra illeszkedd tobbségi szin lehet kék. Azt tudjuk, hogy a
sorrendben minden kivalasztott csticsbol a késobbi csticsok felé haladé éle egyszintiek
(vagy piros vagy kék).

A bizonyitas vége egyszeri. Minden kivalasztott csticsra nézzilk meg, hogy
hatrafelé piros vagy kék él halad. Vegyiik a tobbséget a két cstcskategoria koziil.
Ezek legaldbb k-an lesznek és nyilvanvaléan monokromatikus halmazt alkotnak. W

4. Ramsey-szamok

Lattuk, hogy a Ramsey-tételben szerepl6 méret nem optimalis, azaz nem a leheto
legkisebb (k = 3 esetén nagyon tavol van az ,igazsagtol”). Mi a helyzet az eredeti
feladattal?

Konnyt latni, hogy az abban szereplé 6 tarsasigméret optimdlis. Ha 0tf6s
tarsasagokat néziink, akkor a megfelel6 feladat nem igaz. Ehhez csak egy ellenpélda-
tarsasagot kell kitalalnunk. Vegytlink 6t embert, akik egy koralaku asztal koriil iilnek.
Tegytik fel, hogy a szomszédosak ismerik egymast, a tobbiek nem. Ez egy specidlis
tarsasag, ami egy lehetéség a feladatban. Konnyt latni, hogy itt barhogy vesziink
ki harom embert, lesz koztiik ismerds és nem ismerés par is.

Mi a helyzet ha k fos monokromatikus halmazt keresiink?

Definicié. Legyen R(k) az a minimadlis n szdm, hogy az n pont teljes graf tetszéleges
piros/kék élszinezése esetén garantéltan legyen k elemet monokormatikus csiicshalmaz.
Az R(k) szamokat nevezzilkk Ramsey-szamoknak.

A kiindulé feladat és a fenti példa szerint R(3) = 6. Ramsey tétele szerint
R(k) < 4.

Erd6s és Szekeres élesitette Ramsey becslését. Belattdk, hogy R(k) < (2::12). Bz
a becslés k = 3 esetén mar a 6-ot adja felsé becslésként (ahogy a kiinduld feladat).
Azonban nagy k esetén ez sem lesz jobb mint 3,9999999*%.

Erdés Pél belatta, hogy az R(k) szdamok valéban exponenciélis névekedéstiek.

8. Tétel (Erdos Pal tétele).
R(k) > V2.
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