KOMBINATORIKA EIOADAS
Matematika BSc hallgatok szamara

Alapelvek

Eloado: Hajnal Péter 2017.

1. Kombinatorikus alapelvek

Héarom alapelvet ismertetiink. Mindharom gyokerei az 6vodaig vagy még messzebb
mennek vissza. Nyelvezetiink kozépiskolai/egyetemi szintii lesz. Mogotte azonban
latni kell a természetes tartalmat. Mindig feltessziik, hogy VEGES halmazokkal
dolgozunk, de errol késébb még sz6 lesz.

I

A kovetkezo képhez hasonlot mi is konnyen készithetiink:

1. abra.

A képen egy kislany teszi Ossze bal, iletve jobb kezének ujjait. O mér tud
szamolni, de ennélkiil is latja (ahogy a szémolni nem tuddk is), hogy bal és jobb
kezén ugyanannyi 1j van.

A kovetkezo képen kétfajta Kinder tojas figurak sorakoznak egymas mellett.

2. 4bra.
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Az egymas mellé keriilt figurak a két fajtabol egy-egy. Parok alakulnak ki a két
fajta figurak kozott. Ismét szamolas nélkiil tudhatjuk, hogy a két fajtabol ugyan-
annyi darabunk van.

A kovetkezo kép az internetrél szarmagzik, bal és jobb labas cipéket abrazol.

3. abra.

Egy pillanat alatt atlatjuk, hogy a balos és jobbos cipék parokat alkotnak.
Tehat ugyanannyi balos cipd van a képen mint jobbos. A pontos szamuk meg-
hatarozasa egy szamolas, Osszetettebb mint az egy pillanat alatt lathato ., azonos
elemszamusag”.

A kovetkez6 (internetes) képen évodasok sétdlnak. Mindegyik part egy fiu és
egy lany alkotja

4. abra.

Ez alapjan mindenki szamolas nélkiil tudja, hogy a csoportban ugyanannyi fia
van mint lany.
Meg is van az els6 alapelviink.

HA két halmaz elemeit parokba tudjuk allitani,

AKKOR a két halmaz azonos elemszamii.

Azért pontositsunk. Mit értiink az alatt, hogy két halmaz elemeit parba allitjuk?
Ha a parokban allo gyerekek a jatszotéren eltoltott id6 utan visszaindulnak, ak-
kor az évonéni megkérdezi ,Mindenkinek megvan a parja?”. Vilagos, hogy egy
parbaallitasnal mindenkinek van egy parja. Egy fiinak egy lany, egy lanynak egy
fia, egy balos ciponek jobbos, egy bal kézen 1év6 ujjnak egy jobb kézen 1év6 ujj. A
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és B halmazok parbaallitasanal van egy ¢ : A — B és egy ¢ : B — A leképezés.
Mindketté egy elemhez a parjat rendeli. Az is nyilvanvald, hogy a parom péarja
én vagyok. Matematikai irdasmodddal, ha x € A, akkor z parjanak (¢(z) € B-nek)
parja (Y(p(x)) € A) z, azaz (p(x)) = = barmi legyen is az © € A elem. Illetve
hasonléan ha y € B, akkor y parjanak (¢ (y) € A-nak) parja (¢(¢(y)) € B) y, azaz
¢(¥(y)) = y minden y € B elemre.

[lyenkor azt mondjuk, hogy ¢ egy parbadllité leképezés A-bdl B-be, illetve i egy
parbaallité leképezés B-bol A-be.

Természetesen, ha minden lany tudja a parjat, akkor a parbadllitds ismert. Azaz
¢ meghatarozza -t és forditva is. A két leképezés ellentétes/forditott irdnyba teszi
ugyanazt.

Nézziik csak a parbadllitasnak azon felét, ami a fiikhoz rendeli lany pérjukat.
Hogyan irhatjuk le , hogy ezen leképezés parbadllité. Nyilvan kiilonbozo fitkhoz
kiilonboz6 lanyokat kell rendelniink. Tovabba minden lanyhoz kell lenni olyan
fiunak, akihez a kiindul6 lanyt rendeljiik parként. Ezen két tulajdonsaggal szoktak
leirni a parbaallité leképezéseket. Ha ,,valamit” mindenki szamara egyértelmiien
lefrunk, akkor azt mondjuk hogy ezt a ,,valamit” definialjuk. A lefras a ,valami”
definicidja.

Definicié. Egy ¢ : A — B leképezés parbaallito leképezés, ha rendelkezik a kovet-
kez6 két tulajdonsaggal:

(I) a # o’ esetén p(a) # p(a’),
(S) tetszbleges b € B esetén alkalmas a € A elemre ¢(a) = b.

A matematikus szeretik a fontos tulajdonsdgokat kiilon névvel illetni. Az (I)
tulajdonsag teljestilése esetén azt mondjuk, hogy a ¢ leképezés egy-egyértelmii
leképezés. Néha csak azt frjuk ¢ 1-1. Az (S) tulajdonsdg esetén azt mondjuk ¢
leképezés raképezés.

A mai vildgban gyakoriak az idegen kifejezések hasznalata. Az egy-egy értelmi
¢ leképzésre azt mondjuk injekcio, ¢ injektiv. A raképzés ¢ leképzésre azt mondjuk
sziirjekcio, ¢ szirjektiv. Tehat ¢ : A — B leképzés parbadllité az A és B hal-
mazok kozt ha injektiv és sziijektiv is, idegen szoval bijektiv. Azaz a leképzések
parballité tulajdonsaganak egy masik neve a bijekcio. Nyelvet tanultunk, a mate-
matika nyelvét.

A matematikusok a jeloléseiket is prébaljak tigyesen vélasztani. Elészor talan
szokatlan jelOlések hosszu hasznalat utan természetessé valnak. A legtobb jelolés
hosszu évszazadok alatt végletesedik. x +— ¥ (p(x)) leképezés neve a két leképzés
kompozicidja és szokésos jele 1) o p: elOszor p-t, majd -t végezzik el. Az elsore
szokatlan sorrend oka, ha ¢ o ¢-t az = helyen nézziik, azaz ¢ o p(x)-et vizsgéljuk,
akkor igy x-et elOszor a , kozelebbi” fiiggvénybe helyettesitjiikk, majd az eredményt
a tavolabbiba.

Ez természetesen csak akkor értelmes, ha a ¢ fliggvény altal felvett értékeken v
értelmezett. Specidlisan beszélhetiink a kompoziciérdl, ha ¢ : A — B és ¢ : B —
A. A kompozicié sorrendje nagyon FONTOS. A fenti esetben o : A — A és
potp: B—B. Hap: A— Bésvy: B — C,ahol A, B,C harom fiiggetlen halmaz,
akkor csak az egyik sorrendii kompozicié értelmes. Az amikor el0szor p-t, majd -t
alkalmazzuk. Azaz ekkor ¥ o ¢ egy jol definialt leképezés.
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Egy pédrbadllité leképezés par (¢ : A — B és i : B — A) esetén ¢ o ¢ és
¢ o 1 is minden alkalmas elemhez 6nmagat rendeli. A két kompozicié azonban
lényegesen kiilonb6z6. Az egyik A-n, a mésik B-n értelmezett. Ha egy H — H
figgvény minden h € H elemhez h-t rendeli, akkor azt mondjuk, hogy fiiggvényiink
a H-n értelmezett identitas fliggvény, jele idy. Tehat egy parbaallité leképezés par
(p:A—= Bést:B— A)esetén 1 o p és po)(x) is identitds, DE 1o p =idy és
po(r) = idg. Ha két fiiggvénynek ilyen viszonya van, akkor azt mondjuk, hogy
egymas inverzei.

Definicié. ¢ : A — B és v : B — A leképzések egymas inverzei, ha ¢ o ¢ = idy és
p o1 =idg.

A fenti gondolatmenet sordan addodott, hogy bijektiv leképzéseknek van inverze.
S6t megforditva is igaz. Kaptunk egy , tételt”.

1. Tétel. p: A — B akkor és csak akkor bijekcio, ha van hozzd inverz leképzés.

Tehat ha fitk egy A halmazabdl lanyok egy B halmazdba torténd leképzés
parbadllité leképzés (a — a parja), akkor van a lanyok halmaz&bdl a fitk halmazaba
mend leképzés (b +— b pérja), hogy mindenki (A U B minden elemére) péarjdnak
parja onmaga. Tovabba forditva is igaz: ha fiik egy A halmazabdl lanyok egy B
halmazaba torténé leképzéshez (a — a parja) van a lanyok halmazabdl a fituk hal-
mazaba mené leképzés (b — b pérja), tgy hogy mindenki parjanak parja énmaga,
akkor a kiindulé leképezés parbadllito.

Két halmaz kozott leirt leképzésrol gyakran gy a legegyszeriibb belatni, hogy
bijekcié, hogy megadjuk inverzét. Azaz leirjuk, hogy B egy tetszoleges elemére
hogyan mondhaté meg, hogy mely x € A elem parja.

Egy A — B leképzés bijekcié mivoltja, vagy hozza inverz létezése tekintheto
a kovetkez6 modon is. Tegyiik fel, hogy egy csoportban leirjuk, megtanitjuk a
v A — B leképézést. A kovetkezd oran emlékeztetonek, hogy mindenki felidézze
a fogalmat egy példat vesziink. Egy konkrét a € A elemre kiszdmoljuk ¢(a)-t. Az
eredmény egy b € B eleme lesz. Letoroljik a tablat, csak b marad fent. Ekkor
belép Olga a terembe, aki el6zé 6ran ott volt és megértette a ¢ leképzést. Azt is
megértette, hogy ezt a fiiggvényt értékelte ki a csoport és a tablan az eredmény.
Ha barmilyen B-beli elem is legyen a tablan, akkor Olga ki tudja kévetkeztetni a
kiindul6 a elemet, akkor leképezésiink parbaallit6. Ha valamely b-hez ilyen a nincs,
akkor nem (igazabdl ekkor leképzésiink nem raképzés). Ha valamely b-hez t6bb a
létezik (azaz nem lehet biztos melyik elem volt a példa kiindulé pontja), akkor sem
parbaallité leképezésiink (valéjaban ekkor leképzésiink nem 1-1). A fenti , mese”
minden ¢ leképzéshez egy ,,fejtorot” definial. A fejtoro, akkor és csak akkor oldhaté
meg egyértelmuen (akkor jél definiélt), ha leképzésiink bijektiv.

*

Matematikai nyelvezettel a ¢ : A — B leképezés akkor allitja parba az A és B
halmaz elemeit, ha egy-egyértelmii és raképezés. Mi torténik, ha csak azt tudjuk,
hogy leképzésiink egy-egyértelmii (rdképezést nem tudjuk). Az aldbbi képen két
fajta Kinder jatékokat raktunk egymas mellé.
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5. abra.

A z0ld teknosok mellé mindig keriilt egy mékus. A zold teknésok T halmazabdl
van egy ,parja’ leképezés a mokusok M halmazaba. Ez nem rédképzés. Az utolséd
két mokus nem lesz kép a leképzésnél. Egyik tekndsnek sem lesznek a parjuk. A
leképézés egy-egyértelmii/injektiv, de NEM raképzés/sziirjektiv. Ebbol kovetkeztet-
hetiink arra, hogy a teknésok kevesebben vannak (azaz a mdékusok vannak tébben).

A kovetkezo tételt mondhatjuk ki:

2. Tétel. Legyenek A és B véges halmazok. Ha p : A — B leképézés eqy-eqyértelmdl,
de NEM rdképezés, akkor |A| < |B].

A figyelmes olvasd észrevehet egy eddigeikhez képest 1j fogalmat. Tételtink
egyik feltétele, hogy halmazaink végesek. Mi is ez? Miért is van sziikségiink erre a
feltételre?

*

Az elso alapelvbarmilyen két halmazra teljestil. Igazabol végtelenekre az alap-
elv definidlja mikor is mondjuk, hogy a két halmaz elemszama/mérete/szdmossaga
ugyanaz. A pozitiv egészek és a negativ egészek ugyanannyian vannak: Az , el6jel
valtas” parokba allitja 6ket (azaz egy bijekcié a két halmaz kozott). Akar sétélni
is elkiildhetjiik 6ket mint egy kordbbi képen szereplé évodasokat. Az elsé alapelv
alapjan a pozitiv és negativ egész szamok ,,ugyanannyian vannak”.

Ennek ellenére a negativ egészékhez lehet egy-egyértelmii médon parokat rendel-
ni a pozitiv egészek koziil gy is, hogy maradjon parnélkiili pozitiv egész. Példaul
ha x parja —z+1, akkor a negativ szamok egyikének sem lesz parja az 1. Ha pedig a
negativ egész, x parjanak —2x-et nevezziik ki, akkor minden paratlan pozitiv egész
olyan lesz, mint a kordbbi képiinkon az utolsé két mokus. Egy végtelen halmazhoz
még egy elemet hozza adva, vagy akar mindegyik eleme mellé egy 1j elemet rakva ez
nem valtoztatja meg ,nagysagat”. Ennek ellenére vannak , kiilonboz6” végtelenek.
Egy végtelen halmazt is lehet nagyobbitani. Ez azonban a Halmazelmélet nevii
matematikai tertiilet témakore. Kombinatorikdban mi mindig véges halmazokkal
dolgozunk.

Akkor jo lenne tisztdzni, hogy mik a véges halmazok? Néhany példa véges hal-
mazra:

0,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,5,6}, . ..

A fenti példank nyilvéan végtelen, minden n természetes szamra {1 e N:1 <1i <n}
a fenti sorozat egy eleme. FErre a halmazra van is egy jelolés: [n|. Azaz [n] =
{1,2,...,n} ([0] =0, [1] = {1}). Ezeket standard véges halmazoknak nevezziik.

Definicié. Egy H halmaz véges, ha elemei parba allithatok egy standard véges
halmaz elemeivel.
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Ha H elemei és [n] = {1,2,...,n} elemeit parba allitjuk, akkor azt mondjuk,
hogy H egy n elemli halmaz. Azt is mondhatjuk, hogy egy H halmaz véges, ha
elemeit meg tudjuk szamolni, amely szamolds végeredménye egy természetes szam.

A bal keziinkon véges sok ujj van. Meg is szamolhatjuk éket: egy, ketto, harom,
négy, 6t. Mit csindltunk? Pérbadllitottuk az ujjainkat és az [5] = {1,2,3,4,5}
halmazt. Azaz bijekciot 1étesitettiink ujjaink és egy standard véges halmaz kozott.
[smét egy 6vodas tanulmanyt formalizaltunk a matematika nyelvén.

17

Hény erdei gyiimolesot latunk az aldabbi képen?

6. abra.

A gyiimolesok fajtaja nyilvan egy rendezé elv. Szamoljuk meg az afonyat: 5
darab. Ribizli: 4 darab, fekete ribizli: 3 darab. Osszesen 5+ 4 + 3 erdei gyiiméles
van a képen.

A megszdmolandé objektumokat csoportositottuk (minden objektum pontosan
egy csoporthoz tartozott), majd a csoportok elemszamait kiilon megallapitottuk. A
részeredmények Osszege a végso valasz.

Ha egy halmaz elemszamat szeretnénk megszdmolni, amely tobb kozos elem
nélkiili részhalmazra van bontva, akkor a fentiek alapjan gondolkodhatunk.

Az 1j alapelv kimonddsa el6tt vezessiink be egy fogalmat. Két halmazra azt
mondjuk, hogy diszjunkt, ha nincs kozos elemiik. Ha tobb halmazunk van tgy,
hogy mindegyik elemiik csak egyetlen egyhez tartozik hozzd, azaz barmelyik ketto
diszjunkt, akkor azt mondjuk, hogy halmazaink paronként diszjunktak.

Péaronként diszjunkt halmazok unidjanak elemszama

a halmazok elemszaméanak Osszege.

Formulédval:
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Ha az Aq, A, ..., Ay paronként diszjunktak, akkor
[AT U Ay UL U AL = |A| + | As] ..o+ | Akl

Talén jo ha kiemeljiik az egyszerii esetet, amikor 0sszeszamolandé elemeinket két
(A és B) kozos elem nélkiili halmazba osztjuk:

|AU B| =|A| + |B|.

Ha belegondolunk ez az alapelv az ami alapjan az 0sszeadés fogalmat bevezették
és gyakoroltattdk (még az voddban).

117

Nagyinak egy mutffin siitoje van amibe harom sorban, minden sorban négy helyre
lehet tenni a muffin tésztajat. Nagyi persze minden helyet megtolt. Eppen most
vette ki a siit6bol a friss muffinokat.

Hényat is? Az elsé sorban négy, a masodikban is, a harmadikban is. Osszesen
444+4=3-4=12.

Mindjart meg is ettem egyet. Melyiket? A mésodik sor harmadik darabjat. (Ab-
ban lattam a legtobb mélnat.) A 12 muffin mindegyike azonosithaté igy: melyik sor,
melyik helye. A sor harom lehetdség kozil kertil ki. Az ezen beliili hely négyféle le-
het. Mindegyik sorra mindegyik hely egy-egy muffint ir le. Kiilonbozé valasztas
(akdr kozos sor, de azon beliil kiillonb6zé hely, akdr azonos hely, de kiilonb6z6
sorokban) kiilonb6z6 muffinhoz vezet. A sor leirdsa nem mondja meg, hogy az
osszeszamoland6 muffinok melyikérol van sz6. Hasonldéan, ha csak a helyet irjuk
le, nem tudjuk melyik muffinrél is beszéliink. Ezek csak egy ,, komponensek” az
osszeszamoland6 objektumok leirasaban.

*

Kis fiam meglatta az aldbbi képet az interneten. 0 is ki szerette volna rakni ezt.
Hany lego darab fekhasznaldsaval tehette ezt meg?

6 sor mindegyikében 4 pozici6. A (sor, pozicid) parokra a lehetéségek szama,
ami a latott lego darabok szdama 6 - 4 = 24.
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Olga egyetemre jar. A kombinatorika eléadéas olyan teremben van, ahol a hall-
gatok székei négy sorban vannak, mindegyikben tiz székkel.

— MR-

Hany hallgaté szamara van iiléhely a teremben? A vélasz nyilvanvalo: 4-10 = 40.

*

Olga kollégiumi szobajanak abldkabdl kinézve az alabbi képet latja:
Hény ablakot 1467 A hdz 6t szintes és mindegyiken nyolc ablak van (egy kicsi és
hét nagy). Osszesen 5 -8 = 40 ablakot 1lat Olga, ha kinéz az ablakan.

*

Héany mez6 van a sakktablan?

A mez6k 8 sorba és 8 oszlopba vannak rendezve. A mez6k pontosan azo-
nosithaték, ha megadjuk melyik sorban és melyik oszlopban van a leirand6 mezonk.

A szokas, hogy az oszlopok balrdl jobbra haladva a, b, c,d, e, f, g, h ,neveket”, a
sorok alulrdl haladva 1,2,3,4,5,6,7,8 ,neveket” kapnak:
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12. 4bra.

Egy mezo6 példaul az al: az els6é mezo a legalsé sorban. Vagy e3: az 6todik mez6
az alilrol szamitott harmadik sorban.

A mezOk ugyanannyian vannak mint a betii-szam parok, ahol a betii az angol
abécé elso nyolc betiije kotil kertil ki és a szam a pozitiv egészek elsé nyolc elemének
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egyike.

A matematikusok erre egy kiilon jelolést vezettek be. Az ilyen parok a kétféle
lehet6séget adohalmazok Descartes-szorzata, vagy egyszertien (halmazelméleti) szor-
zata. A fenti , koordindta-rendszer” parjaiaz {a,b,c,d, e, f,g,h}x{1,2,3,4,5,6,7,8}
halmazt alkotjék. Ahogy a sik geometria koordinata parjainak halmazéara a jelolés
R x R, roviden R2.

Definicié. A és B halmazok Descartes-szorzata A X B pontosan az (a,b) parokat
tartalmazza, ahola a € A és b € B tetszOleges elemek.

A két tényezds szorzat konnyen kiterjeszthetd, harom, négy sot tetszoleges véges
tényezOs szorzat esetében. Példaul harom tényezos Descartes-szorzat harmasokat,
harom hosszu koordinatasorokat tartalmaz, ahol a megfelel6 koordinatéak a megfelelo
halmazbdl jonnek.

Definicié. Az Ay, A,, ..., A, halmazok A; x Ay x ... x A, Descartes-szorzata
(a1, as,...,a;) elem k-asokat tartalmaz, ahol az i-edik elem/koordinata/komponens
az i-edik halmazbdl keriil ki, azaz a; € A; minden i € {1,2,..., k} indexre.

*

Koltozik a csaldd. Simon dobozokba rakta a holmijat. Az 4j helyén a szobédjaba
raktak dobozait. Amikor belépett a kovetkezot latta:

13. abra.

Hény doboza volt? Nyilvan a dobozok/a megszdmolandé objektumok azonositdséara
harom koordinéta kell (szélesség, mélység, magassdg). Mindegyik egymastdl fiigget-
lentil harom értéket vehet fel. A valasz 3-3-3 = 27.

Ezekutan az alapelviinknek mar vildgosnak kell lennie:

Halmazok szorzatanak elemszama

a tényezo-halmazok elemszamainak szorzata.

Formuléval:

Az Ay, As, ..., A, halmazok esetén
‘A1XA2XXA]€‘:|A1||A2||A]€|
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Taldn j6 ha kiemeljiik az egyszerii esetet, amikor két (A és B) tényezénk van:
|Ax Bl = [A]-|B].

Ha belegondolunk ez az alapelv az ami alapjan a szorzéds fogalmat bevezették és
gyakoroltattak (még az dvodaban).

2. Alkalmazasok

(A) Egy n elemii halmaz részhalmazainak szama

Hany részhalmaza van egy n elem@i halmaznak? Ha egy kicsit elgondolkozunk a
kérdésen, akkor rajoviink, hogy néhany dolgot tisztanunk kell, ha teljesen vilagosan
szeretnénk latni a kérdést. A feladat egy H halmaz részhalmazair6l beszél. De
melyikrol? Nincs pontositva, vagyis egyszerre mindegyikrol.

Nézziik meg kérdésiink egy specidlis esetét. Hany részhalmaza van egy négy
elemi halmaznak? Ez az egyszerii kérdés nem &llit komoly feladat elé. Vessziik a
»kedvenc” négy elemii halmazunkat, mondjuk a {1,2, 3,4} halmazt. Ennek részhal-
mazai:

{0, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1,3}, {1,4}, {2, 3}, {2,4}, {3,4},
{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4},{1,2,3,4} }.

A részhalmazok felsoroldsanal volt egy rendez6 elviink. ElOszor az tires halmazt
(az egyetlen 0 elemszam részhalmazt) irtuk le, majd az egy elemii részhalmazokat,
amelyeket a két elemiiek, majd a harom és végiil a négy elemtiek kovettek. Az azonos
elemszamu részhalmazok koziil a 1-et tartalmazokkal kezdtiink, ezek sorrendejét a
a masodik legkisebb (ha azok is megegyeztek akkor a haramadik legkisebb) elemek
hataroztak meg: amelyik részhalmaznal kisebb volt értéke az keriilt elébbre. Ez a
rendezo elv nemcsak munkéank megszervezésében volt segitségiinkre. Ez adott alapot
arra, hogy meggy6zodéssel allithassuk listank teljes és minden részhalmazt egyszer
sorol fel. Tehat a kérdésre a vélasz az {1,2,3,4} halmaznak tizenhat részhalmaza
van.

Vehettiik volna az {a, b, ¢, d} halmazt. Ebben az esetben a részhalmazok listdja

{0.{a}, {6}, {c}, {d}. {a, b}, {a. ¢}, {a,d}, {b, c}, {b,d}, {c. d},
{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d}, {b,c,d},{a,b,c, d}}

lett volna. Ismét tizenhat részhalmazhoz jutottunk. Vehettiik volna az els6é négy
primszam halmazat vagy sok mas négy elemii halmazt. Mindig ugyanazt az eredményt
kaptuk volna? Jol van kitiizve kezdd kérdéstink?

Természetesen igen. Osztoniink azt sugalja, hogy valaszunk n fiiggvényvében (a
vélasztott halmaz elemszama) megadhaté. Ez azt jelenti, hogy barhogy vesziink két
n elemd halmazt (két parbadllithaté halmazt) — mondjuk H-t és H'-t —, akkor
részhalmazaik szama ugyanaz lesz. Azaz részhalmazaik is parbadllithatok.

Azaz az els§ alapelv alapjan ha H ~ H', akkor P(H) ~ P(H')

Hogyan tudunk azonban egy kétkedot meggy6zni?

Alapelvek-11



A tovabbiakban legyen két azonos elemszamu halmaz H és H'. Legyen 1) egy
parbadllité leképezés, amely , bizonyitja” ezt. Igaz-e, hogy H és H' részhalmazai
ugyanannyian vannak, azaz parbadllité leképzést definidlhatunk H részhalmazai és
H' részhalmazai kozott?

Ezekutan mar egyszert dolgunk van. H egy H' részhalmaza minden elemének
van egy parja. Ezek a parok H’' egy részhalmazat adjék. Ezen parok halmazat
rendeljitk hozza R-hez. Formalisan legyen ¢(R) = {¢(r) : » € R}. Beldtjuk, hogy
az igy leirt ¢ leképézés parbaallitd leképezés.

Ehhez a kovetkezo tipusu rejtvény egyértelmii megoldhatésagat kell igazolnunk:
Adott H' egy tetszéleges R’ részhalmaza. Keressiik meg azt az R részhalmazat
H-nak, amelyhez a fenti médon rendelt par R’. A rejvény megoldédsa természetes,
egyszerl; a hallgatora bizzuk.

A hosszu kitéré utan lassuk a kérdés megvalaszoldsat. Tobb kozépiskolaban a
kovetkez6 (vagy ehhez nagyon hasonld) az indoklas: R kivalasztdsdahoz H mindegyik
elemérol el kell dontentink, hogy R-be benne van-e vagy nincs. Ez n darab két
kimenetelii dontés. Ezek a dontesek fliggetlenek, igy meghozataluk (R kivalasztésa)
2....-2=2"féle médon leghetséges.

Ezt az Otletet irjuk le , egyetemi nyelven”. Legyen R a H = {hy, ha, ..., h,} n-
elemii halmaz egy részhalmaza. Kédoljuk R-et a kévetkezé médon: (by, b, ..., by,),
ahol b; azt az informéciot irja, le, hogy h; benne van-e R-ben. Ha igen, akkor
legyen b; = 1. Mas esetben (h; nincs R-ben) legyen b; = 0. Ismét egy jelolés:
Sokszor taldkozunk a kovetkezo helyzettel. b értéke tobbféle lehet £y, /0s, ..., 0.
Hogy a lehetséges értékék koziil melyik lesz az bizonyos feltételektdl fiigg (F; annak
a feltétele b értéke ¢; legyen). Ennek tomor jelolése

fl ha fl
EQ ha fg
Ek ha fk

Esetiinkben
. 1 ha hz €eR

‘ {o kiilénben .

Az igy kialakuld (by, b, ..., b,) kéd — amit a tovabbiakban k(R)-rel jelolink —
{0,1} x{0,1} x...x{0, 1} egy eleme. A szorzatban a tényezé-halmazok H elemeivel
vannak azonositva, azaz n darab van bel6lik. A fenti szorzathalmazra {0,1}" a
szokdsos jelolés. Ebbdl a halmazbdl keriilnek ki a kédok. Azaz  : P(H) — {0, 1}™.

Példa. Legyen H = {a,b,c,d}. A kdéd egyes komponensei az dbécé-sorrendet kvet-
ve kédoljak az egyes elemek viszonyat a részhalmazhoz. Azaz

(i)
(i)
(iif)

)

(iv
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(v) Ha adott {0,1}" egy tetszéleges eleme, mondjuk (1,0, 1,0), akkor pontosan
egy részhalmaz kodja lesz, esetiinkben {a, c}-é.

A példa utan természetes, hogy k egy parbaallitéd leképzés. Az elsé alapelv
alapjan egy n elemi halmaz részhalmazainak szama (|P(H)|) megegyezik {0,1}"
elemszdmaval, ami a harmadik alapelv alapjan |{0, 1}|" = 2"

(A) Egy n elemii halmaz péros elemszamu részhalmazainak szama

Héany paros elemszamu ‘részhalmaza van egy nem-tires H = {hq, hs, ..., h,} n-
elemtu halmaznak?

Egy megszdmolandd objektum (egy paros elemszamu részhalmaz) leirdsahoz
ismét azt kell tisztaznunk, hogy H elemei hogy viszonyulnak R-hez. Ez n darab
két kimeneteltit dontés. De nem fiiggetlenek! Az els6é n — 1 dontést fliggetleniil meg-
hozhatjuk, de H utols6 eleme az eddig kivalasztott elemek szamdaank paritasat vagy
meghagyja (ha az utolsé elem nem keriil be a részhalmazba) vagy megvaltoztatja
(ha az utolsénak maradt elem R-be keriil). Tudva, hogy paros sok elemet kel
kivalasztanunk az utolsé dontés mar determindlt lesz.

A formélis bizonyitds: Jeloljiik Pparos(H )-val H paros elemszamu részhalamzait.
Egy R € Ppaos(H) részhalmaz ro(R) kédja legyen (by,ba, ..., b,—1), ahol b; a h;
elemhez tartozo, fenti médon defnidlt bit. Azaz kg : Pparos(H) — {0,131

Belatjuk, hogy ez bijekcio. Ehhez igazolnunk kell. hogy a kg-hoz tartozo fejtoro
megoldhaté. A fejtorore egy példa: Legyen 0010011101 egy kdd (a zarojelek, vesszék
elhagyhatdk, a kdéd tovabbra is egyértelmiien olvashaté). A H alaphalmaz le-
gyen [11] = {1,2,3,...,10,11}, az i-edik bit az i szdm viszonyét irja le a kédolt
részhalmazhoz. Mi a megfelel6 részhalmaz?

Ahogy elébb természetes, hogy [10]-b6l a részhalmazunk pontosan a 3,6,7,8, 10
elemeket tartalmazza. A kérdés 11 viszonya a keresett halmazhoz. Tudva, hogy
halmazunk paros sok elemet tartalmaz kikovetkeztethetjiik, hogy 11-nek benne kell
lenni, azaz R = {3,6,7,8,19,11}.

A példat tisztan atlato hallgato le tudja irni kg inverzét és ellendrizheti a szitkséges
tulajdonsagokat, amelyek igazoljak, hogy kg bijekcié. Ezek utan a kiinduld kérdésre
a valasz 2771,

3. Egy kis jelolés-technika

Az utolsé két alapelviinket egy kicsit tomorebb formaban is felirhatjuk. Ehhez egy
,»jelolés technikai megallapodéasra” van sziikségiink.

A maésodik alapelvben paronként diszjunkt halmazok unidja szerepelt. A halma-
zokat A-val jeloltiik és ahol indexet hasznaltunk a kiilonb6z6 halmazok megkiilonboztetésére.
Az unié altalanos tagja A;, ahol az i értékei az 1,2,...,k sorozaton ,futnak at”.
Szerepelt egy Osszeg is, amely dltaldnos tagja az |A;| elemszam, ahol az i értékei az
1,2,..., k sorozaton ,futnak &t”. A kozépiskolai A; U Ay U ... U Ag/ |A1] + |As| +
...+ | Ag] jelolésbol ki kell taldlni a sémat, az altalanos tagot és az indexek futdsat.
Erre a kovetkezo jelolést talaltak ki a matematikusok:

k k
i=1 i=1

i€{1,2,...k} iEN:1<i<k i€{1,2,...k} iEN:1<i<k
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A kozépiskolai tipusi Ay X Ag x ... x Ag/ |A1] - |Az| - ... |Ag| jelolésekre is van
tomorebb forma:

k

k
1

i€{1,2,...k} ieN:1<i<k i= i€{1,2,....k} ieN:1<i<k i=1

Y az 6sszeg/szumma gorog nevének kezdobetiije. II a szorzat/produktum gorog
nevének kezddbetiije.

Szokatlan? Aki eloszor latja, annak majdnem biztos az. Haszndlni kell, , olvasni”
az 1j fajta képleteket. Eloszor lassan majd, majd megszokjuk. A matematikusok is
emberek, nem is butak. A jol bevalt formalizmus lesz csak altalanosan elfogadott.
Ezek hasznalata sok elonnyel jar.
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