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1. Alapfogalmak

Definicié. Legyen G egy graf, F(G) a G élhalmaza, V(G) grafunk csiucshalmaza.
Legyen F' C E(G). Ekkor V(F) = {z € V : x illeszkedik egy F-beli élre}.

V(F) egy v elemérdl azt mondjuk, hogy F' lefedi a v csicsot.

Egy élnek két végpontja van (esetleg egybeis eshetnek) igy minden F' élhalmaz
esetén |V (F)| < 2|F).
Definicié. M parositas, ha |V(M)| = 2|M| vagyis M nem-hurok élek végpont-

diszjunkt halmaza.

Egy M parositas altal lefedett v cstcsrol azt mondjuk, hogy pdrositott. Legyen
(M) =V(G)—V (M) az M altal nem péarositott/M-parositatlan csicsok halmaza.

V(M)] = [V(G)| = [V(M)] = [V(G)] = 2|M|
Definicié. Ha az M parositas és V(M) = V(G), akkor teljes pdrositdsrdl beszéliink.

Természetesen csak paros pontszamu grafoknal lehetséges, hogy létezzen teljes
parositas.

Példa. Egy graf egy élhalmazzal (sargaval kiemelt élek), ami nem pérositas (pirossal
jelzett a cstucs, ahol két eleme Gsszefut). Majd egy parositas, ami nem teljes parosités
(sargaval jeleztiik a péarositott csticsokat). Végiil egy teljes parositas.

Definicié. v(G) a G-beli parositasok kozott a legnagyobb méret.

Ekkor 2v(G) a legtobb csucs, amit parositani tudunk. |[V(G)| — 2v(G) a legke-
vesebb cstics, ami kimarad egy pérositasbol.

A fenti fogalmak természetes moédon vezetnek a kovetkezs algoritmikus problé-
makhoz:
Parositasi problémak: Adott egy G graf.

(1) Keressiink egy M maximalis elemszamu /optiméalis parositést.
(2) Hatarozzuk meg v(G) értékeét.

(3) Déntsiik el, van-e G-ben teljes parosités.

(4)

4) Keresslink minél nagyobb elemszami parositast.



2. Moho algoritmus ,,nagy” parositas keresésére

A (4) problémat vizsgaljuk. Egy M parositas kiszamitasat elemi dontésekre bont-
juk: minden élre el kell dontentink, hogy bevalasztjuk-e a parositasba vagy nem. Az
algoritmus moh¢ jelzGje onnan ered, hogy nem vonjuk vissza soha a korabbi donté-
siinket, vagyis ha egy élt egyszer bevalasztottunk a parositasba, mar nem vessziik ki
kés6bb. Azzal, hogy korabbi dontésiinket nem birdljuk feliil egy nagyon hatékony,
egyszert eljarast kapunk. Sajnos nincs garancia, hogy az output optimalis.

Moho parositasi algoritmus:

(Inicializalas) M :=10)

// Egy M parositast noveliink, ami kezdetben iires.
Rendezziik sorba az éleket: m:ej,es,...,e, (m=|E(G)]).
1=1,2,3,...,m esetén

Ha M U{e;} parositas, akkor

[(Mohé noévelés/bdvités) M «— M U{e}].

Ha M U{e;} NEM parositéas, akkor , M/ marad’.

// Ebben az esetben azt mondjuk e;-t elvetettiik/eldobtuk.
(Ciklusbdél vald kilépés) Az aktuadlis parositas az output.
// Ekkor minden M-en kiviili élt vizsgadlatakor elvetettiink,
// azaz Osszefut valamelyik M-beli éllel.

Megjegyezzik, hogy a moho6sag miatt nincs ciklizélasi veszély, az algoritmus
sziikségszertien leall.

Jel6lés. Legyen v,(G) a moho algoritmus altal kivalasztott élek szama, ha a w
élsorrenddel dolgozik.

Elakadas esetén tudjuk, hogy parositasunk egy specidlis moédon, a mohé moédon
nem javithat6. Ez nem jelenti azt, hogy ettdl eltér6 moédon nem tudunk nagyobb
parositashoz jutni.

Példa. Grafunknak négy ugyanannyi csicsot (legyen ez n, az abran n = 4) tartal-
mazo6 ,,emelete” van. Két szomszédos emelet kézott minden élt behuztunk, tovabbi
élek nincsenek. A sarga élek egy teljes parositast alkotnak a két kozépsé szint ko-
zott. Ha a moho algoritmus ezeket valasztja ki el6szor, akkor elakad: n élt tartalmaz
outputja. A zold élek egy teljes parositéast alkotnak (2n darab él).

Megemlitiink egy, a fenti algoritmussal kapcsolatos alaptételt. Ez azt garantalja,
hogy a nagyon egyszerd algoritmus outputja nem olyan rossz.



1. Tétel. Tetszdleges m élsorrendre

v(G)

< 1,(G) < (@),

Bizonyitas. A masodik egyenlStlenség nyilvanvalé abbol, hogy a mohé algoritmus
egy parositast szamol Kki.

Az els6 egyenlGtlenség igazolasa: Legyen M, a moho algoritmus outputja, C' =
V(M) a moho algoritmus otputja altal parositott pontok halmaza.

Definicié. Egy L C V(G) cstcshalmaz lefogdé ponthalmaz, ha minden e = zy €
E(QG) élre {z,y} N L # 0.

Megjegyzés. A kovetkezs ,,mese” a lefogd ponthalmaz fogalmat vilagitja meg: Gon-
doljunk G-re mint egy muzeum alaprajzara. Az élek a folyosok, a csiicsok a folyosok
taldkozasai, ahova 6roket iiltethetiink. Egy cstcsba iiltetett 6r az ott 6sszefuto éleket
ellenérzi. Egy L csticshalmaz akkor és csak akkor lefogd ponthalmaz, ha odahelyezve
6roket az Osszes folyosot ellendrizziik.

A lefogd ponthalmazok szoros kapcsolatban allnak péarositasokkal.

Eszrevétel. Legyen M egy parositéas és L egy lefogd ponthalmaz. Ekkor
[M| < |L].

Valoban, ha M k elemt, akkor mind a k élére legalabb az egyik végpontja L-beli.
Ezek a végpontok M kiilénbozs éleire kiilonbozd csicsok, hiszen M parositas. Igy
L méar M lefogasahoz legalabb k csticsot igényel.

Az alapészrevétel egy kihasznélasa a kovetkez§ egyenlStlenség

v(G) = max{|M|: M parositas} < min{|L|: L lefogoé ponthalmaz} := 7(G).

Megjegyezziik, hogy a fenti egyenl6tlenség bizonyos grafokra nem éles (valodi
egyenl6tlenség). Példaul C, az 6t hossza kor esetén v(Cs) = 2 < 3 = 7(Cs). Az
Osszes paratlan hosszu kor hasonlo példaként szogalhat.

Visszatérve a mohd algoritmushoz azt kell észrevenniink, hogy C' az algoritmus
altal parositott pontok halmaza nyilvan lefogo, tovabba |C| = 2v,(G). Tudjuk,
hogy C' mérete minden pérositas méretét feliilr6l becsli, specialisan v(G) < |C| =

2u.(G). [

3. Parositasok paros grafokban

Emlékeztets. Egy G grafot paros grafnak neveziink A, F' szinosztalyokkal, ha V(G) =
AUF és minden élének egyik végpontja A-beli, masik F-beli. A péros grafsag a
2-szinezhetGségnek egy masik megfogalmazasa. Meélyebb jellemzés (és egyben ma-
gyarazatot ad az elnevezésre), hogy G akkor és csak akkor paros, ha minden kore
péaros hosszu.

A paros grafok vizsgalataban el&szor csak alapfogalmakat definidlunk és eredmé-
nyeket ismertetiink. A bizonyitani ezek utan fogunk.



Emlékeztets. Egy L lefogd és M parositas esetén M| < |L|, igy v(G) < 7(G).
Lehetséges, hogy az egyenl6tlenség szigor.

2. Tétel (Kénig Dénes tétele). Ha G pdros, akkor

Definicié. Legyen M egy péarositas. Ekkor legyen
54(M) = 4] — | M|,
azaz a parositatlan als6 pontok szama.
Definicié. Legyen K C A egy tetsz6leges halmaz. Legyen
R(K) = | K] — IN(K)].
ahol N(K) a K-beli csiucsok szomszédainak halmaza. Azaz
N(K) = {x: valamely k € K csucsra k és x szomszédos},
igy specialisan N(K) C F.
A fenti elsére idegen jelolést az alabbi észrevétel magyarazza meg.

Eszrevétel. Legyen M egy tetszoleges parositas egy paros grafban, mig K also
csucsok egy tetsz6leges halmaza. Ekkor

K(K) < 54(M).

Valéban M a K-beli csticsokat csak N (K )-bol parosithatja. Igy legfeljebb | N (K)|
darab K-beli cstcs lehet parositva. Azaz legalabb |K|— |N(K)| darab K-beli cstcs
marad parositatlan. Ebbdl az észrevétel adodik.

Az észrevételbdl tobb dolog is kiolvashato.

Az els6 olvasatunkhoz ugy jutunk, hogy az észrevételt a legnagyobb parositasra és
arra a K-ra alkalmazzuk, amely elemszam tébblete a legnagyobb a szomszédsagahoz
képest.

max{rx(K) : K C A} <min{ds(M) : M pérositas}.

Egybdl megemlitjiik hogy egyszert becslésiink igazabol egyenldség. (Ez méar nem
annyira egyszert.)

3. Tétel (Kénig—OQOre-formula). Ha G pdros, akkor
max{r(K): K C A} = min{ds(M) : M pdrositds}.

Az észrevételbdl szintén kiolvashatd, hogy ha grafunkban van olyan K C A, hogy
k(K) > 0, akkor nem lehet olyan parositas, amely az Gsszes also pontot lefedi.

Definicié. Egy G paros gratban K C A Kénig-akadaly, ha x(K) > 0, azaz az als6
pontok K halmazanak szomszédsaga kevesebb elemszami, mint K maga.

Azaz Kénig-akadaly léte megakadalyozza az A-t lefedd parosités létezését. Ez az
egyszeri észrevétel ismét megfordithato.



4. Tétel (Kénig-Hall-tétel). Legyen G pdros grdf. G-ben akkor és csak akkor van
A-t lefedd pdrositds, ha nem tartalmaz Koénig-akaddlyt.

A tétel egyszertien kévetkezik a Kénig—Ore-formulabol. Vegyiik észre, hogy az
A-t lefedd parositas léte megfogalmazhatd, mint min{da(M) : M parositas} < 0.
Tovabba Kénig-akadély hidnya megfogalmazhato, mint max{x(K): K C A} <0.

5. Tétel (Kénig-Frobenius-tétel). Legyen G pdros grdf. G-ben akkor és csak akkor
van teljes pdrositds, ha |A| = |F| és nem tartalmaz Kdnig-akaddlyt.

A teljes parositas létére vonatkozo feltételek sziikségessége (minden nehéz tétel
nélkil) nyilvanvaloak. A feltételek elégsége adodik a Konig—Hall-tételbsl. Ez ga-
rantalja, hogy legyen A-t lefeds péarositas G-ben. Ez |A| sok F-beli pontot is lefed.
Az els6 feltétel miatt ez minden F-beli pontot lefed, igy teljes parositas.

A fent emlitett szerzék egyméstol fiiggetelniil dolgoztak. Frobenius és Hall mun-
kasaga megel6zi Kénig Dénes munkéssiagat. Azonban Koénig Dénes volt az elsd, aki
a grafelmélet nyelvén mondta ki a tételeket. Megemlitjiik, hogy mi volt Hall eredeti
tétele. Ehhez azonban néhany fogalmat kell bevezetniink.

Definicié. Legyen Hy, Hs, ..., H,, egy U alaphalmaz részhalmazainak rendszere.
Ennek xq, xs, ..., z, kilonboz6 reprezentans rendszere, ha

a) x;-k kiilénbozok,
b) z; € H; minden i-re.

[smét egy ,,mese” vilagitja meg a fogalmat. Legyen U egy varos lakosainak hal-
maza. Legyen Hy, H,, ..., H,, a varos klubjainak tagsaghalmazai. Az énkorményzat
megkoveteli minden klubtol, hogy egy titkirt nevezzen meg, aki a klubot képviseli.
Hogy ne legyen osszeférhetetlenség egy lakos nem képviselhet tobb klubot is. Egy
kiilonb6z6 reprezentans rendszer éppen egy lehetséges titkar kinevezés.

Definicié. Legyen Hy, Ho, ..., H,, egy U alaphalmaz részhalmazainak rendszere. R
legyen egy részrendszer. Ezt Hall-akadalynak nevezziik, ha a kivéilasztott részhal-
mazok uni6ja kevesebb elemet tartalmaz mint ahany halmazt kivettiink.

6. Tétel (Hall-tétel). Hy, Hy, ..., H,, egy U alaphalmaz részhalmazainak rendszere.
Akkor és csak akor létezik kiilonbozd reprezentdnsok rendszere, ha nincs Hall-akaddly.

Bizonyitas. 'H : Hy, H, ..., H,, halmazok rendszerét abrazolhatjuk egy Gy paros
graffal. Az alsé pontok halmaza a halamzrendszeriink halmazai. A felsé pontok U
elemei. Egy x € U és H; fels6-also6 csticspar akkor és csak akkor 0sszekotott, ha x €
H;. Ekkor egy kiilonboz6 reprezentansok rendszere éppen egy alsé pontokat lefedd
péarositas Gy-ban. Halmazaink egy részhalmaza (azaz alsé pontok egy részhalmaza)
pontosan akkor egy Hall-akadaly, ha grafelméleti értelemben Kénig-akadaly G-
ban. Igy a Hall-tétel a Kénig—Hall-tétel egy atirasa. Illetve a Konig—Hall-tétel a
Hall-tétel grafelméleti megfogalmazasa. [ |

Végiil lassuk a bizonyitasokat.

El6szor igazoljuk, hogy a Kénig—Ore-formula adodik Kénig tételébsl: Tudjuk,
hogy paros grafok 7 és v paramétere egyenls (feltessziikk Konig tételét). Ekkor
vegyiink egy M optimalis parositast és egy L optimalis lefogd halmazt. A két halmaz



ugyanakkora és L lefogja M éleit. Ez csak ugy lehet, ha L-et az M-beli élek egy-egy
végpontja adja Ossze.

Legyen A — L azon als6 pontok halmaza, amelyek nem esnek L-be. Vizsgéljuk
meg N(A — L)-et. Egyrészt L N F ide tartozik, hiszen ez a halmaz elemei M-en
keresztiill A — L-beli elemekkel szomszédos. Masrészt N(A — L)-nek L N F-en kiviili
eleme nem lehet, mert ha lenne egy e él, amely ilyen szomszédot jelentene, akkor e
also végpontja A — L-ben, fels6 végpontja F'— L-ben lenne, azaz nem lenne lefogva.
Osszefoglalva N(A— L) = LN F.

Igy

#(A=L) = |[A=L|=|FNL| = |[A[=|ANL| = |FNL| = |A[ = |L| = [A[ = |M] = 64(M).

Ez az egyenlGség igazolja a Kénig—Ore-tétel nem-trivialis iranyat.

Koénig-tétel bizonyitasa: Legyen 7(G) = k. G-bdl éleket hagyunk el egészen
addig, amig megtehetjiik ugy, hogy kozben a 7 paraméter értéke ne valtozzon (k
maradjon). Igy egy Gy grathoz jutunk. Errdl a kovetkezd tulajdonsagokat allithat-
juk.

a) 7(Go) = k.

b) Minden zy € E(Gy) esetén Gy — xy graf 7 paramétere nem k. Pontosabban
7(Go — xy) < k, hiszen él elhagyséassal 7 nem novekedhet. Még pontosabban
7(Go — xy) = k — 1, hiszen egy él elhagyéasaval legfeljebb egyet csokkenhet 7
értéke.

c) Gy természtesen paros graf (ugyanazokkal az A es F' szinosztalyokkal, amivel
G rendelkezett).

d) Gy élei egy pérositast alkotnak. Pontosabb Gg-nak k darab fiiggetlen (nem
hurok, nem 6sszefuto) éle van.

A bizonyitas lényege a d) tulajdonsag. Eljarasunk a 7 = k tulajdonsagra nézve
egy minimalis részgrafot jelolt ki. d) err6l mond nagyon erds strukturalis allitast.
Ebbdl a tétel mar konnyen adodik:

7(G) = 17(Gy) = v(Gy) < v(G) < 7(G).

Csak d) igazolasa van hatra. Indirekten indoklunk. Gy péaros, igy nincs benne
hurokél. A parositas mivolt csak gy sériilhet meg, ha a € A és f, f/ € F harom
kiilonbo6z6 cstucsra af,af’ € E (A és F szerepe eddig szimmetrikus volt). Tudjuk,
hogy 7(Go —af) = 7(Go—af') = k—1. Legyen LgF ¢s L 7 egy-egy optimalis (k —1
elemt) lefogd halmaz a két grafban. Ezek persze nem lehetnek lefogd halmazok Go-
ban (tdl kicsik). Azaz L7 nem foghatja le az af élt (a, f & L7), Lz nem foghatja
le az af’ élt (a, f" & Lg). Masrészt Lyp-nak le kell fognia az af’ élt (f' € Lgp),
Lgz-nak le kell fognia az af élt (f € LaT“)- Ezzel el6ttiink van az indirekt feltevés
pontos képe.



Két abrat is rajzoltunk. A maésodik abrazolas G /Gy péaros mivoltéat is hangsi-
lyozza. Legyen L = LzU LymzU{a}, Lo = LgzN L. L tartalmazza Lo-t és tovabbi
pontokat. Az alabbi észrevételeket tehetjiik:

(i) Ezen tovabbi pontok Lg7-bol, Lim-bol jonnek és a. Lgz és Lo elemszama
ugyanannyi (k — 1), igy hozzajarulasuk L— Lg-hoz ugyanannyi. Az egyetlen
a extra pont alapjan L — Ly elemszama pératlan. Az elemszam pontosan

2((k — 1) — |Lo|) + 1.

(ii) Go-ban minden e élre e-t lefogja Ly vagy e mindkét végét lefogja L— L.
Valoban af és af’ esetén nyilvanvalé a masodik lehetéség. xy (af és af’-t6l is
kiilonboz6) €l esetén, ha x,y & Lo, akkor az ¢élt lefogja Loz — Lo és Lz — Lo,
két diszjunkt halmaz is (hiszen e a G — af és G — af’ grafokban is ott van,
ahol L7, L7 lefogo ponthalmazok). Azaz a masodik lehetdség fennall.

Ugy is fogalmazhattunk volna, hogy vegyik a L = L7UL,w U {a} halmazt,
ahol a diszjunkt uniot ugy értjiik, hogy Ly elemei kétszersen vannak szadmolva.
Ekkor a zigy leirt multihalmaz (elemszama 2(k—1)+1 = 2k—1) minden Gy-beli
élt kétszeresen fog le. Ez kis sporolas ahhoz képest, ha Gg egy optimélis lefogo
halmazanak elemeit kétszeresene vennénk (ennek 2k lenne az alemszama).

Legyen L a kovetkezs halmaz: L-bol vegyiik az Lg-beli csicsokat és a L — Ly
elemei koziil (amelyek also és felss kategoriakba soroltak) csak azokat tartsuk meg,
amelyek ugyanabba a szinosztalyba esnek és a maradék cstcsok KISEBBSEGET
adjak. Az igy kapott L halmazrol a kovetkezsket allitjuk:

—~

(i) |L| < k. Valoban. ez adodik az el6z6 (i) észrevetelbdl.

(ii) L lefogd. Valoban az Lg altal le nem fogott élek mindkét (also és felss) vég-
pontjuk L — Lo-beli. Igy a ritkitas barmelyik szinosztalyt dobja el a maradék,
L lefog6 mivolta igaz lesz.

A fenti két észrevétel ellentmond annak, hogy 7(Go) = k. Az ellentmondas Kénig
tételét bizonyitja. [ |



4. Parositasok (altalanos) grafokban

[smét néhany definicioval kezdiink.

Definicié. Legyen M egy péarositas. Ekkor
o(M) = [V(G)| = V(M)| = [V(G)| - 2| M],
azaz az M parositas altal nem parositott pontok szama.
Definicié. Legyen T' C V(G) egy csucshalmaz.
B(T) = (G =T) = [T,
ahol ¢; a paratlan pontszamu komponensek szédmat adja meg.
A fenti definicié fontossagat és természetességét az aldbbi észrevétel mutatja.

Eszrevétel. Legyen T egy tetszoleges cstucshalmaz és M egy tetszdleges parositas.
Ekkor

B(T) < 6(M).
Valoban nézziik, hogy a G — T-beli M-élek hogy pérositjak V(G) — T pontjait.
Minden paratlan pontszamu komponensben legaldbb egy cstics parositatlan marad.
Ez 6sszesen ¢ (G — T') parositatlan csics G — T-ben. Ezek G-ben pérositottak

lehetnek, de csak T-beli cstucesal. Ezt figyelembe véve is legalabb ¢, (G — T') — |T|
csucsot parositalanul hagy M.

Az észrevétel nyilvanvald kovetkezménye
max{3(T): T C V(G)} <min{d(M) : M parositas} = |V (G)| — 2v(G).

Az észrevétel nyilvan olyan T halmazokra lesz érdekes, amelyekre 5(7') > 0, méas
esetben (a nyilvan nem negativ) §(M) szamra egy trivialis becslést ad.

Definicié. A T cstucshalmaz Tutte-akadaly, ha
B(T) >0,

azaz elhagyéséaval tobb paratlan pontszamu komponens keletkezik mint ahény csticsa
van.

Az észrevétel egybdl adja, hogy Tutte-akadaly léte esetén grafunkban nem lehet
teljes parositas. Azaz a Tutte-akadaly a teljes parositas 1étét akadalyozza meg. A
Tutte-akadaly fogalma egy sémét ad annak kezébe, aki grafokrol szeretné megmu-
tatni, hogy nincs benne teljes parositas.

Az alaptételek:

7. Tétel (Tutte-tétel). G-ben akkor és csak akkor létezik teljes pdrositds, ha nem
tartalmaz Tutte-akaddlyt.

Azaz a Tutte-akadaly altal adott séma teljes. Nincs olyan graf, amelyben a teljes
parositas hidanyat valami mas ok okozna.



8. Tétel (Berge-formula).
max{f(T) : T C V(G)} = min{d(M) : M pdrositis} = |V(G)| — 2v(G).

Mi csak a Tutte-tételt igazoljuk.
Tutte-tétel bizonyitasa: A tétel egyik irdnyat tudjuk: Ha grafunkban van tel-
jes parositas, akkor nem tartalmazhat Tutte-akadalyt. A nehéz irany a forditott:
Grafunkban nincs Tutte-akadaly, be kell latnunk tartalmaz teljes parositast.

Indirekten bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy G-ben nincs Tutte-akadély és teljes
parositasa sincs (G ellenpélda a tételre). Ekkor nyilvan G pontszdma péros (paratlan
prontszamu graf esetén az tireshalmaz mindig Tutte-akadaly (miért?)).

Kossiik 0ssze grafunk eddig Osszekotetlen cstcsparjait addig amig tudjuk gy,
hogy ne keletkezzen teljes parositas. Legyen G az igy kapott graf. Errél a kdvetkezs
tulajdonsagok egyszertien addédnak:

a) G nem tartalmaz teljes parositést.

b) G minden Sssze nem ktott x, y csucsparjara G+ ry mar tartalmaz teljes
péarositast (és minden ilyennek sziikségszertien tartalmaznia kell a hozzaadott
xy élt).

c) G nem tartalmaz Tutte-akadalyt. Valoban, ha G hez egy élt adva kapjuk G-t
ésT C V(GQ) =V(GT), akkor Bg(T) > Bg+(T): Ha a hozzaadott él illeszkedik
T-re akkor a két oldal értéke ugyanaz. Ha nem, akkor két G — T™-beli csticsot
kot Ossze. Ha ezek egy G — T-beli komponensbe esnek, akkor a két oldal
értéke ugyanaz. Kiilonben két G — T-beli komponens 6sszeolvad. A paratlan
pontszamu komponsensek szdma nem ndéhet.

Az egyenl6tlenség alapjan ha G-bdél élek hozzaadaséaval kapott gratban T' Tutte-
akadaly (3 értéke pozitiv), akkor G-ben is az volt.

Igy kaptuk, hogy G is ellenpélda.

d) Legyen T azon pontok halmaza @—ben, amelyek minden mas cstuccsal 0sszeko-
tottek. Ekkor G — T komponensei teljes grafok.

A d) allitas a bizonyitas lényege. Egy ellenpélda grafot, bévitettiink élek hoz-
zdadéasaval és egy telitett (b) tulajdonsag) ellenpéldat kaptunk. d) errdl a telitett
ellenpéldardl ad egy nagyon erds strukturalis ismeretet. Ez alapjan konnyen lathato,
hogy G nem lehet ellenpélda. Az ellentmondés a bizonyitas vége. Valoban, feltevése-
ink szerint 7' nem Tutte-akadaly. Ekkor G — T komponenseit a paratlan pontszamu
komponensekben egy-egy pont kivételével parosithatjuk. A kihagyott pontokat T
elemeivel parosithatjuk, 7" kimaradt elemeit egymas kozott parosithatjuk. Igy egy
teljes parositashoz jutunk.

Hatra van a d) tulajdonsag igazolasa. Ez is indirekten torténik. Tegyiik fel, hogy
nem igaz. Azaz G — T-ben az ,azonosnak vagy Osszekotottnek lenni” relacié nem
ekvivalenciarelaci6é. Ez csak tgy sériilhet meg, ha harom kiilonb6z6 csticsra nem
teljestil a tranzitivitds. Azaz x,y, z csucsokra zy,yz € E, de x, y nem 0Osszekotott.
Az y cstcsunk is (ahogy x és z is) T-n kiviil van. Igy egy alkalmas 3y’ negyedik
csucsra y és iy’ nem 6sszekotott. Ezzel el6ttiink van az indirekt feltevés képe.



A telitettség miatt G-+zz-ben és é—l—yy’ talalhato teljes parositas. Legyen egy-egy

ilyen M, és My, (vz € M,,, deyy & M,,, tovabba zz & M,,,, de yy' € M,,). A két
parositas unioja M, U My, = (M, N My, )U( M. AM,, ). xz és yy' a szimmetrikus
differencia egy-egy éle. Pontosan ez az a két él, ami nem éle G-nek. A szimmetrikus
differencia élei diszjunkt, paros hosszu, M, és M, kozt alternal6 koroket tartalmaz.
Két esetet kiilonboztetiink meg.
1. eset: zz és yy' két kiilonbozs korre (C,, és Cy,y) esik. Ekkor M, -t modositsuk
ugy, hogy C,,-en belill éleit kicseréljiik a kor tobbi (M,,-beli) éleire. Ezzel egy
teljes parositashoz jutunk, ami azonban mar G-be esik (yy' élt lecseréltik, az xz
¢l azon koron kiviil volt, ahol a valtoztatas tortént, azaz nem keriilt be a teljes
parositasunkba). Ellentmondas.

1. €S€t Mmz / 2. eset

Y

Y
Y

2. eset: xz és yy' egy korre (C') esik. Ezen eset kezeléséhez sziikséglink lesz az xy
és élek yz figyelembevételére is. A C kor y csticsabol induljunk el. Elsd 1épésiink 3/
felé tegyiik és menjiink el C-n az xz él els6 cstcsahoz. Feltehetjiik, hogy = az elsé
cstics. Bz Osszekotott y-nal. Igy utunk egy Cj korré zarhaté. Cp minden méasodik
éle M, -beli (specidlisan paros hossztl). Tartalmazza az yy' élt, nem tartalmazza az
zz élt. Igy az 1. eset gondolata a C, korrel megismételhets. Ismét ellentmondéshoz
jutunk. [
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