2000. TAVASZ, II. GEOMETRIA FELADATSOR: FUNDAMENTALIS
CSOPORT, FEDOFELULETEK, GEOMETRIAI CSOPORTELMELET

Ismétlés. Egy M Hausdorff-tér egy topologikus n-sokasdg, ha minden pontjanak
van a nyilt B"-nel homeomorf kérnyezete. A komplexusok lehetnek szimplicidlisok
vagy sem, végtelenek és végtelen dimenzidsak is, de a tovabbiakban minden X tér
ivszertien és lokdlisan {vszertien Gsszefiiggd, mint az 6sszefiiggd komplexusok.

Az {f : (8™, s0) — (X, z0) folytonos} halmaz homotdpia-ekvivalenciaosztd-
lyain bevezethetdek a m,(X) homotdpiacsoportok; ha valaki csak a m1(X) funda-
mentalis csoportot ismeri, hézi feladat az altaldnositds. A fundamentalis csoport
kiszamitasara a legfontosabb eszkoéz a Seifert-Van Kampen-tétel: ha UUV = X
Osszefliggo részkomplexusokra felbontas ugy, hogy Y = U NV is Osszefliggo és tar-
talmazza az o € X alappontot, tovabbd ¢ : Y — U, ¢ : Y — V bedgyazasok,
akkor

(X, w0) = (U, 20) *x,(v,20) T1(V, 20)

amalgdmos szabadszorzat, ami a rendes szabadszorzathoz a {¢.(c)«(c)"t =1|c€
m1 (Y, z0) generator} reldcidk hozzdvételét jelenti. Specidlisan, ha V' 1-Gsszefiiggd,
akkor 71 (X, x0) = m1 (U, z9)/N, ahol N a ¢, (m1 (Y, x0)) éltal generdlt normdlosztd.

Topologikus sokasagok kozotti p : M — M fedbleképezés: minden x € M-nek
van U kornyezete, hogy p~1(U) minden &sszefiiggé komponenstél a p egy home-
omorfizmus. Ilyenkor minden v : © — y M-beli gorbe lokalisan felemelhetd tet-
szOleges x feletti =* pontbdl indulén, és az egész y-nak legfeljebb egy innen induld
felemeltje van. Ezentdl minden fedés reguléris legyen, azaz létezzen is mindeniitt
a teljes felemelés, az épeszii példak ilyenek. Monodrémia-tétel: x és y kozotti ho-
motdép gorbék ugyanabba az z*-ba val6 felemeltjeinek végpontjai megegyeznek, és
a felemeltek is homoto6pok.

D(z*) = {v:  — x gorbék, amelyek felemeltje zdrédik x*-ban} részcsoportja
m1 (M, x)-nek, és kiillonbozé z* felemeltekhez ezek konjugdlt részcsoportok. Réa-
désul minden D < 7;(M)-hez konstruslhaté (M, p) fedés, amely ezt a D-t adja
vissza; s6t, w1 (M) = D. Kisebb részcsoporthoz erésebb fedd tartozik, D = my (M)
esetén M ~ M, D = {1} esetén M az univerzdlis fedd, ami 1-Gsszefiiggs.

Minden v M-beli gérbéhez természetes médon tartozik egy f, € Aut (M,p) =
{¢ : M — M homeomorfizmus, amire p(z*) = p(f(z*))Vz* € M} fedbautomor-
fizmus, s6t, Aut (M,p) ~ Ny (ary(D)/D, ahol Ng(H) a normalizdtort jelenti egy
H < G részesoportra. Ez a csoport diszkréten hat M-on, fixpontmentesen és tranz-
itiven hat a fedés fibrumain, igy M JAut (M ,p) ~ M; specidlisan az univ. fedére
M /7 (M) ~ M, mint pld. R?/Z? ~ T2,

1. A fenti fogalmak megszokasdhoz bevezetd példédk:
Egy graf fedgje is graf.
Adjuk meg T? és P2R 6sszes fedSterét!
7T1(X X Y) = 7T1(X) X 7T1(Y).
Egy topologikus csoport fundamentélis csoportja kommutativ.
Ha n > 1, akkor m,(X) kommutativ.
0 (X) /[ (X), (X)) = Hy(X, 2).
Ha X-nek deforméciéretraktuma az Y, akkor 7, (X) = 7, (Y) minden n-re.
Ha M univ. fedSje M-nek, akkor n > 1-re 7w, (M) = m, (M).
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i. Tegyiik fel, hogy a G1 és G5 részcsoportok egyiitt generdljak G-t, A = G1NGo;
ehhez definidljunk egy X (V1, Vs, E) péros gréfot, miszerint V; = G/G;, és
E = {(9G1,9G2) | g € G}. Igazoljuk, hogy az X pontosan akkor fa, ha G =
Gl * A Gg.

2. A Seifert-Van Kampen-tétel segitségével igazoljuk, hogy:
a. Egy graf fundamentélis csoportja mindig szabad, mégpedig ha vesziink egy
T feszitofat, ami tartalmazza az xo alappontot, akkor a T-bdl kimaradt élek
folotti szabad csoport.
b. A g > 0 génuszu kompakt iranyithaté 2-sokasagokra

ﬂ-l(Mg) = <0,1,.. '7a’gab15- "7bg | [al,bl] T [a’!]b!]] = 1>

A g-fiill-egy-Mdbiusz-szalag N, feliiletekre és a K 2-Mobiuszos Klein-kancséra
hasonléan kitaldlhat6. Tébb kompakt 2-sokasag nincs.

c. Adjunk meg két nem homotép 2-sokasigot, amik fundamentdlis csoportja
megegyezik.

d. Minden G = (S|R) végesen generdlt csoporthoz természetesen tartozik egy
2-komplexus Cg(S, R), amelyre 71 (Ce) = G. Ha tényleg természetesen kon-
strudltuk, akkor ennek univerzalis fedéje, CayleyZ(S, R) olyan, hogy az &
1-csontvédza izomorf a csoport I'(G, S) Cayley-grafjaval. Ha G végesen pre-
zentalt, akkor Co (S, R) véges sok celldbdl &ll; de dltaldban még ekkor sem egy
2-sokasag.

e. Igazoljuk, hogy minden végesen prezentalt csoporthoz van olyan kompakt
4-sokasag, aminek & a fundamentélis csoportja. (Haszndljuk azt, hogy a
(t,t2,¢3,¢1,¢5), t € R, momentumgdrbe segitségével minden szimplicidlis 2-
komplexus, és ezért a fenti Ce komplexus is bedgyazhaté R®-be.)

3. Legyen M egy kompakt Riemann-sokasig.

a. Az (M ,p) univerzélis fedén pontosan egy Riemann-metrika vezethetd be tgy,
hogy a p egy izometria legyen. Ilyenkor a m (M) ~ Aut (M, p) fedtranszfor-
mécick egy diszkrét részcsoportjat alkotjék Isom(M)-nak.

b. Milyen 4llandé gorbiiletii metrikdk vezetheték be a 2.b. feladat M, feliiletein?

4. Szdmoljuk ki a kovetkezd fundamentdlis csoportokat!
a. m(S"), m,(S1).
b. m(SO(3)); m1(GL(n,C)) legaldbb n = 1-re.
c. Igazoljuk, hogy minden f: P?R — S! leképezés nullhomotdp.

Aki tudja, hogy minden folytonos leképezéshez van vele homotép sima is, is-
meri a Sard-tételt, tovabba tisztdban van a sima leképezések fokanak fogalméaval,
bizonyithatja, hogy m,(S™) = 0 ha k < n, és m,(S™) = Z. Aki még a fibrilt
nyalédbok egzakt homotépia-sorozatét is tudja, az az S* — §3 — §2 Hopf-fibracié
segftségével, ahol S® = {(z,w) € C? : |z]?2 + |w|*> = 1} ~ SU(2), §? ~ PIC,
v : (2,w) — —z/w, bizonyithatja a fentiek utdn eléggé meglepd 73(S?) = Z tételt.

Megjegyzend6 még, hogy Shelah egy tétele szerint egy kompakt X fundamentalis
csoportja végesen generalt vagy kontinuum szamossigu, igy pld. Q-val sem lehet
izomorf. Erdekes tovabba, hogy az el6z6 bekezdés eredményei alapjan az S' és az
52 egypontbeli Gsszeragasztisaval kapott véges szimplicidlis komplexus mésodik és
harmadik homotépiacsoportja is Z*°-nel izomorf, azaz a fundamentalis csoporttal
ellentétben nem végesen generalt.



5. Bizonyitsuk be a 4.a. feladat felhasznélasaval n < 2-re a legfontosabb fixpont-
tételeket:
a. Brouwer: ha f: B™ — B™ folytonos, akkor van fixpontja.

b. Borsuk-Ulam: nincsen f : S™ — S™~! folytonos antipodélis leképezés, azaz,
ahol f(—x) = — f(x) lenne.

A Borsuk-Ulam egy koévetkezménye, hogy R™-nek nincsen S™-nel homeomorf
részhalmaza. (Bizonyitsuk!) Egy mésik, amit taldn egy majdani Fizponttételek fe-
ladatsoron lathatunk bizonyitva, hogy barmilyen csinyan megcsinélt zsemle-sonka-
sajt szendvicset is pontosan kettéoszthatunk egyetlen egyenes végéssal.

Csomodnak hiviuk az S* egy R3-ba valé bedgyazasat. Két csomé ekvivalens, ha
van olyan f : R3 — R? homeomorfizmus, ami a K, és Ky bedgyazott S'-képeket
is egymasba viszi. Egy K csomé csoportjanak a mq(R3 \ K)-t nevezziik. Néha
vessziik az R? egy-pont-kompaktifikdltjat, S3-at, és a kompakt S\ K-t nézziik;
igazoljuk, hogy a hozzdrendelt fundamentdlis csoport ugyanaz! Tipikus példdk a
térusz csomdk: a K(m,n) csomét az [(x) = (m/n)x C R? egyenesbél (1 < m < n,
(m,n) = 1) kapjuk a szokasos Z2-tel val6 faktorizaldssal.

6. Igazoljuk, hogy a K (m,n) csomd csoportja {a, 8| a™B™ = 1). Léssuk be (esetleg
a mindjart kovetkezd csoportelméleti eredmények felhasznélasival), hogy ezek a
csoportok minden 1 < m < n értékre kiilonboznek egyméastol, és az m = 1-hez
tartozé Z csoporttol is! Tehat ez egy csomé kiilonb6z6 csomd!

7. Legyen F,. az r elem &ltal generdlt szabad csoport.
a. F,. minden részcsoportja szabad.
b. Ha N < F, nem-trividlis normalosztd, akkor N pontosan akkor végesen gen-
erdlt, ha [F. : N] < oco. (Ld. még 11.a-t!)

8. Legyen F), ugyanaz, mint fent.
a. F,. ~ F; pontosan akkor, ha r = s. (Nézziik meg, hdny 2 indexfi részcsoport
van F,.-ben!)
b. Ha r > 2, akkor F,-nek minden n > 2-re van n indexi{i részcsoportja, és az
Fi-vel izomorf, ahol t = 1+ n(r — 1).
c. Adjuk meg két S' egypontbeli Osszeragasztasdval kapott By csokor a-nak
megfelel6 2-rétegii nem-izomorf feddit.

Csoportok geometriai tulajdonsagainak vizsgalatahoz természetes fogalom a ko-
vetkezd: a metrikus terek kozotti f : (M1,d1) — (Ma,ds) leképezés egy kuvdziizo-
metria, ha I\ > 1, C' > 0 konstansok, hogy 1/Adi(x,y) — C < do(f(2), f(y)) <
Ad; (z,y) + C minden x,y € My pontpérra, és 3D > 0, hogy Ms minden pontjatdl
van f(Mj)-nek legfeljebb D tavolsdgra pontja.

Tetszbleges, S-sel végesen generdlt G csoporthoz vehetjik a I'(G,S) Cayley-
grafon a szokdsos graf-metrikat. Esetleg az éleket kiilon-kiilon még ellathatjuk a
[0, 1] szakasz metrikdjdval. Egy csoport végeinek szdmdn azt a maximdlis szdmot
értjiik, ahdny végtelen Gsszefliggé komponenst kapunk, ha I'(G, S)-bdl elhagyunk
egy véges csicshalmazt. Mindjart latni fogjuk, hogy ez nem fiigg S-t6l.

9.a. Ha 57 és S5 két véges gen-rendszer, akkor a két Cayley-graf kvéziizometrikus.
b. Rajzoljuk fel pld. a PSL(2,7Z) ~ 74 x Z3 csoport Cayley-grafjit a természetes
generatorokkal, és keressiink egy Fs-vel izomorf részcsoportot 6-os indexszel!

(Ld. még 13.c-t!)



c. Minden csoportautomorfizmus kvaziizometriaként hat a Cayley-grafon.

d. Egy csoport végeinek szama kvaziizometria-invarians. fgy pld. biztos nem
kvaziizometrikusak: egy valamilyen F véges csoport, Z, Z2, ill. F,.. (Amtgy
a végek szdma eleve csak 0, 1, 2 vagy oo lehet.)

10. A geometriai csoportelmélet alaptétele. Ha az (X,d) tér lokdlkompakt, teljes,
és barmely két pontja kozott van geodetikus, tovabbd a G csoport diszkréten
hat izometridkkal, és az X/G faktor kompakt, akkor G végesen generélt, és
tetsz6leges © € X-re a G — X, g — g(x) bedgyazds egy kvdaziizometria.

11. Az el6z6 tétel segitségével igazoljuk, hogy:
a. Ha G végesen generdlt és H egy véges indexti részcsoportja, akkor H is végesen
generdlt. (Ennek kombinatorikus csoportelméleti bizonyitdsa nagyon strapés.)
b. Ha M egy kompakt Riemann-sokasdg, akkor m1 (M) kvaziizometrikus az M
univerzalis Riemann-metrikus fed6hoz, 1d. 3.a-t.
c. F, kvaziizometrikus Fs-sel tetsz. r, s > 2 értékekre. Sot, tetszoleges véges sok

(legaldbb 2) véges csoport szabad szorzata is kvéziizometrikus veliik.

A 11.a. feladat komplementereként foghaté fol, hogy minden megszamlalhaté
csoport bedgyazhaté valamilyen 2-generatoros csoportba, ami a kombinatorikus és
geometriai csoportelmélet alapvetd fontossagi Higman-Neumann-Neumann-bdvité-
sének egy szép alkalmazasa. Specidlis esetként:

12. Legyen Symy(Z) azon Z-permuticidk csoportja, amelyek csak véges sok elemet
mozgatnak. Ez nyilvdn nem végesen generdlt.
a. A 7:n— n+ 1 permutacioval egylitt generalt csoport mar végesen generalt.
b. Symy(Z) részcsoportja annak a (7,1¢) két elem Aaltal generdlt csoportnak,
amely a Z U {oo} halmazon hat, 7(co) = oo (amtgy a fenti eltolds), illetve
¥(0) = 00, ¥(o0) = 0, amigy az identitds.

Az el6z6vel egylitt az utolso két feladat is kilog kicsit, féleg a 13.e. miatt kertiltek
most pont ebbe a feladatsorba.

13. A G csoport rezidudlisan véges, ha V1 # g € G-re 1étezik egy véges F' csoport és

egy ¢ : G — F homomorfizmus, hogy ¢(g) # 1.

a. Ha egy csoport rez. véges, akkor minden részcsoportja is az.

b. A természetes SL(n,Z) — SL(n,Z/qZ) leképezés miatt SL(n,Z) rez. véges.

1 2\ , 1 [ p

c. Az 0 1) s | (1)) elemek szabadon generdlnak egy F> részcsoportot
SL(2,7Z)-ben, {gy F, rez. véges minden r-re.

d. Ha G rez. véges, akkor minden G — @ sziirjektiv homomorfizmus bijekcié
is.

e. Haa {g1,...,g-} elemhalmaz generédlja F,-et, akkor ez egy szabad generator-
rendszer.

14. G pontosan akkor rez. véges, ha 1étezik egy M Hausdorff-tér és ezen G-nek egy
hii csoporthatésa ugy, hogy az kaotikus, azaz
(i) a véges palydk unidja slirlt M-ben, és
(ii) topologikusan tranzitiv a hatds, azaz barmely két nemiires nyilt U,V C M-re
létezik g € G, hogy g(U) NV # (.
Adjuk meg SL(n,Z)-nek egy kaotikus hatdsat a T™ téruszon!



