2000. TAVASZ, I. GEOMETRIA FELADATSOR
RACSGEOMETRIA ES DISZKRET FOURIER-TRANSZFORMALT

1. Egy G lokédlkompakt Abel-csoport D részhalmazat Deloné-halmaznak nevezziik,
ha uniforman diszkrét, azaz 1étezik az 0 egységelemnek egy U kornyezete, hogy
(D—D)NU = {0}, és viszonylag sird, azaz létezik olyan kompakt K C G, hogy
D + K = G. Bizonyitsuk be, hogy

(a) egy A < G részcsoportra ekvivalens az a két feltétel, hogy A Deloné, illetve,
hogy A a G-bél 6roklott topoldgidban diszkrét, és G/A kompakt. Ezeket a
A-kat hivjuk rdcsnak.

(b) R™ben vagy Q"-ben pontosan az n darab linedrisan fliggetlen elem &ltal
generalt szabad Abel-csoportok a récsok.

(c) Haegy A < R™ racs generdtorai az f1,..., f, vektorok, mégpedig az R" egy
€1...,e, bazisdban felirva f, = Y, crie;, akkor az Fi = {z = > ¢ifi €
R™: 0 < ¢; < 1} fundamentdlis paralelogramméra Vol (Fa) = det (c;;), ahol
az e;-k altal feszitett “egységkocka” térfogata az egység. Ez a Vol Fy nem
fiigg az f; generdtorrendszert§l. Ha T' < A egy részrécs, akkor [A : ] =
Vol Fr/Vol Fy.

2. Legyen A C R” egy racs, és K C R" egy 0O-ra centralszimmetrikus konvex kom-
pakt halmaz nemiires belsével. Definidljuk a 0 < A1 < g < -+ < A, szdamokat
ugy, hogy Ay = inf{\ € Ry : AK tartalmaz k db lin. fiiggetlen vektort A-bol}.

(a) Minkowski 1. szdimgeometriai tétele: Ha Vol K > 2"Vol Fy, akkor K tartal-
maz az origén kiviil racspontot.
(b) Minkowski 2. szamgeometriai tétele: Ay - -+ A, Vol K < 2™Vol Fi.

3. Tekintsiik a Z? C R? racsot és egy S sokszoget, melynek minden csticsa racspont.
Igazoljuk, hogy ha S hataran k db, belsejében n db racspont van, akkor S teriilete
n+k/2—1.

4. TetszOleges T sikbeli alakzatra,
(a) ha teriilete nagyobb n-nél, akkor eltolhaté gy, hogy legaldbb n + 1 rdcspont
legyen a belsejében;
(b) ha teriilete kisebb 1-nél, akkor eltolhaté gy, hogy ne legyen a belsejében
racspont.

5. Legyen R(t) = |{(a,b) € Z? : a® + b? < t}|. Igazoljuk, hogy R(t) — nt = O(V/1).

A hibatag pontos nagysagrendje a Riemann-sejtéshez kapcsolédé nagyon nehéz
probléma.

6. Vegyiink egy origé kozéppontd 50 sugart kertet a sikon, ahol minden Z2-beli
racspontban egy p sugaru fa all. Igazoljuk, hogy
(a) p > 1/50 esetén nem ldtunk ki az origébdl a kerten kiviilre, de

(b) p < 1/4/2501 esetén mér igen.

7. Bizonyitsuk be, hogy
(a) ha p egy 4k + 1 alaki prim, akkor el6éll két négyzetszam Osszegeként.
(b) minden pozitiv egész el6éll négy négyzetszdm Osszegeként.
(c) minden € > 0-hoz és ehhez képest elég nagy n pozitiv egészhez vannak olyan
x,y,z természetes szamok, hogy n? + 2?2 = 32 4 22, és amelyekre y,z <
(1+€e)n/v2.

1



8. Egy [K : Q] = n algebrai testb&vitésben az Ok algebrai egészek gyliriije egy n
elem altal generalt szabad Z-modulus.

9. Az r1,...,1x € Zn szamokhoz tartozé 6 > 0 sugard B(ri,...,75;0) Bohr-
kérnyezeten az {s € Zy : |r;s| < 0N, ¢ = 1,...,k} halmazt értjikk. Zn-nek
egy részhalmaza d-dimenzids szdmtani sorozat, ha

d
{z0+2aizi:0§ai<si, il,...,d}

i=1
alakd, valamely xzq,z1,...,xq,s1,...,Sq szdmokkal. Egy ilyen szamtani sorozat
valédi, ha mindegyik >, a;x; kiilénbozo.
(a) A B(ri,...,7m;0) halmaz legaldbb §* N elemet tartalmaz.
(b) A B(ry,...,rk;0) halmaz tartalmaz egy valédi k-dimenzids szdmtani sorozatot
legalabb (§/k)* N elemmel.

10. Egy f: Zn — C fiiggvényhez definidljuk az
~ —9omi
fir)y= Z f(s)exp( Nmsr>, r€Zn

SELN

diszkrét Fourier-transzformdltat. Egy A C Zy halmaz Fourier-egyiitthatéi az
6 A(s) karakterisztikus fliggvényének transzformdltja. Definidljuk tovdbba a

konvoliciét: (f * g)(s) = >, f(t)g(t — s). Igazoljuk, hogy

(8) X, F(30) = N3, (5)9(s)
(b) (7 +9)(r) = Fr)70).
(€) X Nf)* =N peera f(@)f()f(c) f(D).
11. Igazoljuk, hogy kis halmazok nem lehetnek nagyon véletlenszeriiek, azaz:
(a) Ha az A C Zy halmazba p valésziniliséggel fiiggetleniil és véletlenszeriien
valasztjuk be Zy elemeit, akkor N — oo kozben 1-hez tarté valdsziniiséggel

cpn'/? < max |A(r)| < Cpn®/4,
r#0

ahol ¢p, Cp, csak p-tdl fiiggd konstansok, mig A(0) = |A| ~ pn. Tehét az
A\(O)—n kiviili Fourier-egyiitthatok viszonylag kicsik.
(b) Ha viszont |A| < 1/20log, N, akkor létezik r # 0, hogy |;1\(7“)| > |A|/2.
12. Bogoljubov-lemma: Ha A C Zy, |A| > aN, akkor a 24 — 2A halmaz tartalmaz
egy legfeljebb a2 dimenzids szdmtani sorozatot, legaldbb (a?/ 4)0‘72N elemmel.

Ez az lemma az egyik kulcsa a kombinatorikus szamelmélet és geometria egyik
iinnepelt eredményének, a Freiman-Ruzsa-tételnek, miszerint ha A C Z-re |A+A| <
C|A|, akkor az A lefedhetd egy legfeljebb K|A| elemszamu d-dimenzids szdmtani
sorozattal, ahol K és d csak C-t0l fiiggenek. Az persze vildgos, hogy a szdmtani
sorozatok valéban teljesitik az |A + A| < C|A] feltételt.

Itt meg kell emliteni Szemerédi Endre tételét, mely szerint a természetes szamok
tetszoleges pozitiv fels6 slrlisgli részhalmazaban van akarmilyen hosszi szamtani
sorozat. 3 hossziakra ezt eloszor K. Roth igazolta a Fourier-moddszerrel, majd
bizonyitdsat tetszoleges hossziakra pont a Freiman-Ruzsa-tétel segitségével médosi-
totta Tim Gowers. Fontos vivimanya Gowers bizonyitdsanak, hogy épeszii korlatot
ad arra, hogy adott 6 > 0 sfirliség esetén mekkora {1,..., Ns} kezd&szeletet elég
nézni — ezt sem Szemerédi regularitdsi lemmas kombinatorikus, sem Firstenberg
ergodelméletes mddszere nem adta.




