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Ajanlott irodalom: Ahlfors — Sario: Riemann surfaces, Dubrovin — Fomenko
— Novikov: Modern geometry — methods and applications I-111., Fulton: Alge-
braic curves, Atiyah — MacDonald: Introduction to commutative algebra, Sha-
farevich: Basic algebraic geometry, Mladsen — Tornehave: From calculus to
cohomology, Silverman: The arithmetic of elliptic curves I-1I. Fontos még, hogy
ezen a rovid jegyzeten kiviil a kurzushoz késziilt feladatsor is lényeges dolgokat
tartalmaz. Barmilyen kérdést vagy megjegyzést érommel fogadok.

Riemann-feliiletek, Picard-csoport

Egy K test feletti P"K projektiv tér fogalma, projektiv transzformaciok.

Komplex sokasagok, Riemann-feliiletek definicigja. Riemann-feliiletek kozotti
holomorf fiiggvények, meromorf fiiggvények helyett P!C-re képzé holomorfak.

Komplex fliggvénytan ismétlés: Liouville-tétel, Cauchy integralformula, Taylor-
és Laurent-sor. Minden holomorf fiiggvény egy nyilt leképezés. Reziduum-tétel.
ord, f =res(f’/f;x) definicié: zéréhelyek és pélusok multiplicitdsa.

Ha f: R — S holomorf, akkor zy € R egy kornyezetében f(z) = f(z0) + g(2)"
eléallitds, ahol g konformis, N = deg f(z0) = vf(z0) fok avagy eldgazasi szdm;
kritikus hely, ha v¢(zo) > 1. (Nyilvdn kéze van az ord, f-hez.) A deg f(w) =
Zf(z):w deg f(z) érték fiiggetlen w-t6l. Ha w reguldris, akkor pontosan deg f db
O0sképe van. Példa: az algebra alaptétele.

Riemann-feliiletek kozotti holomorf fiiggvények derivaltjai, a meromorf és holo-
morf differencidlok két definicidja: n = fdg ekvivalenciaosztédlyok, illetve a dif-
ferencidloknak megfeleld Osszeregasztdsi tulajdonsdggokkal rendelkezd n = {1, :
Vo — C} kollekcidk egy adott ¢ : U, — V, atlaszhoz. A mdsodik def sze-
rinti tetszéleges két meromorf differencial hanyadosa egy meromorf fiiggvény, és igy
ha létezik legaldbb egy nemkonstans meromorf fiiggvény X-en (mérpedig létezik),
akkor minden meromorf differencial fdg alaki, azaz a két def valéban ekvivalens.

Egy X kompakt R-feliileten a divizorok Div(X) csoportja. Minden f € 9t*(X)
fiiggvényhez (a nem azonosan nulla meromorf fliggvények csoportja) tartozik egy
div f =3, cxordsf- (z) principélis divizor, ezek részcsoportja a P(X). Természe-
tesen M*(X)/C* ~ P(X). Az w differencidlokhoz tartoznak a k = divw kanonikus
divizorok. Definidlhaté a Pic(X) = Div(X)/P(X) Picard-csoport. Azt mond-
juk, hogy két divizor linedrisan ekvivalens, D ~ D', ha Pic(X)-ben megegyeznek;
példaul egy el6z6 bekezdésbeli megjegyzés miatt barmely két kanonikus differencidl
linedrisan ekvivalens. A reziduum-tétel miatt P(X) C ker (deg : Div(X) — Z) =
Div’(X). Ismét Pic’(X) faktorcsoport, ami (talin a latszat ellenére) tobbnyire
nem-trividlis. Latni fogjuk példéul, hogy egy X = C/A téruszra Pic’(X) ~ (X, +),
de ehhez méar majd 0-fiiggvények is kellenek.



Algebrai gorbék, Bézout-tétel

Polinom homogenizéltja. Polinom altal meghatarozott affin és projektiv gorbe.
Gorbe szinguldris pontjai, érintéegyenesek. A mésodrendi gorbék (kipszeletek)
klasszifikacidja R és C f61ott.

Metszési index. Rezultdns. Bézout-tétel.

Minden nemszingularis gorbe irreducibilis, és egy irreducibilis gorbének csak
véges sok szingularitdsa van. Ha a szingularitasokat kihagyjuk, egy Riemann-
felitletet kapunk. A P(z,w(z)) = 0 feliileten lehet értelmezni a w(z) tobbértéki
holomorf fiiggvényt, mint pld. a v/z vagy log z. Minden nemszinguldris kiipszelet
konformekvivalens P*C-vel.

Hesse-matrix a masodik derivaltakbol; inflexiés pont, ha ez elfajul. Pascal mis-
ztikus hatszog tétele a kupszeletekrol, Cayley-Bacharach-tétel.

Sima leképezések foka, fedések, univerzalis fedd

Topologikus feliiletek kozotti sima fedd és eldgazd fed6 leképezések fogalma:
lokalis illetve kornyezetenként max egy pont kivételével lokdlis homeomorfizmusok.

Egy sima f : M — N leképezésnél minden y € N reguldris értékre (azaz a
Jacobi nem-elfajuld) definidlhaté deg f(y) = Zf(x):y signdet Df(x). Sard tétele
szerint m.m. pont N-en regularis. Madsik nem bizonyitott tétel, hogy ez a deg
figgetlen y-t6l. Harmadik, hogy N = S" esetén az f homotépiaosztdlya csak a
fokatdl fiigg. Az egész iigy spec. esete a holomorf leképezések R-feliiletek kozott —
ott még a kritikus helyeken is tudtunk fokot definidlni. Jegyezziik meg, hogy egy
holomorf leképezés mindig irdnyitdstarto: a nem kritikus 2 pontokban det D f(z) >
0.

Ha nincsen kritikus hely, akkor az inverzfiiggvény-tétel szerint fedéleképezésrol
van sz6. Az dltaldnos holomorf esetben pedig eldgazé fedésrol.

Ha p: M — M fedéleképezés, akkor minden ~ : 2 — y M-beli gorbe lokélisan
felemelhet6 tetszoleges x feletti * pontbdl induldn, és az egész y-nak legfeljebb egy
innen indulé felemeltje van. Ezentil minden fedés reguldris legyen, azaz 1étezzen
is mindeniitt a teljes felemelés, az épeszi példak ilyenek. Monodrémia-tétel: x
és y kozotti homotop gorbék ugyanabba az x*-ba vald felemeltjeinek végpontjai
megegyeznek, és a felemeltek is homotépok.

D(z*) = {v : © — z gdrbék, amelyek felemeltje zarédik z*-ban} részcsoportja
m1 (M, z)-nek, és kiilonbozé z* felemeltekhez ezek konjugdlt részcsoportok. Réa-
désul minden D < 71 (M)-hez konstrudlhaté (M, p) fedés, amely ezt a D-t adja
vissza; s6t, w1 (M) = D. Kisebb részcsoporthoz erbsebb fedé tartozik, D = w1 (M)
esetén M ~ M, D = {1} esetén M az univerzélis feds, ami 1-Ssszefiiggs.

Minden v M-beli gérbéhez természetes médon tartozik egy f, € Aut (M,p) =
{¢ : M — M homeomorfizmus, amire p(z*) = p(f(z*))Vz* € M} fed6automor-
fizmus, s6t, Aut (M,p) ~ Ny (ary(D)/D, ahol Ng(H) a normalizdtort jelenti egy
H < G részcsoportra. Ez a csoport fixpontmentesen és tranzitiven hat a fedés
fibrumain, igy M /Aut (M,p) ~ M; specidlisan az univ. fedére M /7 (M) ~ M,
mint pld. R?/Z? ~ T2,
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Riemann-feliiletek fedései, Riemann-Hurwitz és Riemann-Roch tétel

Ha M egy Riemann-feliilet vagy Riemann-sokaséag, és (M, p) fedés, akkor 1étezik
M-en pontosan egy komplex struktiira vagy Riemann-metrika, hogy a p holomorf
avagy izometria legyen. Ilyenkor Aut (]\7[ , D) egy tetszOleges diszkrét részcsoport az
Aut (M) holomorf automorfimusok vagy az Isom(M) izometridk csoportjdban. Itt
a diszkrét részcsoport azt jelenti, hogy minden pont palydja uniforman diszkrét,

beleértve a fixpontmentességet.

Nagy eredmény Koebe uniformizalasi tétele: minden R-feliiletnek az univerzalis
fedéje konformekvivalens a C, a P1C, vagy a D (a nyilt egységkor) R-feliiletek
egyikével. (Ennek specidlis esete a konform leképezések Riemann-tétele.) Mivel til
sok diszkrét részcsoportja Aut (C)-nek és Aut P!'C-nek nincsen, majdnem minden
R-feliiletnek a D az univ. feddje; az Aut (D) diszkrét részcsoportjait hivjdk Fuchs-
csoportoknak. Vegyiik észre még, hogy a D konform-ekvivalens a felso félsikkal, és
létezik pontosan egy Riemann-metrika [D-n, amire minden holomorf automorfizimus
tavolsdgtarté is: a hiperbolikus metrika. Igy Aut (D) < Isom™ (HZ2) ~ PSL(2,R).

Alkalmas triangulaciok valasztdsdval nem nehéz latni a Riemann-Hurwitz for-
mulat: Ha f: R — S kompakt Riemann-feliiletek kézotti holomorf, aminek foka
d, akkor

X(R) = dx(S) = D> (vs(p) — 1)

PER

Azonnali latvéanyos kovetkezmény: ha C' egy d-edfoki nemszingularis komplex pro-
jektiv gorbe, [0 :1: 0] € C feltehets, akkor a ¢ : C — PIC, ¢[z : y: 2] = [z : 2]
elagaz6 fedés mutatja, hogy x(C) = d(3—d), avagy g(C) = 3(d—1)(d—2) fokszdm-
génusz formula.

Ha D egy kompakt X R-feliilet folotti divizor, akkor definidljuk az £L(D) = {f €
M*(X) : div f+ D > 0} U{0} komplex vektorteret. Legyen [(D) = dim¢ £(D). En-
nek meghatarozasa a Riemann-Roch probléma, amivel azt kozelitjik meg, hogy mi
is az MM* (X)) csoport. Pld. [(0) = dim¢{holomorf fiiggvények X-en} = 1, és minden
 kanonikus divizorra [(k) = dim¢{holomorf differencidlok X-en}. Ha deg D < 0,
akkor [(D) =0, és ha D ~ D', akkor £(D) ~ £(D’). Riemann-Roch tétel:

(D) —I(k — D) =deg(D) + 1 — g(X).

Példéul (k) = g(X). Nagyon fontos kovetkezmény, hogy egy nemszinguldris kom-
plex projektiv gérbén minden meromorf fiiggvény raciondlis tortfiiggvény — a
GAGA-elv els6 altalunk latott tétele.

Ennek bizonyitdsa a RR-tétel bizonyitdsa szempontjabdl is tanulsdgos. Legyen
X,L C P?C a gorbe és egy tetszbleges egyenes, deg P = d és deg R = 1 definialé
homogén polinomokkal. Nézziik X-en a H = > . I,(X, L)p divizort, deg H = d
Bérzout tétele szerint. Ha m elég nagy, akkor I[(k — mH) = 0. Legyen most Q
tetsz6leges m-edfokd homogén polinom, és f = Q/R™. Ekkor f egy értelmes
meromorf fliggvény X-en, amire div f + mH > 0, azaz f € L(mH). Mésrészt
egy @ és egy Q' ugyanazt az f-et definidljdk X-en, ha P|(Q — Q’), igy l(mH) >
dim(Cy, [z, y, 2]/ P(z,y, 2)Cp—alz,y, 2]) =1/2(m+1)(m+2)—1/2(m—d+1)(m—
d+2) = md+ 1— g a fokszdm-génusz formula szerint, ahol C,,[x,y, 2] az m-
edfoki homogén hiromvéltozds polinomok tere. Tehdt, ha m elég nagy, akkor
(mH) — I(k — mH) > deg(mH) + 1 — g, viszont a RR-tétel pont egyenldséget



mond, azaz L£(mH) minden fiiggvénye ténylegesen Q/R™ alaki, azaz raciondlis.
Hasonléan, ha Li,..., L, egyeneseket, és a hozzajuk tartozé6 Hi,..., Hp, divi-
zorokat vessziik, akkor minden L(H; + --- + Hp,)-beli fiiggvény raciondlis. Vi-
szont minden f € 9*(X) fiiggvényhez vannak L,..., Ly, egyenesek, amikre f €
L(Hy+ -+ H,,), {gy X-en minden meromorf fiiggvény raciondlis. A Riemann-
Roch tétel bizonyitdsa a kovetkezé harom lemmdan mulik: Lemma 1: TetszOleges
D € Div(X)-re, L egyenesre, az 6dltala definidlt H divizorra, és mg > 0 egészre
Im > mg és p1,...,pr € X pontok, hogy D + (p1) + -+ + (pr) ~ mH. Lemma
2: Ha w egy meromorf differencidl X-en pontosan egy poélussal, akkor ez a pdolus
nem lehet egyszeres. Lemma 3: Tetsz6leges D € Div(X) és p € X esetén 0 <
(D+p)—U(D)—lk—D—(p)+(k— D) <1. Ezutdn, hasonléan az eléz6 alkal-
mazdshoz, Lemma 143-b6l azonnal (D) — [(k — D) > deg D — g + 1 adédik, amit
D-re és k — D-re is felirva, és haszndlva a kiszamolhaté deg k = 2g — 2 eredményt,
adodik a RR-tétel.

Lie-csoportok, lokdlisan trividlis fibrdlt nyaldbok

Lie csoport definiciéja, e € G egységelem. Ha ¢, : G — G a g-vel valé
konjugélds, akkor az Ad(g) = (D¥g)e : T.G — T.G leképezéssel definidlhatjuk
az Ad : G — Aut(T.G) csoportreprezenticiét, és vehetjiikk ennek ad : T.G —
End (T. Q) derivéltjit az egységben. Ezzel bevezettiik a G Lie-csoport g = T.G Lie-
algebrijat, az [X,Y] = (ad X )(Y) Lie-zdrdjellel. Ebben az egészben az a pldne, hogy
minden ¢ : G — H Lie-csoport homomorfizmus egyértelmiien meghatarozodik a
Dy : g — b egységbeli derivaltja altal, ami egy Lie-algebra homomorfizmus lesz,
és ha G 1-6sszefiiggd, akkor egy g — b linedris leképezés pontosan akkor derivaltja
egy csoport homomorfizmusnak, ha Lie-algebra homomorfizmus.

Egy F — E — B lokalisan trivialis fibrdlt nyaldb definiciéja B alaptérrel,
E-rdl sziirjektiv leképezéssel (az E a totdlis tér), és F fibrummal: minden p € B
pontnak van U kérnyezete, hogy E|y ~ U x F. Példék:

a. R" — TM — M érintényaldb. Példaul a T'S? nem globalisan trividlis a
stindisznététel miatt.

b. [0,1] — Mébius-szalag — S*. Persze ez sem trividlis globdlisan, hisz nem
homeomorf a hengerrel.

¢. H— G — G/H, ahol H < G Lie-csoportok. Ilyenkor az M = G/ H sokasdgon

a G tranzitiven hat H stabilizatorral — M egy homogén G-tér. Példdul SO(n —

1) — SO(n) — S L.

Egy (valés vagy komplex) vektornyaldb az egy olyan fibrélt nyaldb, ahol a fibrum
egy (valds vagy komplex) vektortér, és a lokdlis trivializdldsokndl egy tetszOleges
U, és Ug kozotti attérés egy ¢op : ' — F' vektortérizomorfizmust indukal. Per-
sze lehet sz6 komplex sokasag feletti valds vektornyalabrdl, és valos sokasdg feletti
komplex vektornyaldbrol is. Minden komplex nyalab egyben val6s is.

A fundamentdlis csoport &ltaldnositdsai a 7 (M) homotdpia-csoportok. Ezek
kiszamitasahoz nagyon fontos a fibralt nyalabok egzakt homotdpia sorozata:

s o1 (B) -5 1 (F) -5 1 (B) 25 1, (B) =2 oy (F) — -+

Nem meglepé, hogy ha k < n, akkor 7, (S™) = 0, ugyanis a Sard-tétel miatt nem
létezik sziirjektiv S* — S™. A leképezések fokardl tanultak szerint szintiigy nem
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meglepd, hogy 7, (S™) = Z. Az R — S fedés a monodrémia-tétel felhasznaldsaval
adja a harmadik nemmeglepd tételt, miszerint 7 (S*) = 0, ha k > 1. Ezek utan
viszont igencsak meglepd, hogy 73(S?) = Z, sét, mi(S?) # 0, ha k > 2, viszont
még csak nem is sejtik, hogy pontosan mik ezek a csoportok. A w3(S?) = Z
eredmény az S — $3 5 2 Hopf-fibraciébdl és az egzakt homotépia sorozathdl
kovetkezik, ahol v : 3 — S? a kévetkezd: S = {(z,w) € C? : |2]? + |w]? = 1} ~
SU(2), S2 ~PIC, v: (z,w) — —z/w. A magasabb 7;(S™)-ek kiszdmitasdra ilyen
gondolatmenet nem miikodhet, mert csak az 1, 3, 7 és 15 dimenzids gombfeliileteken
lehet Lie-csoportstrukrirat értelmezni.

Kommutativ algebra

A kommutativ algebra alapfogalma a kommutativ egységelemes gytirii; ezentul
csak ilyen gytrikrol lesz szé. Ezek {6 forrdsa az algebrai geometria polinomgytrii
és az algebrai szamelméletben a kiilonféle testbovitések algebrai egészei. A k test
folotti polinomgyftiriiket k[X1,. .., X,,]-nel jeloljik, egy I < k[X] idedlhoz V(I) =
{z € k™ : f(z) = OVf € I}, és egy tetszbleges V' C k"-hez rendelt I(V) ideél
hasonléan. Egy V' C k"-re k[V] = k[X]/I(V) a V-n értelmezett polinomok gytiriije,
k(V) = Frac k[V] pedig a V-n értelmezett raciondlis tortfiiggvények teste.

Gytriik idedljaira:; max = prim = irred. Egy gy{lru integritastartomany, ha a 0
idedl prim, és test, ha maximalis is. Ha egy integritastartoméanyban van faktoriza-
ci6 irreducibilisekre, akkor ez pontosan akkor egyértelmii, ha irred = prim. Ezeket
hivjuk UFD-nek (unique factorization domain), vagy Gauss-gytri{inek. Az is igaz,
hogy egy gylri pontosan akkor UFD, ha minden szigorian névé féidedllanc véges.
Minden gytriben van maximalis idedl. A Noether-gytrik harom ekviv. defje: min-
den idedl végesen generdlt; minden szigorian nove idedllanc véges; idedlok nemiires
rendszere tartalmaz maximalis elemet. Egy modulus Noether-modulus, ha a rész-
modulusaira teljestilnek a fentiek. Egy Noether gytiri feletti modulus pontosan
akkor Noether-féle, ha végesen generalt.

Hilbert bdzis tétel: ha A egy Noether-gyirii, akkor az A[X] polinomgyfirti is az.
Gauss-tétel: Ha A egy UFD, akkor A[X] is az. Egy kovetkezmény: ha k végtelen
test, 0 # f € k[X1...,X,], akkor ey, ..., ¢, € k, amelyekre f(ci,...,c,) # 0.
Cayley-Hamilton-tétel, Nakayama-lemma. Ha A C B gyftrik, akkor tetszéleges
x € B-re az Alx] modulus pontosan akkor végesen generdlt A f6l6tt, ha x egy
algebrai egész A-ban. Egy A gylrit normélisnak hivunk, ha rajta kiviil nincsen

algebrai egész Frac A-ban.

Altaldban egy gyliri dim A-val jelolt Krull-dimeziéja a szigorian nové Py C
P C --- C Py primidedllancok d hosszdnak szuprémuma. Vannak végtelen di-
menziés Noether-gytirtik is, ezek eléggé aberraltak, viszont a lokélis gytirik méar
mind véges dimenzidsak, 1d. késobb. Az A egy Dedekind-gytiri, ha Noether-féle
normalis integritdstartomdny, amire dim A < 1. Példdul minden [K : Q] < oo algeb-
rai test algebrai egészeinek Ok gytriije Dedekind-féle. A Dedekind-gytriik egyben
UFD-k is. Egy Dedekind-féle A-ra a Frac A-beli végesen generdlt A-modulusokat
tortidealoknak hivjuk, és egy csoportot alkotnak, ami izomorf az A primidedljai al-
tal generalt szabad Abel-csoporttal; ezt a csoportot hivjuk Div A-nak. Az egyetlen
elem 4ltal generalt tortidedlok (prinicipdlis divizorok) alkotjék a Pr A részcsoportot,
és a Cl A = Div A/ Pr A faktort hivjdk ideal class groupnak. Alaptétel az algebrai
szamelméletben, hogy az A = Ok gyfiriikre ez a csoport véges.



Egy tetszéleges A gytir{iben vegyiink egy S C A részhalmazt, ami tartalmazza az
egységelemet és zart a szorzdsra; pld. S = {1,s,52,... } vagy S = A\ P, ahol P prim.
Legyen S~'A = (S x A)/ ~, ahol (s,a) ~ (s',a’) hha 3s” € S, amire 5" (sa’ —s'a) =
0. Ez igy egy A folotti algebra, ami Noether-féle, ha A is az volt, és aminek
minden idedlja S~'I, I < A alaki. Egy adott idedlhoz ez az I 4ltaldban nem
egyértelmii, viszont S~ ! A primidedljai egyértelmiien megfelelnek az S-t8l diszjunkt
A-beli primidedloknak. Lokalizdcié egy P <t A primnédl: Ap := (A\ P)"tA. Az
Ap gytirtinek van egy legnagyobb idedlja: Pp. Altaldban egy egyetlen maximalis m
idedllal rendelkezd Noether-gytiriit hivunk (A, m) lokdlis gytiriinek. Az Ap/Pp test
megegyezik Frac (A/P)-vel. Meg kell még emliteni a diszkrét értekelési gyfirtiket
(DVR). v : K — Z U {00}, értékelés: v(z) = oo hha z = 0, v(zy) = v(z) + v(y),
v(z+y) > min{v(z),v(y)}, ha egyik sem 0. Ehhez O, = {z € K: v(x) > 0} gyfirti,
ez a DVR, aminek egyetlen maximalis idedlja az m, = {z € K: v(z) > 0}.

Egy 6sszefoglalé abra a megforditasok lehetetlenségét mutaté példakkal:

test = DVR = f6idedlgyiliri = Dedekind = UFD = normaélis

Z,. Zle]  LKX]  Ogym KX YLZIXY]  Z[,

k[X,Y, Z]

(X2-Y2)
Noether normalizdciés lemma (NNL): Ha k végtelen test, A = kfai,...,a,)
egy végesen generalt k-algebra, akkor 3 m < n, y1,....ym € A algebrailag k-
fiiggetlen elemek, hogy A egy véges modulus k[yi, ..., ym] 0lott. Természetesen

tr deg[Frac A : k] = m. Az indukcids bizonyitdshoz a kulcslépés a kovetkezé lemma:
ha A = kla1,...,a,] = k[X1,...,X,]/I, 0 # f € I, akkor Jay,...,a, 1 € k,
hogy f(X14+a1Xn,.- ., X, 1+an1Xn, Xn) € k[X1,...,2,_1, X,] f6egylitthat6ja
X,-ben egy. Ez ugye geometriailag egy m : k" — k"1 X! = X; — @ X,
vetitést jelent, és az, hogy az f f6egyilitthatéja X, -ben egy lesz, ekvivalens az-
zal, hogy m1 vetités franydban nincsen az f = 0 gorbéhez aszimptota, azaz a
projektiv lezartnak nincs ebben az irdnyban pontja. Réadédsul a m1,...,7Tn—m
vetitéssorozat végeredményeként kapott 7 : k™ D V(I) — k™ vetitéshez tar-
tozd ™ ¢ kly1, ... ym] ~ k[Y1,....Ym] — Ek[V({I)] = A moduluskiterjesztés
végessége azt jelenti, hogy a 7 vetités fibrumai végesek. S6t, a Hilbert Nullstel-
lensatzbél a k = k esetre az is fog kovetkezni, hogy a fibrumok mind nemiiresek,
igy Osszesitve a geometriai jelentés a kovetkezs: ha egy I < k[X7,...,X,] idedl
altal definidlt V' = V(I) algebrai ponthalmazra tr deg[k(V) : k] = m, akkor létezik
egy 7 : k™ — k™ linedris vetités, hogy a m|y megszoritds sziirjektiv, véges fibru-
mokkal. Ez alapjan természetes a dim V' = trdeg[k(V') : k] definicié.

Egy m <1 k[X] maximélis idedlra a 33. feladat felhasznédldsa a NNL-ban azt adja,
hogy a k[y1, ..., ym] algebra egy test, azaz m = 0. Igy a k[X]/m egy véges foki
testbévitése k-nak, és ha feltessziik a k = k algebrai zértsagot, akkor k[X]/m = k
lehet csak, ahonnan m = (X7 —ay, ..., X, —a,) adédik valamely a; € k szamokkal.
Tehét a k[X] maximélis idedljai és a k™ pontjai kolesonosen egyértelmiien megfelel-
nek egymdsnak. Ez a Hilbert Nullstellensatz (HNS) gyenge forméja. Altaldban egy
tetszdleges I idedlhoz tartozé V (I) ponthalmazra vagyunk kivdncsiak. Definidljuk
a /T radikélidedlt v/T/T = nil (A/I)-vel, persze VT 2 I, és V(V/T) = V(I), emi-
att nekiink ezek a radikdlok az érdekesek. (Hasonlé fogalom még a kovetkezs: I



7

primér, ha xy € I esetén z vagy y valamely hatvdnya benne van I-ben.) A 38. fe-
ladat szerint nil A = Np primP. Nos, egy k végtelen test folotti k[X] gytiriiben
ennél tobb is igaz: VI = Nm>I maxzm. EbbSl k = k esetén mér kovetkezik, hogy
I(V(I)) = V1, ez az erés HNS. Egy egyszerii kovetkezmény példaul, hogy kozos
gyok nélkiili polinomok egyiitt a teljes polinomgytiriit generaljak.

A fentiek alapjdn bevezetjiik k™-en a Zariski-topologidt: egy ponthalmaz zart,
ha létezik I < k[X] idedl, amire 6 V(I)-vel egyenls. Irreducibilis, ha nem bom-
lik fel hatdrozottan kisebb zart halmazok unidjara. (Affin) algebrai varietdsnak
hivjuk a k™ Zariski-zart irreducibilis ponthalmazait. A HNS szerint a zart halma-
zok kolesonésen egyértelmiien megfelelnek a /T alakd radikdlidedloknak, tovdbba
V(INJ)=V(I)UV(J) miatt az algebrai varietdsok pontosan a primidedloknak.
Projektiv algebrai varietdsnak hivjuk az affin varietdsok P"k-beli (az ereti topold-
gia szerinti) lezértjait, ezek pontosan a homogén primidedlokhoz tartoznak. Egy
V C P"k projektiv varietas f6lé vehetjiik a V C kntt kupot, ami egy affin varietés;
k[V] = k[V] és k(V) = k(V Nk"™). Mostantél legyen mindig k = k.

Jogosnak tlnik, hogy egy V algebrai varietds dimenzidja legyen a leghosszabb
szigortian nové részvarietds-ldncdnak hossza, ami pont a dim k[V] Krull-dimenzié.
Hogy ez megegyezik a trdeg-es dimV definiciéval, az messze nem trividlis, de
igaz. Elészor is, kell a kommutativ algebra dimenzitétele: minden (A, m) lokalis
gytiriben a 41. feladat r(A) értéke megegyezik dim A-val. A lokdlis gyfiriik ott jon-
nek el6, hogy egy V algebrai varietds tetsz6leges p pontjara vehetjilk az m, = {f €
E[V] : f(p) = 0} maximalis idedljat k[V]-nek, majd az emeletti Oy, = k[V]n,
lokalizaltat, vagy dltaldnosabban a Ov(U) = Npev Ov,p gylrlket, amik a V va-
rietdson lokélisan (valamely U-n) értelmezett racionélis tortfiiggvények gyfirtii, és
amugy egy kévét alkotnak V-n, Oy, kocsdnyokkal (1d. késébb). Ezek a Oy, -k
a nekiink kell6 lokdlis gytirtik: az 51. feladat allitasa, hogy dimV = dim Oy,
minden p € V-re. Tehdt a k[V] gy(lir(i minden maximélis idedljdnak megegyezik a
Krull-dimenziéja, ahonnan a 38. feladat (c) része szerint dim V' = dim k[V].

Ha I = (f1,...,fr), akkor a V =V (I) varietds sima egy p € V pontjiban, ha a
(0fi/0x})i=1,...r; j=1,...n(p) matrix maximalis rangt; ez a maximalis rang a NNL-
bol és talan az inverz fiiggvénytételbdl kovetkezoleg n—dim V. Nos, egy szamunkra
kifejezetten nehéz tétel szerint a p pontban a V pontosan akkor sima, ha az Oy,
gytirii reguldris, azaz dim Oy, = dimy, (m;/ mg) — most mér érthetd a 41. feladat
definiciéja.

Végil meg kell emliteniink két fontos fogalmat, amelyek sajnos sokszor eléggé
visszataszité formalizmusokkal terhelik az algebrai geometriat. Egy X topolégikus
téren halmazok, Abel-csoportok, vagy leginkédbb gyftiriik F el6kévéje (presheaf)
a koévetkezGkbdl &ll: minden U C X nyilt halmazra egy F(U) struktira (hal-
maz, csoport, vagy gylir(i), F(#) = {0}, és minden V C U nyiltakra egy pyy :
F(U) — F(V) megszoritasi homomorfizmus, amelyek tetszéleges W C V C U-ra
kommutdlnak. Egy el6kéve kéve (sheaf) is, ha pluszban teljesiti a szétvilasztdsi és
Osszeragasztdsi axiémékat is: ha U = U;V;, s € F(U), Vi s|y, = 0, akkor s = 0
is igaz; ha U = U;V;, s; € F(Vi), Yi,j silvinv; = sjlviny;, akkor 3s € F(U),
amire Vi s|y, = s;. Példdul egy sima sokasdgon az F(U) = {f : U — R sima}
egy kéve, egy tetszbleges X-en az F(U) = Z, pyy = Id csak egy el6kéve. Min-
den kévéhez definidlhatjuk az F,, p € X kocsdnyokat (stalk): (U,s), s € F(U),
p € U pérok ekvivalenciaosztdlyai, ahol (U, s) ~ (V,t) hha s|lynv = tlunv. Egy




komplex sokasig kiilonféle fiiggvénykévéibol kivalé kohomolégiaelméleteket lehet
gyartani, pld. J.P. Serre, a legdltalanosabb GAGA-elv bizonyitéja csindlt ilyeneket.
A miésik megemlitendé dolog, hogy tetszOleges A gylrtihoz lehet venni az X =
Spec(A) = {A primidedljai} halmazt, és ezen egy Zariski-topoldgidt: V C X
zért, ha valamilyen I < A idedlra V.= V(I) = {P € X : P D I}. Azt mond-
hatjuk, hogy az A elemei a fliggvények, és f(P) = 0, hha f € P. Ezalapjin
I(V) = NpeyP. Ha csak lokdlisan értelmezett fiiggvényeket is akarunk, akkor
legyen k(X) = Frac(A), és vegyiik a kovetkezd kévét: Ox p = Ap lokalizdltak,
Ox(U) = NpevAp, Ox(X) = A. Ekkor a fiiggvények kiértékelése gy torténik,
hogy f € Ox p-re f(P) = fmod Pp € Frac(A/P) = Ap/Pp. Persze A = k[V]-re
Spec(A) ~ V a Zariski-topolégidban.

Elliptikus gorbék és moduldris formdk

Léattuk, hogy minden nemszingulris masodfokii komplex gorbe konform ekvi-
valens a P!C Riemann-gémbbel, tovabba minden nemszingularis harmadfoki gérbe
(ezek az elliptikus gorbék) y%z = z(z — 2)(z — A\z), A & {0,1}, alakra hozhaté, és
a fokszam-génusz formula szerint homeomorf egy térusszal. Komplex téruszokat
C/A médon gyarthatunk, ahol A = Zw; + Zws récs, az w;-k linedrisan R-fiiggetlen
komplex szamok. Természetes kérdés, hogy a fenti kétfajta eléallitas mikor adja
ugyanazt a Riemann-feliiletet. Ehhez el6szor megnézziik az sszes kiilonféle racs al-
tal definialt toruszok terét. Majd azt, hogy egy racsbdl hogyan kaphatunk elliptikus
gorbét, és, hogy egy elliptikus gérbéhez hogyan definidlhaté természetes modon egy
megfelel racs — a két eljaras persze egymas inverze lesz. Ezutdn learatunk néhany
gyliimolcsot.

Tetsz6leges A C C rdces hasonls egy A, = (1,7), 7 € H, rdcshoz, ahol H =
{z € C : Sz > 0} a felsd félsik. gy van egy H — £/C* folytonos sziirjektiv
leképezésiink, ahol £ az Osszes racsok halmaza a természetes topoldgiaval. Masrészt
Zwi + Zws = Zw' + Zw) pontosan akkor, ha w' = yw, ahol v € I' = PSL(2,7Z)
a modularis csoport. Sét, a I' modularis csoport a Mobius-transzformaciokkal hat
H-n, és A;, ~ A,, pontosan akkor, ha 7 = ym, v € ['-ra. fgy tehat H/T ~ L£/C*
homeomorfizmus. Ez nekiink amiatt érdekes, hogy koénnyl latni, hogy minden
¢ : C/A — C/A’ holomorf leképezés ¢(z) = az + 5, aA C A’ alaki, igy egy
téruszok kozotti ¢(0) = 0 pluszfeltételi holomorf izomorfizmus mindig ¢(z) = az,
a € C*, aA = A’ csoportizomorfizmus is, és igy a komplex téruszok tere a holomorf
izomorfizmusok szerint faktorizalva pont £/C*. Emiatt biztosan érdekes nekiink a
I hatdsa H-n. A fentiekbdl egyébként az is kovetkezik, hogy End (C/A) = Z vagy
pedig egy szép R részgyurije egy Q(\/ﬁ), D < 0 testnek. Példaul, ha Ar? + Bt +
C =0, akkor End (C/A;) = Z + ZAr.

Nos, aI' = (S,T), St = —1/7, Tt = 7 4+ 1, csoport diszkréten, de nem fix-
pontenesen hat H-n, fundamentdlis tartomanya egy hiperbolikus idedlis harom-
sz6g p = e¥™/3, p+ 1, oo csticsokkal, a stabilizatorok pedig I', = (ST) ~ Zas,
Iyp1 =(TS) ~7Zs3, Ty = (S) ~ Zy, mas pontokra trividlis. Egyébként I" >~ Zy * Zs
szabad szorzat. Ezek utdn nem nehéz megkonstrudlni az X (I') = H/T Riemann-
feliiletet, ami a fenti leirasbél lathatéan egy gémbbel homoemorf. A H-n holo-
morf, I'-ra nézve szépen viselked6 fliggvényeket hivjdk moduldris formaknak; ezek
kozponti szerepet jatszanak a modern szamelméletben, pld. a Nagy Fermat Tétel
bizonyitdsdban és a Riemann-sejtésben is.



Egy A, vagy specidlisan A, racshoz definidlhatéak a

1 1
G =G = 3 = Y

AEA, —(0,0) (m,n)#(0,0)

Eisenstein-sorok, tovabba a Weierstrass-féle

J— ) 1 1
= —i—ZZk—I—le_Hz =1/2%+ Z (W_ﬁ>

k=1 A€A\{0}

A-periodikus meromorf fiiggvény. Nem nehéz bizonyitani a

o (2)? = 49(2)° — g20(2) — g3

Osszefliggést, ahol go = 60G3 és g3 = 140G3, {gy lehet egy E. = {[p(z) : ¢'(z) :
1] : 2z € A} U{[0: 1 : 0]} elliptikus gorbét csindlni, rdaddsul E, ~ C/A, holo-
morf izomorfizmus ezzel a Weierstrass-paraméterezéssel. Ez az F., gorbe pont azért
nem szinguldris, mert a A(1) = ga(7)® — 27g3(7)? diszkrimindnsa a Weierstrass-
egyenletnek soha sem nulla, csak 7 = co-re.

Visszafelé, ha adott egy E = {y? = z(z—1)(x — \)} elliptikus gorbénk, akkor az

d¢ € C/A

x— oz

/m

Abel-Jacobi leképezés egy értelmes integralt definidl modulo egy A racs, amelynek
két generatora w; = f% w, ahol w a fent is integralt holomorf differencidl, a ;-
k pedig a H1(FE,7) csoport két generdtorgorbéje — Stokes tétele miatt egy zdrt
gorbén val6 integral valoban csak a homotdpiaosztalytdl fiigg, gy tényleg mod
A kapjuk az integralunkat. Rdaddsul az w;-k linedrisan R-fiiggetlenek (pont az F
nem-szinguldrissiga miatt), és a ¢ egy konformekvivalencia, ami pont a Weierstrass-
leképezés inverze. Ez a dolog arra is j6, hogy igy a Weierstrass-paraméterezéssel
cstinya elliptikus integralokat is ki tudunk szdmolni, mint amilyen pld. az 2%/a® +
y?/b? = 1 ellipszis fvhossza az © = ¢ és x = d pontok kozott:

(b2 a?)x? i
/ \/ — sc2 + (b2 — a?)a?) ’

Mivel C/A egy Abel-féle faktorcsoport, minden elliptikus gérbén van egy Osszea-
dasunk, amit H-gel jeloliink; ennek egységeleme a A-pontoknak megfelel6 végtelen
tavoli O pontja az E-nek. Ezt geometriailag a jél ismert misztikus médon lehet
lefrni: hédrom pont 6sszege pontosan akkor O, ha egy egyenesen vannak (ne feledjiik,
egy komplex egyenesnek és egy elliptikus gorbének multiplicitdssal pontosan harom
metszéspontja van) — ezt késébb bizonyitjuk. Nem til nehéz a GAGA-elvnek
megfeleld M(C/A) = C(p(2), ©'(z)) allitds, amibdl persze nem vildgos még, hogy
mekkora is pontosan az MM(C/A) gyliri. A Riemann-Roch-tételbsl adédik, hogy
degD = d > O-ra [(D) = d. [gy példaul nem meglepd, hogy az L(6 - (0))-ban 1évé
7db 1,0, ¢, 0% 00, 0%, 03 elem kozdtt van linedris dsszefiiggés: a Weierstrass-
egyenlet.
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A Cauchy reziduum-tételb8l nem nehéz, hogy H,c g ord, (f)z = 0. Tehat P(E) C
ker(deg) Nker(MA). Allitjuk, hogy egyenldség is fennéll. Ebbdl kovetkezdleg a

0-—C —mE) Won'(E) - LHE-—0

sorozat egzakt, ahonnan Pic’(E) ~ (E,H). A fenti 4llitds bizonyitdsdhoz kellenek
a 0 fiiggvények.

Feladatunk az, hogy tetszéleges D = Zj((Pj) —(Qy), B;(P; — Q;) = 0 di-
vizorhoz csindljunk egy f € 9MM(E) fiiggvényt, melyre div f = D. Ehhez el6szor
minden 7 € H-hoz keressiink egy az egész C-n holomort € fliggvényt 6(z+1) = 0(z)
6s O(z+7) = e ™2247)9(2) tulajdonsigokkal. Nem nehéz kiszdmolni, hogy ez csak

0(2) — Z eﬂin27+27rinz

nez

lehet. Ennek egyszeres gyokei vannak az (1 + 7)/2 + A, pontokban, méshol nin-
csenek. Igy hat ha a P;,Q); € E pontok f6lott valasztunk ugy a;, b; € C pontokat,

hogy >~ (a; —b;) = 0, akkor az f(2) = [, ZEE:ZJi((Zii))ﬁ)) fiiggvény azt fogja tudni,

fz+1) = f(2), fz+7) = f(2)e”2Eima+b) = f(2), tehdt f € 9M(E) valéban,
ésdivf=D.

A Pic’(E) ~ (E.B) izomorfidbél kovetkezSleg B P = EElj-V/ZlQ]— pontosan
akkor, ha 3f € 9M(F) gy, hogy divf = Zj((Pj) — (Qj)). Igy ha vesziink
egy | C P2C egyenest, a nem feltétleniil kiillonbozé {Py, P2, P3} = E N1 met-
széspontokkal, akkor az [-et definidlé f linedris polinomot M (FE)-beliként értve
divf = (P1) 4+ (P2) + (P5) — 3(0), és igy hdrom E-beli pont H-0sszege pontosan
akkor O, ha egy egyenesen vannak. fgy igazoltuk az H Osszeadds geometriai jelen-
tését! Egyébként az Osszeaddst le lehet irni az E-t megadd egyenlet egyiitthatibdl
allé nagyon ronda formuldk segitségével is, ez lehet&séget ad arra, tetszdleges k
test folotti elliptikus gorbén értelmezziink 6sszadast. Tetszdleges test f0lott pld. a
nem-szingularitdsi feltételt is lehet gy mondani, hogy ha a harmadfoka gorbénket
az Y% + a1wy + azy = 2% + a2x? + asx + ag alakra hozzuk (ez megtehetd), akkor a
A(ay, ..., as) diszkrimindns nem 0; a pontos 6tvéltozés hetedfoki polinomot nincs
szivem leirni. Tovabba minden algebrailag zart test f6l6tt megvannak a Riemann-
Roch és Cayley-Bacharach tételek, igy a tobbi lehetséget most is ki lehet hasznalni
az Osszeadas definidldsara.

Egy ¢ : C — D raciondlis leképezés szeparabilis, ha a k(C)/ f*k(D) testb&vités
szeparabilis, azaz a testbovités minden elemének minimalpolinomjanak csak kiilon-
boz6 gyokei vannak. Ilyen esetekben a Galois-elmélet kiilonosen jél miikodik, ezért
fontosak ezek. Altaldban is igaz, hogy deg f = [k(C) : f*k(D)] < oo, és ez mege-
tikus gorbéket illetden nagyon fontos, hogy ha E egy projektiv elliptikus gorbe k =
IF, folott, akkor a ¢ : E(k) — E(k), (z,y) — (2%,y?) Frobenius-leképezés tisztdn
inszepardbilis, deg ¢ = ¢, 1 — ¢ szepardbilis, igy deg(1 — ¢) = | ker(1 — ¢)|, tovdbba
fixpontjai pontosan az E(k) pontok, {gy deg(l — ¢) = |E(k)|. Ezutdn hasznélva,
hogy a deg leképezés egy pozitiv definit kvadratikus forma End (E(k))-n, a Cauchy-
Schwarz egy valtozatdbdl konnyen kijon mar Hasse tétele: trividlis ugye, hogy legfel-
jebb 2¢ + 1 pont van E(k)-n, a tétel pedig az, hogy |E(k) —q — 1| < 2,/q. Ebbdl
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példaul kévetkezik az is, hogy ha ¢ paratlan, akkor egy harmadfokt gorbe képén a
négyzet és nemnégyzet testelemek szdmanak kiilonbsége legfeljebb 2, /g. Aki ismeri
a Riemann-sejtés négyzetmentes szamokrol sz016 véltozatat, az mar most tiizbe
johet, de elébb inkdbb egy definicié jon. Legyen A = Z[X1,..., X,]/(f1,---, fm)
gylirti, m < A maximélis, ekkor A/m egy véges test, ennek elemszdma legyen
N(m). Az A-hoz tartozé zeta-fiiggvény pedig

A= I (1-@)1.

m<JA max

Pld. ¢(Z, s) = ¢(s) szokdsos. Ugyanigy végesek az N(m)-ek, ha A = k[V], ahol a
V' egy k feletti nemszinguldris projektiv varietds, k = Iy, k, = Fyn, ekkor is lehet
az el6z6 definicié. Egy masik, hogy

2(V (k). T) = exp (Z |v<kn>|§> L CVR)s) = Z(V ()0 )

Alighanem ((k(V),s) = ((V(k),s). André Weil sejtései, melyek bizonyitdsaért
Deligne Fields-medalt kapott, azt mondjak, hogy

a. Racionalités. Z(V (k),T) € Q(T).

b. Fiiggvényegyenlet. Z(V (k),1/q"T) = +q"XV)2TxV) Z2(V (k), T).

¢. Riemann-hipotézis. Z(V(k),T) = Sl ahol RBy(T) =1-T
P (T) =1 —¢"T, kiilonben pedig P;(T) = Hj(l —ay;T), |oj| = q3.
Elliptikus gorbékre ezt mar Weil is bizonyitotta, benne van a Silvermanban is,
és azt adja, hogy
1— aqfs + q172s
(I—g*)(1 —q'2)’

egy k-tol figgé a € Z-vel. Ebb8l most kivetkezik, hogy ha ((E(k),s) = 0, akkor
l¢°| = /4, és igy R(s) = 1/2. Ezt egyébként a Hasse-tételbdl kézvetlen szdmoldssal
is ki lehet hozni.

C(E(k),s) =

A véges testekre vonatkozé eredmények igen fontosak Q és C folott is, ugyanis
nem csak az igaz, mondjuk, hogy ha egy egyenletnek van egész megoldasa, akkor
van mod p is, hanem nagyon sokszor forditva is: ha minden p-re van megoldas mod
p, akkor rendes megoldds is van. (Ezt hivjdk Hasse-elvnek.) Ezt is haszndljék a
témakor {6 eredményei: illik tudni a Mordell-Weil-tételrdl, mely szerint (E(Q), H)
végesen generdlt, Siegel tételérdl, mely szerint E(Z) véges, Faltings tételérdl, mi-
szerint egy egynél nagyobb génuszi varietas raciondlis pontjai véges sokan vannak,
és a Wiles bizonyitotta Nagy Fermat Tételrol.

Végiil pedig a moduldris formék: a moduldris csoport egy I : G] < oo részcso-
portjahoz tartoz6 f : H — C holomorf fliggvény egy 2k sulyt moduldris forma,
ha

1. f(y7) = (et + d)** f() minden v = (Z Z) € G csoportelemre.

2. 3A, B > 0, hogy 37 > Besetén |f(7)] < A. Minden p/q € Q-ra 3A,,,,, B/, > 0,
hogy |7 — p/q —iBy/q| < Bpq esetén |f(1)| < Ap/q|T —p/q|?*.
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A 2. feltétel els§ felébol lathatd, hogy ezek nem lehetnek holomorfak az egész
sikon, a médsodik fél viszont pont egy olyan novekedési feltételt szab az X (G) =
H/G \ H/G pontokra, hogy az f(7)dr®* (az 1. feltétel miatt) G-invaridns mero-
morf differencidl egy értelmes differencidl legyen a teljes lezdrt X(G) = H/G
faktoron. Vegyiik még észre a definfci6t illeten, hogy e, (1) = (cr + d)?*-nal
€y1v2 (T) = €4, (72T)er, (7), ami pld. a csoportkohomolégidk nyelvén azt jelenti, hogy
ay— ey() egy ZY(I',{f: H — C holomorf})-beli 1-kociklus.

Legyen ME = {f egy 2k stlyt G-moduldris forma} és S& = {f € M : f(z) =
0 Vo € Xoo(G)}. Egy abszolit innovativ olvasé taldn méar észrevehette, hogy
taldlkoztunk 1ényegileg az 6sszes I'-moduldris formdval: az Eisenstein sorok G (1) €
M, s6t, MY = @52 (M} = Clga, g3, és igy nagyjabdl dime M} ~ k/6. A diszkri-
minidns A(7) = g3 — 27¢2 € SL,. Definidljuk még a j(7) = 1728¢2(7)3 /A(1) € MY
j-invaridnst, amely egy holomorf X (I') — PC fiiggvény, amelynek egyetlen pélusa
a oo-ben van res(j; 00) = 1-gyel, és egy konform ekvivalencidt csinal X (G) és P1C
kozott. Ez azt is jelenti, hogy két elliptikus gorbe pontosan akkor konformekvi-
valens egymadssal, ha j-invariansuk megegyezik. Egyébként G részcsoportokként
altaldban olyasmiket vesznek, hogy I'(N) = {y € ' : v = Id mod N} vagy
[o(N)={y€T':c=0modN}, ez olykor ad egy kis szdmelméleti {zt.

Vilagos, hogy A(7) valéjdban csak ¢ = e2™7-tdl fiigg, {gy tekinthetjiik a A(7) =
(2m)12 302 T(n)g™ sorbafejtését; a T(n) sorozatot hivjdk Ramanujan-sorozatnak.
Igaz a Jacobi-formula,

A(r) = (2m)2 [ (1 - g2,
n>1

tovdbba a 7(n) egy (gyengén) multiplikativ szdmelméleti fiiggvény. Ha megézziik,
hogy az els6 definiciébdl esetleg 7(1) = 1 latszik, de, hogy a t&bbi érték is egész
lenne, méar nem nagyon, ez eléggé mellbevigd eredmény. Az oka nagyjabdl az, hogy
a dim ST, = 1 miatt a A(7) egyszerre sajatvektora az illet6 téren haté dsszes tigyne-
vezett T,, Hecke-operatornak, amely T, egymdssal kommutalé operatorok viszont
egy (gyengén) multiplikativ rendszert alkotnak. Ezek a Hecke-operdtorok nagyjabol
azon az elven késziilnek, hogy ha f(r) € MY, akkor g(r) = f(nr) € MTo(™
minden n egészre, és szeretnénk most g(7)-bdl ismét egy I'-moduléris forméat kapni,
valamifajta dtlagoldssal a I'/T'g(n) mellékosztalyok szerint.

Ha a 6(z,7)-ra igy néziink, mint rogzitett z = 0 mellett 7 fiiggvényére, akkor
egy 1/2 silyd moduléris formét 1ldtunk, vagy hasonlét. Ezt is lehet annak okaként
tekinteni, hogy a Riemann (-ra van figgvényegyenlet, ugyanis Hecke tétele, hogy
ha egy 0 < Iy < lp < ... egészekhez tartozé ¢(s) = > .° | a,l,® Dirichlet-sorra
pontosan akkor van fiiggvényegyenlet, ha az f(7) = ag + Y oe | ane?™n7/* az egy
j6 kis moduléris forma.

Megemlithetjitk még a Moonshine-sejtést, melynek bizonyitasaért R. Borchards
nemrég kapott Fields-medalt. Eszerint ha nézziik a

G(e¥) = 71 4 744 + 196884q + 21493760¢% + . ..

sorbafejtést, illetve a legnagyobb sporadikus véges egyszert csoport, a Monster
irreducibilis reprezentacidinak dimenzidit, amik sorozata 1, 196883, 21296876, ...,
akkor azt latjuk, hogy az elsé sorozat kezd60sszegei pont a masodik sorozatot adjak.
Ez egyrészt teljesen irredlis, masrészt alapvet6 a szuperhirelméletben, ami a mai
kvantumfizika legmenbb dga.



