ALGEBRAI GEOMETRIA FELADATSOR (1999. OSZ)

PETE GABOR <gpete@sol.cc.u-szeged.hu>

Egy k-as vizsgajegyhez 2k db feladat megoldasa sziikséges, a csillaggal jelolt fe-
ladatok kett6t érnek, de azért 8k sem nagyon nehezek. (Néha csak nem volt szivem
kettétorni 6ket, viszont részmegoldds is beadhato. Csillagtalan feladat csillagossa
mindsitéséért is lehet folyamodni.) Az 6ra kovetéséher a feladatok elolvasdsa mele-
gen ajanlott. Barmilyen kérdést vagy észrevételt orommel fogadok.

Algebrai gorbék, Bézout-tétel

1. Hatédrozzuk meg azt a legkisebb d = d(m, n) dimenziét, amelyre minden K test
esetén létezik P"K x PK — PUK zért algebrai részvarietasként valé bedgyazés!

2. Legyen K tetsz6leges test, az (a) részben algebrailag zért.

(a) Biz. be, hogy tetszdleges m-edfokt homogén p(x,y) € K|z, y] polinom felbom-
lik m db linedris oz + B;y tényezd szorzatéra, ahol (ay, 3;) € K2\ {(0,0)}.
Igaz-e ez tobb valtozora?

(b) Legyen P(x1,...,x,) egy m-edfoki homogén polinom. Biz. be, hogy

opr

:L'la—(:yl,...,zcn) +o g — (21, xy) =mP(x1, ... xy).
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(c) Igazoljuk, hogy ha vessziik K™-ben a p(z1,...,z,) polinom altal definidlt C
részsokasag topolégiai lezdrasat P"K-ban, akkor ez a C* részsokasdg nem
més, mint a P(z1,...,2,+1) homogenizdlt polinom &ltal definidlt projektiv
részsokasag)!

3. Tekintsikk a C = {axy = y*> : 2,y € C} és D = {y*> = 2® : 2,y € C} komplex
gorbéket! Keressiik meg szingularitdsi helyeiket! Vegyiik az S = {|z| = e:z €
C} gombfeliiletet, e > 0 kicsi, és hatdrozzuk meg a C' N S, és D N S, sokasdgok
homeomorfizmus tipusat!

4. frjuk ki rendesen a Bézout-tétel bizonyitasat, azaz:

(a) ha a P és @ polinomok &ltal definidlt C' és D komplex projektiv gérbéknek
nincsen kozos komponense és [1 : 0 : 0] € C' U D, s6t, semelyik olyan egye-
nesen sincsen rajta, ami C' N D két pontjan is dtmegy (ez dtkoordindtazdssal
elérhetd), akkor az I,(C, D) metszési indexre jé definicié az a legnagyobb k,
hogy p=[a:b:c] € CN D-re (bz — cy)k osztja az Rpg(y, 2) rezultdnst.

(b) Ezzel az I,(C, D)-vel valéban igaz tetszéleges n és m-edfoki komplex projektiv
gérbékre, hogy >° onp Ip(C. D) = nm.

(c) Ez az egyetlen j6 definici6 I,,(C, D)-re.

*4.5. Két aprésdg, amibe az 6ran belebuktam:
(a) Biz. be Bézout tételébdl Pascal “misztikus hatszog” tételét.
(b) Egy P(a,b,1) =0 # Py(a,b, 1) pont esetén a Hesse-determindns Hp(a,b, 1) =
0 pontosan akkor, ha az [a : b : 1] koriill P(z,y(z),1) = 0-val definidlt y(x)
gorbére 9%y /012|,—, = 0 — azaz a két inflexiés pont definicié megegyezik.

5. Legyen C egy d-edfokii nemszinguldris gérbe P2C-ben. Bizonyitsuk be, hogy
(a) ha d > 2, akkor C-nek legfeljebb 3d(d — 2) inflexiés pontja van.
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(b) ha d > 3, akkor C-nek legaldbb egy inflexiés pontja van.

6. Igazoljuk, hogy minden nemszingularis 3-adfokd komplex projektiv gorbe egy
projektiv transzforméaciéval az y?z = x(x — 2)(x — Az) alakra hozhatd, ahol
A e C\{0,1}.

7. Biz. be, hogy minden nemszingularis 3-adfokd komplex projektiv gérbének pon-
tosan 9 inflexids pontja van!

8. Igazoljuk a Cayley-Bacharach tételt, azaz: legyen C' és D két 3-adfoku komplex
projektiv gorbe tigy, hogy C N D = {P,..., Py} kiilonb6z6 pontok. Ha E egy
harmadik kobgorbe, ami 4tmegy a P, ... Ps pontokon, akkor a Py-en is dtmegy!
Altalénosithatjuk a deg F < deg C' + deg D — 3 esetre is!

9. Igazoljuk a Cayley-Bacharach-tételbol
(a) a Pascal-féle “misztikus hatszog” tételt!
(b) hogy az egyenesmetszéssel geometriailag definidlt dsszeadds az elliptikus gor-
béken asszociativ!

10. Mint tudjuk, a valés projektiv kiipszeletek S halmaza azonosithaté a 3 x 3-as
valés szimmetrikus méatrixok terével, és igy R6-nal. Tetsz6leges Pi,..., P, € P2R
pontokra jelolje So(Pi, ..., P,) az ezen pontok mindegyikén dtmend mésodfokd
gorbék halmazét, azaz RS egy részhalmazat. Igazoljuk, hogy ez a részhalmaz egy
differencidlhaté sokasdg, sot, egészen specidlis! Tovéabbd dim Sa(Py, ..., P,) >
6 — n, és egyenl6ség is igaz abban az esetben, ha n < 5 és semelyik 4 pont sem
kollineéris.

11. Egy f(z,vy) € K[z,y] polinom raciondlis parametrizdldsin olyan z,y : PK —
P'K raciondlis fiiggvényeket (azaz polinomok hanyadosait) értjiik, melyekkel az
{f(z,y) =0: 2,y € K} ponthalmaz az {f(z(t),y(t)) : t € P'K} alakba frhaté.

(a) Taldljunk ilyen parametrizaldst az 22 + y? = 1, 22 = ¢3, > = 2% + 22,
xz* + y* + 2%y — y3 = 0 gorbékhez!

(b) Lehet-e vajon parametrizélni az y? = 23

— 1z és az 23 + y3 = 1 gorbéket?

Leképezések foka, fedések, Lie-csoportok

12. Igazoljuk, hogy tetsz6leges M topolégikus térre a mq (M) /[m1 (M), w1 (M )] csoport
(a kommutétorral val6 faktorizdlt) izomorf a Hy (M, Z) homolégiacsoporttal!

*13.

(a) Igazoljuk, hogy ha f : R™ — R™ diffhaté, és C C R™ Lebesgue-mértéke
0, akkor f(C) is 0O-mértékii. (Otlet: hasznaljuk a Lagrange kozépérték-tételt,
avagy a Taylor sorbafejtést, ami ugyanaz.)

(b) Bizonyitsuk be Sard tételét: ha f : M — N egy m és egy n dimenziés
diffhaté sokasag kozotti diffhaté leképezés, akkor a kritikus értékek halmaza
N-ben 0-mértékii. (Otlet: n-re indukcié és Fubini, és persze az (a) pont.)
Igaz-e, hogy a kritikus helyek is 0-mértékiiek M-ben?

*14. Biz. be, hogy f : M — N diffhatéra deg f|, valéban fiiggetlen az y € N
regularis érték valasztasatol, és f-re nézve homotdpiainvaridns!

*15. Igazoljuk, hogy
(a) az f,g: M — S™ leképezések pontosan akkor homotdpok, ha deg-jitk meg-
egyezik;
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(b) ha f: M — N-re vessziik az fZ, : H,(M,Z) — H,(N,Z) indukalt homo-
morfizmust, akkor deg f = fZ (1).

*n
. Mint tudjuk, tetszoleges f : M — M leképezés x € M izolalt fixpontja es-

etén definialhatjuk az ind . f indexet mint az x koriili Gauss-leképezés deg-jét.
Fogadjuk el a Lefschetz-formuldt, miszerint

dim M
DD S = L) = ) induf,
k=0 zE€Fiz(f)

és bizonyitsuk ebbdl a Brouwer fixponttételt (a B™ gémb tetsz6leges folytonos

c sz

§: M — T'M vektormezdre } . . py, ) ind 2§ = X(M)).

Igazoljuk a kovetkez6 Lie-csoport dimenzidkat!
dim GL(n,R) =n?, dim SL(n,R)=n? -1, dimSL(n,C)=2n*—2

n(n—1)

dim O(n) = dim SO(n) = 5

dimU(n) =n?, dimSU(n)=n%-1
Ha f: H — G egy feddleképezés, G Lie-csoport, és f(e') = e, akkor létezik
pontosan egy e’ egységelem(i Lie-csoportstruktira H-n, hogy H/ker f ~ G, és
ker f < Z(H) diszkrét részcsoport. Megforditva, egy H Lie-csoport esetén min-
den T’ < Z(H) diszkrét részcsoportra H/T' egy Lie-csoport.

Legyen p: E — B egy lokdlisan trividlis fibrdacié F' fibrummal. Ha valasztunk
x € B ésy € E alappontokat, p(y) = z, F = p~!(z), akkor a p projekci6 és az ¢ :
F — FE bedgyazds természetes médon indukdljék a p. : mx(E,y) — 7 (F, )
ésaty: mi(F,y) — m(E,y) homomorfizmusokat. Bizonyitsuk be, hogy 1étezik
egy 0 : mp(B,x) — m—1(F,y) homomorfizmus gy, hogy a kiovetkezd sorozat
egzakt:

w1 (B) S i (F) 5 o (B) 5 i (B) L w1 (F) —— -

Hasznaljuk a p : E — B fibracio relativ homotopiafelemelési tulajdonsdgdt
tetszbleges Q C P szimplicidlis komplexus péarra, azaz: minden f; : P — B
homotépidra, az fy kezd6leképezés egy tetszdleges gy : P — E felemeltjére, és
az fi|g egy tetszdleges hy : Q — E felemeltjére, amire hg = golq, 1étezik egy
hi-t kiterjeszté f; feletti go kezdetii g; homotoépia.

. Igazoljuk, hogy

(a) SO(3) ~ SU(2)/{£1} mint Lie-csoportok, és ezek diffeomorfak P?R-rel.
(b) m(SO(n)) =Z2, han > 3.

(¢) m(GL(n,C))=m(U(n)) =2Z,han >1.

. Egy G lokdlkompakt Abel-csoport D részhalmazat Deloné-halmaznak nevezziik,
ha wuniforman diszkrét, azaz 1étezik az 0 egységelemnek egy U kornyezete, hogy
(D—D)NU = {0}, és viszonylag sird, azaz 1étezik olyan kompakt K C G, hogy
D + K = G. Bizonyitsuk be, hogy

(a) egy A < G részcsoportra ekvivalens az a két feltétel, hogy A Deloné, illetve,

hogy A a G-bdl 6roklott topolégidban diszkrét, és G/A kompakt. Ezeket a



A-kat hivjuk rdcsnak. A 0 egységelem G/A szerinti osztélyat, ami egy F' =
F(A) C G kompakt halmaz, hivjuk a A rdcs fundamentdlis tartomdnydnak.
Ez persze nagyjabdl megegyezik a szokdsos fundamentalis tartomany definicié-
val, amikor is a A csoport eltolasokkal valé hatasat nézziik a G feliileten.

(b) R™-ben vagy Q™-ben pontosan az n darab linedrisan fiiggetlen elem &ltal gen-
eralt szabad Abel-csoportok a racsok.

(c) Ha egy A < R™ rdcs generatorai az fi,..., [, vektorok, mégpedig az R"
egy e1...,e, bazisdban felirva fi, =), cpie;, akkor az F' fundamentalis tar-
tomédnyra Vol (F') = det (¢;;), ahol az e;-k dltal feszitett egységkocka térfogata
1. Ez a Vol F nem fiigg az f; generdtorrendszertél. Ha I' < A egy részrics,
akkor [A : T] = Vol F(T")/Vol F(A).

(d) Ha K C R" egy 0O-ra centralszimmetrikus konvex kompakt halmaz Vol K' >
2"Vol F(A) térfogattal, akkor K tartalmaz récspontot az origén kiviill. Ez
Minkowski 1. szamgeometriai tétele.

22. Egy 6sszefiiggd Abel-féle valés Lie-csoport T* x R™* alakd.
23. Kompakt osszefiiggé komplex Lie-csoport mindig Abel-féle.

24. Egy G Lie-csoportnak a T.G-n értelmezett g Lie-algebrdjan van az ad(X )Y -ként
definidlt [X,Y] Lie-zérdjel. Tetszdleges X,Y € T.G vektorokhoz tekinthetjiik
az X 6s Y, a teljes TG-re kiterjesztett vektormez8ket, ahol X, = (dmg)eX,
mg 1 G — G a g-vel valé balrdl szorzds. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges

f: G — R diffhat6 fiiggvényre [X,Y]f = X (Y f) — X(Y f).

Riemann-feliiletek és fedoleképezéseik

25. Igazoljuk a kovetkezd Riemann-felillet automorfizmus-csoportokat!
(@) AutC={z—az+b:aecC\{0},beC}.
(b) AutD = {z — &£ : |42 — |c[> = 1} < PSL(2,R).

cz+a

(c) AutP!C={z+ ‘Cfis sad —be=1} ~ PSL(2,C).

26. Mik az univerzalis feddi a kovetkezd Riemann-feliileteknek? Nyilt korlap minusz
egy pont; sik minusz egy pont; sik minusz két pont. (Otlet: a T' = PSL(2,7Z)
moduldris csoport Mobius-trafékkal valé hatdsa a felsé félsikon.)

*27. Bizonyitsuk be a Kis és Nagy Picard-tételt, melyek szerint egy egész sikon holo-
morf nemkonstans fiiggvény lefeljebb egy értéket hagyhat ki értékkészletébdl, il-
letve egy 1ényeges szingularités tetsz6leges kornyezetében is legfeljebb egy kivéte-
les érték van. (Otlet: ne féljiink dttérni az univerzalis fedkre!) Adjunk példakat,
amikor van kivételes érték!

28. Legyen R egy g génuszi Riemann-feliilet, w egy tetszéleges meromorf differencidl,
és k = divw az 6 kanonikus divizorja. Bizonyitsuk be, hogy degx = 2g — 2.

*29. frjuk ki szépen a Riemann-Roch tételben a Lemma 1-3. dllitdsok bizonyitasat!

30. Van egy tétel, miszerint tetszbleges kompakt g > 2 génuszi R Riemann-feliilet
automorfizmus csoportja véges. Ezt ismertnek feltéve, bizonyitsuk be, hogy
|[Aut R| < 84(g — 1).



Kommutativ algebra

31. Legyenek M, M’ ,M" N egy A (ezentdl mindig kommutati{v) gylir{i f6l6tti mo-
dulusok.
(a) Ha az M’ — M — M"” — 0 sorozat egzakt, akkor az M’ ® N —
M®N — M"”® N — 0 sorozat is az.
(b) A hasonld allitds a 0 — M’ — M — M" egzakt sorozatra nem igaz.

32. frjuk ki rendesen a kovetkezd tételek bizonyitasat!

(a) Legyen I <« A, M egy végesen generalt A-modulus, ® : M — M modu-
lushomomorfizmus tgy, hogy ®(M) C IM. Biz. be, hogy Jag,...a,_1 € I,
amelyekkel teljesiil a ®” + a,,_1®" ' 4+ --- + ag = 0 egyenlet!

(b) Ha I < radA := Nyymaxm, és IM = M, akkor M = 0. Ez a Nakayama-
lemma.

(c) Legyenek A C B gyfiriik. Ekkor tetszéleges © € B-re az A[x] modulus pon-
tosan akkor végesen generalt A folott, ha x egy algebrai egész A-ban.

33. Ha A C B integritdstartoményok, és B algebrailag egész A f0lott, akkor A és B
pontosan egyszerre testek.

34. Legyenek A C B gytriik, és B algebrailag egész A {olott.

(a) Minden P < A primhez létezik Q <@ B prim, hogy P = Q N A.

(b) Ha P, C --- C P, primidedlok A-ban, és Q1 C --- C @, primek B-ben tgy,
hogy Vi < m < n-re Q; N A = P;, akkor a ldncunk megfeleléen kiterjesz-
theté --- C @), C -+ C Q,-né. Ez a Going up tétel. Fogalmazzuk meg és
bizonyitsuk a Going down tételt is!

35. Algebrai szadmelmélet bemelegitésként igazoljuk az itt folelevenitett allitdsokat!
(a) Ha [K : Q] =n egy algebrai szdmtest, akkor a K algebrai egészeinek

Ok :={a€Q:ac K egy Z-egyiitthatés polinom gydke}
= {a € Q: Z[a] egy végesen generalt Z-modulus}

halmaza egy gytri, amelyre Ox NQ =Z és O 07 Q = K.

(b) Pontosan n darab o, : K — C testbedgyazds van, ezek koziil 2s darab
egymas paronkénti komplex konjugéltjai, op4; = Tristi, ¥ + 25 = n. Ha
o= (01,...0n) : K — C", akkor V := 0K ®g R ~ R”, ahol az izomor-

fizmus a 0 +— 6 = (01,...,07, ROrt1,- s ROp45, SOrt1, - - -, Sorgs) meglelel-
tetés. Végiil definidljuk a Normg g = [[,_; oy és Trga =, o,
szamokat.

36. Bizonyitsuk be (nem feledve a 21. feladatot, és az eléz6 feladat jeloléseivel) a
kovetkezoket:
(a) O egy szabad Z-modulus n generatorral; legyenek ezek aq, ... ay,.
(b) Az M = (0,«,) métrixra a K test diszkrimindnsa

d := det (MT M) = det (Trg /g (o)) # 0.

Tovébba Vol V/6Ox = 275|dx |'/2.
(c¢) Ha a az Ok egy tortidedlja, akkor értelmes a

Normg /g a = (VolV/Ga)/(VolV/6Ok)



definicié, rendes a < O idedlokra ez egyenld [Og : a]-val, és Normg /g (o) =
Normg g o, tetszbleges a € Of-ra.

*37. Igazoljuk, hogy
(a) Ok egy Dedekind-tartomdny.
(b) ClOg véges.

38. Bizonyitsuk a kovetkezoket:
(a) Tetszbleges A gytirti nilpotens elemeinek idedlja nil A = Np prim P.
(b) Egy (A, m) lokélis gy{irtiben dim Ap < dim A minden m # P primre.
(c¢) Haegy A gylirQi minden maximaélis m idedljara dim A,, = r, akkor dim A,,, = r
is igaz.

39. Egy A Noether-tartomany pontosan akkor UFD, ha minden = € A primre A, is
az, illetve pontosan akkor, ha minden ht P := dim Ap = 1-t teljesité P primidedl
féideal is.

*40. Bizonyitsuk egy A Noether-gytiriiben a kovetkezOket:
(a) Ha I primér, akkor /T = P prim. Ilyenkor hivjuk I-t P-primérnek.
(b) Ha +/T maximélis, akkor I primér.
(¢) Minden irreducibilis I idedl primér is. Ennek forditottja nem igaz.
(d) Tetsz6leges idedl el6all véges sok primér idedl metszeteként.

41. Legyen (A, m) lokdlis gylir(i és M egy végesen generdlt A-modulus (pld. egy
primidedlja A-nak). Igazoljuk, hogy ekkor M minimaélis generdtorszdma egyenlé
dimy /p, M/mM-mel. Igy definiciéként elfogadhatjuk, hogy (A, m) reguldris, ha

min (@ minimdlis generdtorszdma) =: r(A) = dim4,, m/m’.
m-primer Q

42. Ha (A, m) reguléris, és x € m \ m?, akkor A/(x) is reguldris.
43. Bizonyitsuk be az r(A) = dim A dimenzid-tétel azon felét, hogy r(A) < dim A.

44. Feltéve a dimenzié-tételt igazoljuk, hogy ha (A, m) reguldris, akkor A egy in-
tegritastartomany.

45. Legyen C egy k folotti irred. algebrai gorbe. Ekkor
(a) C pontosan akkor nemszinguldris, ha A = k[C] normadlis.
(b) Ha A egészségilezértja Frac A-ben A, akkor 1étezik egy nemszingularis C' C k"
gbrbe, hogy A = k[C], és az A — A bedgyazés egy polinomislis C — C
leképezéshez tartozik.

46. Igazoljuk, hogy ha (mint a NNL-ban) van egy k[Y1,...,Y,,] — Kk[V] véges
modulus-kiterjesztésiink, akkor az ennek megfeleld k" O V' — E™ vetitésnek
véges fibrumai vannak. S6t, ha k = k, akkor a fibrumok nemiiresek.

47. Egy P < A = k[V] pontosan akkor maximadlis, ha [Frac (A/P) : k] < oo.

*47.5. Ha A =7Z[X1,..., X,/ (f1,-.., fm) vagy A = k[V], ahol k egy véges test, akkor
minden m < A maximalis idedlra az A/m test véges.
48. Legyen J = (XY, XZ,YZ) < k[X,Y, Z]. Micsoda V(J) C k3?7 Igaz-e, hogy
J = I(V(J))? Biz. be, hogy J nem generdlhaté 2 polinommal. Tekintsiik
J' = (XY, (X —Y)Z)-t. Taldljuk meg V(J')-t és rad J'-t.
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. Irjuk ki rendesen annak bizonyitését, hogy ha V = V(I), I < k[X1,...,X,], és
I=(f1,...,fr), akkor rank (0f;/0X;)(P) <n—dimV.

. Legyen k = k test. A Jacobi-rangos definiciéval kénnyen latszik, hogy k™ minden
pontjdban sima. Bizonyitsuk be ebben a specidlis esetben azt a tételt, hogy
pontosan akkor sima egy p € V' pont egy tetsz6leges k feletti algebrai varietdson,
ha Oy, reguldris.

V affin algebrai varietds k = k felett. Biz. be (a dimenzi6-tétel felhasznéldsaval),
hogy trdeg[k(V) : k] = dimV = dim Oy, minden p € V-re. Kovetkezmény,
hogy dim V' = dim k[V].

. Legyenek V., W C k™ részvarietasok. Bizonyitsuk be, hogy V N W tetsz6leges Z
komponensére codim Z < codim V' + codim W.

. Legyen C és D két k = k feletti projektiv gérbe. Mint azt tudjuk, minden
sima p € C pontra dimg mp/mg = 1, és persze k = Oc¢p/myp. Definidljunk
egy diszkrét értékelést Og,p-n, mégpedig ord,(f) := max{d > 0 : f € ml}. Ez
természetes médon kiterjeszhetd egy ord, : k(C) — Z U {oo} értékeléssé. Egy
t € k(C) fiuggvényt p-beli uniformizdlonak hivunk, ha ord,(t) = 1, azaz ha m,,
egy generdtora. Egy f: C — D algebrai leképezésre deg f := [k(C) : f*k(D)],
persze deg f := 0, ha f konstans. Ha f sima gorbék kozotti nem-konstans
leképezés, akkor definidljuk minden p € C-ben az eldgazdsi indexet ef(p) =
ord,(f*t s )-ként. Bizonyitsuk be, hogy minden ¢ € D pontra

> es(p) =deg f,

pef=1(q)

és amugy is, fenti definiciéink Riemann-feliiletek holomorf leképezéseire mege-
gyeznek a szokasosakkal.

Legyen k egy tokéletes test, I < k[X1,...,X,],V = Vi(I),V = Vi(I). Igazoljuk,
hogy a Zariski-zart pontokra |V| = [V|/Gal(k|k).

. Tetszbleges k folotti V varietdsra PicV ~ Clk[V].

Elliptikus gorbék és moduldris formdk

. Biz. be a kovetkezd allitdsokat!

(a) ¢'(2)? =4p(2)° - g20(2) — g3

(b) A Weierstrass-paraméterezés egy konform-ekvivalencia C/A; és E. kozott.

(c¢) Az E. pontosan akkor nemszinguldris, ha A(7) # 0, ami potosan akkor, ha
T # 0.

. Igazoljuk a Riemann-Roch-tétel nélkiil az M(C/A) = C(p(z), ¢’'(z)) GAGA-ti-

pusu allitast.

. Igazoljuk, hogy

(a) End(C/A) = Z vagy R < Q(v/D), D < 0, részgyfirii, ahol R egy végesen
generalt modulus Z f6l6tt, és R ® Q = Q(v/D).

(b) Pld., ha A7% + Bt + C = 0, akkor End (C/A,) = Z + ZAr.

. Irjuk ki rendesen a Pic’(E) ~ (E, ) tétel bizonyitasat, azaz



(a) Byepord,(f)z =0.
(b) Az egyetlen holomorf lehet8ség a 0(z + 1) = 0(z) és O(z + 1) = e ™ (2#7)g(2)
tulajdonsdgok kielégitésére a 0(z) = 3, e™in T H2winz,

(c) A f-nak egyszeres gyokei vannak az (1 + 7)/2 + A, pontokban, mdshol nin-
csenek.

60. mctg(mz) =1 +3> (Zin + Zin)

61. Hatdrozzuk meg a I' moduldris csoport hatdsat H-n: (S,T) generédtorrendszer,
fundamentalis tartomdany, diszkrétség, stabilizatorok.

*62. Biz. be, hogy I' = Zs * Z3 szabad szorzat!
63. Hatdrozzuk meg a [I" : T'(n)] indexet.

*64. frjuk ki rendesen annak bizonyitasat, hogy C folott két elliptikus gorbe E, és
E. pontosan akkor konformekvivalensek, ha j(7) = j(7/).

*65. Igazoljuk, hogy MT = Clga(7), g3(7)].

66. Biz. be, hogy egy k = F, folotti E elliptikus gorbére a ¢ : E(k) — F(k),
o(z,y) = (2%,y?), Frobenius-leképezés jéldefinidlt, és fixpontjainak halmaza ép-
pen E(k).

67. Igazoljuk, hogy tetszOleges k test feletti V' projektiv varietdsra ((V(k),s) =
C(k(V), 5)-

*68. Igazoljuk Hasse |F(FF,) — ¢ — 1| < 2,/q tételébdl a megfeleld Riemann-sejtést: ha
C(E(F,),s) =0, akkor fs = 1/2.



