ALKALMAZOTT ALGEBRA

SZORGALMI FELADATOK (6.) MBN412G 2013/2014. TAVASZI FELEV

Legyenek G és H csoportok, @: G — H homomorfizmus. Tetsz8leges S < G és T < H részcsoportokra legyen

(S) ={e(s):s€S}CH,

@
¢ (T)={geG:9(g)eT)CG.

Legyenek S és S’ részcsoport a G csoportban. Ekkor SV S’-mal jeloljiik az [S U S'] < G részcsoportot.

Sz-84. Legyenek G és H csoportok, @: G — H (csoport) homomorfizmus, valamint legyen S,S’ < Gés T, T’ < H.
Igazolja az aldbbiakat:

(a) @(SNS) C @.(S) N @.(S); (b) @«(SVS") = @.(S)V 0.(S);

(©) " (TNT) =@*(T) N (T"); (d) " (T V@ (T) C o*(TVT).
Mutassa meg, hogy az (a) és (d) esetekben valédi tartalmazas is teljesiilhet. (2 pont)
Sz-85. Bizonyitsa be, hogy ha H valédi részcsoportja G-nek, akkor UgeG g '"Hg S G. (2 pont)

Sz-86. Legyenek G és H csoportok, G véges, valamint ¢: G — H homomorfizmus, melynek magja N = Ker (¢@).
Bizonyitsa be, hogy G tetszoleges S részcsoportjara

(G: Sl =[@«(G): @.(S)]-[N:SNN]
teljesiil. (3 pont)
Sz-87. Tetszéleges G csoportra legyen [G, Gl = [{g7'h~'gh: g,h € G}]. Igazolja az alabbiakat:
(a) [G,G] « G;
(b) ha A Abel-csoport és @: G — A homomorfizmus, akkor [G, G] C Ker (¢).
(1 pont)

Sz-88. Legyen @: G — H homomorfizmus a G és H csoportok kozott, valamint legyen T részcsoportja H-nak.
Bizonyitsa be, hogy

(a) T < H pontosan akkor teljesiil, ha ¢*(T) < G;
(b) ha T < H, akkor G/¢@*(T) = H/T.
(2 pont)

Sz-89. Legyen A nemiires halmaz és /: A x A — A, (a,b) — a/b olyan miivelet A-n, amelyre

o/ (((ta/ayv)e)/(((a/a/a) ) ) =
teljesiil tetszoleges a,b € A elemekre. Mutassa meg, hogy barmely a,b € A esetén

a/(b/b) =a és a/a=b/b

—1

teljesiil. Mutassa meg, hogy (A; -, ', e) csoport, ahol

a-b=a/((a/a)/b) (a,b € A),
a ' =(a/a)/a (a € A),
e=a/a(acA).

(5 pont)
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Sz-90. Legyen S szimmetrikus, Q ortogonélis méatrix és C = SQ. Mutassa meg, hogy S* = CCT. (1 pont)
Sz-91. Legyen n € N, V={p € R[x] : p* < n} és

1

(ya) = | plUgat (pae V)
—1

Mutassa meg, hogy a @: V — V|, p — ((1 — xz)p’)/ transzformécié linedris és hatdrozza meg a @ lineéris

transzformécié adjungéltjat. (2 pont)

Sz-92. Mutassa meg, hogy véges dimenzids euklideszi tér barmely ¢ lineéris transzformaciéjara az

(a) @ 6nadjungslt, (b) @ ortogonalis (c) ? =id
feltételek barmelyike kévetkezik a masik kettobdl. Van-e olyan, amelyik pusztan egy masikbdl is kovetkezik?
Milyen ¢ linearis transzformécidkra teljesiil mindharom feltétel? (2 pont)

Sz-93. Igazolja, hogy egy ortogonalis transzformaécié karakterisztikus polinomjanak minden valdés gyoke 1 ab-
szolut értékii. (2 pont)

Sz-94. Igazolja, hogy euklideszi tér belsészorzatdérzé transzformacidja sziikségképpen lindris. (1 pont)

Sz-95. Legyen V euklideszi tér, U < V és v € V. Bizonyitsa be, hogy az U + v halmaz pontosan egy olyan
vektort tartalmaz, amely meréleges U-ra. Igazolja, hogy ezen elem normaja a legkisebb U+ v-ben. (2 pont)

Sz-96. Igazolja, hogy linedris transzforméci6 sajataltereinek Gsszege direkt Osszeg. (1 pont)

Sz-97. Legyen V vektortér és v € V. Mutassa meg, hogy a
{p € L(V) : v sajatvektora @-nek}

halmaz altere L(V)-nek; adja meg a dimenzidjat is ezen altérnek.
Legyen A € R. Igaz-e, hogy a
{p € L(V) : A sajatértéke @-nek}

halmaz altere L(V)-nek? (2 pont)

Sz-98. Definidlhaté-e az R* vektortéren olyan belsé szorzatot, amelyre nézve az (2,0,1,4) és a (2,0,1,5)
vektorok ortogonalisak? (1 pont)

Sz-99. Legyen V véges dimenziés vektortér, @, € L(V). Igaz-e, hogy a @1 és P transzforméciok sajatértékei
megegyeznek? (2 pont)



