ALKALMAZOTT ALGEBRA

SZORGALMI FELADATOK (4.) MBN412G 2013/2014. TAVASZI FELEV

Sz-41. Legyen p primszam. Mutassa meg, hogy az
Epeo = {u € C* : van olyan k € Ny, amelyre w’ = 1}

halmaz részcsoportot alkot a C* csoportban. (1 pont)

Sz-42. Hatarozza meg a G csoport A részhalmaza altal generdlt részcsoportjat:

111
(a)G:S5>A:{“23))(345)}§ (b)G:Qs A:{2)3>5}-
(2 pont)
Sz-43. Dontse el, hogy ciklikusak-e az alabbi csoportok:
(a) As; (b) Z3g; (c) Ds.
(1 pont)
Sz-44. Adjon meg 1,2, illetve 3 elemil minimaélis generatorrendszert az aldbbi csoportokban:
(a) De; (b) Q; (c) Se.
(1 pont)

Sz-45. Hatérozza meg az alabbi csoportok Gsszes részcsoportjat, valamint rajzolja fel annak a részbenrendezett
halmaznak a Hasse-diagramjat, amelyet a részcsoportok halmaza alkot a szokdsos tartalmazasra nézve:

(a) Ag; (b) Q; (c) Da.
(2 pont)

Sz-46. Legyen n tetszOleges természetes szam és H olyan részcsoportja Sp-nek, amely péaratlan sok elemet
tartalmaz. Mutassa meg, hogy H minden eleme paros permutacio. (2 pont)

Sz-47. Mutassa meg, hogy minden Abel-csoport
(a) véges rendii elemeinek halmaza, (b) legfeljebb mésodrendii elemeinek halmaza

részcsoportot alkot. Adjon példat olyan Abel-csoportra, melyben a legfeljebb harmadrendii elemek nem alkot-
nak részcsoportot. (1 pont)

Sz-48. Igazolja, hogy barmely G csoportra és annak barmely H és K részcsoportjaira H U K pontosan akkor
részcsoport, ha H C K vagy K C H. (1 pont)

Sz-49. Adjon példat olyan G csoportra és annak olyan H és K részcsoportjaira, amelyekre HK nem részcsoportja
G-nek. (1 pont)

Sz-50. Mely n > 3 természetes szamok esetén generdtorrendszere az
{(123),02...n)}

halmaz az S,, csoportnak? (2 pont)
Sz-51. Igaz-e, hogy egy csoport akkor és csak akkor véges, ha véges sok részcsoportja van? (2 pont)

Sz-52. Bizonyitsa be, hogy a Q csoport minden végesen generalt részcsoportja ciklikus, és adjon meg olyan
valédi részesoportjit, amely nem ciklikus. (3 pont)

Sz-53. Bizonyitsa be, hogy az Ep~ (p primszam) csoport minden valédi részcsoportja ciklikus. (3 pont)

Sz-54. Bizonyitsa be, hogy a Q csoportnak, valamint az Ep~ (p primszam) csoportoknak nincs minimélis
generatorrendszere. (3 pont)

Sz-55. TetszOleges n > 3 esetén hatdrozza meg a Dy, csoport Osszes részcsoportjat. (3 pont)



Sz-56. Igazolja, hogy egy ortogondlis transzformacié karakterisztikus polinomjanak minden valés gyoke 1 ab-
szolit értékil. Adjon példat olyan ortogondlis transzformécira, amelynek nincs valés sajdtértéke. (1 pont)

Sz-57. Bizonyitsa be, hogy barmely A € R3*3 ortogonalis métrixhoz létezik olyan P € R3*3 és B € R?*?
ortogondlis matrix, amelyre
1 0
—1 _
PIAP = (0 B) .

A lehetséges B matrixok meghatarozasa utan fogalmazza meg a fenti allitds geometria jelentését. (2 pont)

Sz-58. Adjon meg olyan @: R* — R* linedris transzforméciét, amelyre a v = (1,—1,1,0) vektor altal generalt
invaridns altér 3 dimenzios. (2 pont)

Sz-59. Legyen V vektortér, ¢ € L(V) és v € V. Igazolja, hogy az Uy, = {u € (v) : up = u} altér legfeljebb 1
dimenziés. Adjon példat olyan @: V — V linedris transzformaciora és v € V vektorra, amelyre az Uy, ,, altér d
dimenziés (d € {0, 1}). (1 pont)

Sz-60. Legyen V = R[x]. Mutassa meg, hogy V euklideszi tér a (p,q) = f;p(x)q(x)dx belsé szorzattal.
Tetszbleges p € V-re legyen f,: V — 'V, g +— pq. Hatdrozza meg f, adjungaltjat. (2 pont)

Sz-61. Legyen V véges dimenzids euklideszi tér és @ € L(V). Bizonyitsa be, hogy

Im (¢*) = (Ker (¢))" 6 Ker(9*) = (Im(g))

1
(1 pont)

Sz-62. Legyen A egy nemnegativ elemii négyzetes métrix. Tegyiik fel, hogy A invertalhat6 és A~ is nemnegativ
elemii. Igazoljuk, hogy ekkor A minden soraban és oszlopdban pontosan egy pozitiv elem &ll. (2 pont)

Sz-63. Igazolja, hogy ha az A és B szimmetrikus matrixok szorzata is szimmetrikus, akkor AB = BA.(2 pont)

Sz-64. Az a, (n € N) sorozatot az

aj 21, az 21,
an =an_1+6an 2 (MmeN, n>3)

rekurzié definidlja. Hatdrozza meg a sorozat ltaldnos elemének ,, zart” alakjét. (2 pont)

Sz-65. Az a, (n € N) sorozatot az

ar=1,a=1, a3 =1
an =an_1+6an_2+4an_3 MmeN, n>4)

rekurzi6 definialja. Hatdrozza meg a sorozat altalanos elemének , zart” alakjat. (3 pont)



