ALKALMAZOTT ALGEBRA

2. FELADATSOR MBN412G 2013/2014. TAVASZI FELEV

CSOPORTOK

2.1. Feladat. Déntse el, hogy a G halmazon értelmezett ®: G2 — G miivelet asszociativ-e. Van-e egységelem
®-ra vonatkozoan? Ha van egységelem, akkor melyek azok az elemek, amelyeknek van inverze az egységelemre
vonatkozéan? A G halmaz csoport-e a ® miveletre vonatkozdan?

(a)G={2a:a€Z}x®y=x+y (x,y € G); (b)G={2a:a€Z},x®y=x-y (x,y € G);
()G =Zx®y=x-y (x,y €G); ()G =R\ {1, x®y=x+y+x-y (x,y € G);
()G =N, x®y = max(x,y) (x,y € G); (f)G=P(N),x®y =xAy (x,y € G);
(g)G=Z¢, x®y=x"-yY (x,y € G); M) G={zeC:z' =1}, x®y=x-y (x,y € G);
(i) G {q GQ:q:%, ahol a,b € Z relativ primek és Zfb},x@ay:x#—y;
(j))G={z€C:z" =1 valamely n € N-re}, x ®y = x - y.

2.2. Feladat. Adja meg a G csoport azon elemeit, amelyek elédllnak a g € G elem pozitiv egész kitevds
hatvanyaiként, illetve egész kitevos hatvanyaiként.

(a)G*(Z‘H g=-1; (b)G = (Z;+), g = —3;
(c A), g={1,2,3}) (d) G = (Z3g;+), g =—9;

)G
27
(e) G = Dy, g a kézéppont koriili - szoggel val6 forgatds;
)

(f

2.3. Feladat. Legyen (G;®) csoport, melynek egységeleme e és jeldlje g~
hogy igazak-e az alabbi allitdasok.

(a) Ha a g és h elemek (g, h € G) felcserélhetdk, akkor a g és h™! elemek is felcserélhetdk.
(b)
(c) TetszOleges g1,...,ga € G elemekre igaz, hogy (g1 ® g2) ® (g3 ® g4) = g1 ® ((g2 ® g3) ® ga).
(d) Ha tetszéleges g € G elemre g2 = e teljesiil, akkor (G;®) Abel-csoport.
2.4. Feladat. Az aldbbi kovetkeztetések koziil melyek érvényesek tetszéleges (G;®) csoport tetszdleges a, b,
c, X, y elemeire?

(a)Ha (a®x)®b=a® (y®Db), akkor x = y. (b)Hax®c =c®wy, akkor x =y.

A helyes kovetkeztetést igazolja, a hamisra adjon ellenpéldat.

G a kvaterniécsoport, g =j.

!a g € G elem inverzét. Déntse el,

Ha a g és h elemek (g, h € G) felcserélhetdk, akkor a g2 és h? elemek is felcserélheték.

LINEARIS ALGEBRA

2.5. Feladat. Igazolja, hogy ha V véges dimenzids vektortér, akkor V barmely U alteréhez van olyan U’, altér,

hogy
V=uegu'

2.6. Feladat. Legyenek @1, @2, @3 és @4 az R3 vektortér alabbi linedris transzformacioi:

¢i1(a,b,c) =(a+b,b+c,c+a),
©2(a,b,c) =(a—b,b—c,0),
¢3(a,b,c) = (=b,a,c),
¢a(a,b,c) = (a,b,b).

(a) Hatérozza meg a Ker(@;) és Im(@;) altereket (i € {1,2,3,4}). Igaz-e, hogy R3 = Ker(@;)®Im(@;) teljesiil
minden i-re (1 € {1,2,3,4})?

(b) Igaz-e, hogy az Im(@3) altér @sz-invaridns? Igaz-e, hogy az Im(@3) altér @-invaridns?



2.7. Feladat. Legyen ¢ a V 3-dimenzids valos szamtest feletti vektortér linedris transzformaciéja, amelynek
matrixa V valamely bézisaban:

Ap=|-1 5 =1

Igaz-e, hogy V = Ker(@) ® Im(@)?

2.8. Feladat. Legyen ¢ a V 3-dimenzids K test feletti vektortér (K € {Z,,Zs3}) linedris transzformaécidja,
amelynek matrixa V valamely béazisdban:

3
Ap= | =T
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Igaz-e, hogy V = Ker(@) ® Im(¢)?

2.9. Feladat. Legyen V véges dimenzids vektortér R felett és legyen ¢ olyan linearis transzformacidja V-nek,
amelyre @2 = idy teljesiil. Bizonyitsa be, hogy

V =Im(idy + @) @ Im(idy — ).



