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9. Viéltozatok a szimplex algoritmusra

— Lexikografikus szimplex algoritmus: ha

min{br/arj P0rj > 0, 1 <r< Tl} = bk1/ak] j= = bks/aks iy
akkor tekintstik a
hy, = (byx,,ak,1,..., Ak, nem)/ak, ;. (E=T,...,5)
vektorokat, és legyen hy = lexmin{hy,,..., hy }. Vélasszuk az ay; elemet generalé elemnek.

9.3. Mutassa meg, hogy az alabbi feladat nem oldhaté meg szimplex algoritmussal, majd oldja meg lexikografikus
szimplex algoritmussal.

0. | x4 X5 X6 X7 |b
X1 1/4 -8 —1 210
x2 | 1/2 =12 —-1/2 3 |0
X3 0 0 1 0 |1
z | =3/4 20 —-1/2 6 |0
10. Szimplex mddszer vagy Kétfazisi szimplex algoritmus
10.1. Oldja meg az aldbbi feladatot szimplex mddszerrel.
X1 — X2 + 2x3 — x4 = 2
2x1 4+ x2 - X3 + x4 = 6
x1 + x2 4+ x3 + x4 = 7
xx = 0(i=1234
2x1 + x2 - X3 — X4 — min
10.2. Oldja meg az aldbbi feladatot szimplex mddszerrel.
X1 + X2 + x3 = 4
X1 — x2 + 2x3 = 5
x1 + 5x2 = 4
Xi > 0 (1 =1 ) 2’ 3)
—x1 — 2x2 + X3 — min
10.3. Oldja meg az alabbi feladatot szimplex mddszerrel.
X1 + 2x2 4+ 3x3 + 2x4 — x5 = 6
2x; + 4xz3 — 4dxq4 4+ 2x5 = 6
X2 + X3 + X4 + X5 = b
xx > 0f(i=1,...,5)
X1 + 2x2 + X3 + X4 — X5 — min



10.4. Vezesse vissza az aldbbi linedris programozési feladatot alkalmas standard feladatra, és oldja meg a kapott
feladatot szimplex maddszerrel.

21 + x2 = 1
x1 + x2 < 3
X1 — x2 = -1
xg = 0(1i=1,2)
—Xx1 + %2 — min

10.5. Vezesse vissza az aldbbi linedris programozési feladatot alkalmas standard feladatra, és oldja meg a kapott
feladatot szimplex maddszerrel.

2x1 — 2x»  + X3 = 6
3x; — 5x2 4+ 2x3 < 15
x1 + x2 — x3 = 3
—x1 + 3x2 - x3 < -1
xi = 0(1=1,23)
X1 + 2x; — X3 — max
10.6. Oldja meg az aldbbi feladatot szimplex mddszerrel.
X1 + 2x2 + X3 + X4 + X5 = 4
X7 - X2 + 2x3 + 2x4 + x5 = 5
X1 + 5%z + x5 = 3
— X4 + X — x7 = 0
— X + x7 = 0
Xi > 0(1:1,,7)
X7 — 2x2 + X3 4+ 4x¢ + 6Xx7 — min

11. Konvex poliéderek
11.1. Igazoljuk, hogy az Ax < b, x > 0 feltételeket kielégité vektorok halmaza zart és konvex.

11.2. Legyen K az ay,...,a, € R™ vektorok altal generalt konvex kip.! Igazolja a kovetkezdket:

(a) a K halmaz konvex;

(b) 0 €K;

(c) ha a € K, akkor tetszéleges A > 0 valés szadmra Aa € K;
(b) {a1,...,am} C K.

12. Hazi Feladat

12.1. Legyenek s és t tetszleges valds szamok, és tekintsiik az alabbi LP feladatot.

sx1 + txp < 1
Xi = 0 (1 = ])2)
X1 + X2 — max

Adjon meg sziikséges és elegendé feltételt arra vonatkozéan, hogy a feladatnak legyen optimaélis megoldésa.

1Az ay,...,am € R™ vektorok &ltal generalt konvex kupnak nevezziik az R™ vektortér {Aja; +--- +Amam : A1,...,Am = 0}
részhalmazat.



12.2. Oldja meg szimplex algoritmussal az aldbbi feladatot.

= Ux = 3x3 + 9 < 0
I = 3x - Ixs o+ x4 < 0
X1 < 1
Xi 2 0(1:1a2»3)4)
10x7y — 57x2 — 93 — 24x4 — min

13. Dualitas

13.1. Az aldbbi primal feladathoz konstrualjuk meg a dudlis feladatot. Rendre abrézoljuk az egyes egyenl6tlenségeket
kielégité ponthalmazokat, és ezek segitségével hatarozzuk meg mindkét feladat lehetséges megoldasainak

halmazat. Ezek ismeretében hatarozzuk meg az optimélis megoldasokat, és vessiik 6ssze az optimumértékeket.

x1 + 2x2 < 3
Iy + Txo < 7
xg = 0(i=1,2)
3x1 + 2x2 — max

13.2. Hatarozzuk meg az alabbi primal feladat optimumaét és optimalis megoldasat a dudl feladat segitségével:
37 + X < 3
x1 4+ 3x < 3
2x1 4+ 4dxy; < 15
xi = 0(1i=12)
X1 + X2 — max

13.3. Oldjuk meg dudlis szimplex algoritmus alkalmazasaval az

alédbbi feladatot.

3x1 + 5x2 4+ 4xz3 = 0
6x1  + X2 + 3x3 >
X1 — 2xp - x3 < 10
X1 — 2x2 + 5x3 > 3
4X1 + 7X2 — 2X3 > 2
xi = 0(1=1,23)
3x1 + 2x2 + 4x3 — min

13.4. Oldjuk meg dudlis szimplex algoritmus alkalmazasaval az alabbi feladatot.

Y1 — X1 + X2 - 6x3 = =2
v2 - x1 — x2 — 2x3 = -1
xi = 0(i=1,23)
yi = 0(i=1,2)
5% + 21x3 — min

13.5. Oldjuk meg dudlis szimplex algoritmus alkalmazasaval az alabbi feladatot.

X1 4+ x2 - x3 = 2
2x1 — x2 + X3 > 4
xi; = 0(i=1,273)
3x1 + x2 4+ x3 — min



13.6. Oldjuk meg dudlis szimplex algoritmus alkalmazdsaval az alabbi feladatot.

Y1 + X1 - X2 — 2x3 + X4 = 2
Y2 2x7  + X2 + 3x3 — x4s = 0
ys — X1 — 2x2 - X3 + 2x4 = -4
xi = 0(1=1,273,4)
yi > 0(i=1,23)
2x1 + 3x2 + X3 + 2x4 — min

13.7. Konstrudljunk olyan primél-dudl feladatpart, melyben a primal feladatnak egy, a dual feladatnak végtelen

sok optimalis megolddsa van.

13.8. Konstrudljunk olyan primal-dudl feladatpart, hogy egyiknek se legyen megoldéasa.

14. Konvex poliéderek II.

14.1.

14.2.

14.3.

14.4.

Legyen A = (ai j)nxn olyan R™*™-beli matrix, amelyre minden 1 < j < n esetén Z{; lai ;] < 1. Mutassuk
meg, hogy E — A invertalhato.

Bizonyitsuk be, hogy ha a

¢ x <b
linearis egyenl6tlenség kovetkezménye a
gi x<by (i=1,...,m)
linedris egyenlStlenségeknek, akkor vannak olyan Ay > 0 (i=0,1,..., m) valds szdmok, amelyekre

m
b—c'-x=N+) Ailbi—gf -x)
i=1

teljesiil.

Legyen X C R™ konvex halmaz és f: X — R tetszOleges leképezés. Azt mondjuk, hogy az f leképezés
kvdzikonver, ha barmely x1,x2 € X és tetszéleges 0 < A < 1 esetén

A% + (1 =A) - x2) < max(f(x1), f(x2)).

Mutassunk példat kvazikonvex, de nem konvex leképezésre.

Legyen D C R™ zéart konvex halmaz és f: D — R tetsz6leges folytonos leképezés. Bizonyitsuk be, hogy
barmely x1,%x2 € D esetén

1 1 1 1
f (2 -X1 + 7 ~Xz) < Ef(xl) + Ef(XZ)»

akkor barmely x1,x2 € D és 0 < A < 1 esetén

fN-x1 4+ (1 —=A) - x2) < Af(x1) + (1 —A)f(x2).

is teljestil.



15. Hozzarendelési feladat

Probléma: Adott n dolgozd és ugyanennyi munka. Az egyes dolgozok a munkdkat kilénbozd koltséggel tudjdk
elvégezni. Osszuk szét a munkdkat a dolgozdk kozott gy, hogy minden dolgozd pontosan egy munkdt kapjon és a
munkavégzés koltsége minimdlis legyen.

Jelolések:
— n € N (a dolgozdk és a munkdk szdma),

— C=(Cij)nxn € R™™™, ahol ci; a j-edik munka koltsége, ha az i-edik dolgozé hajtja végre (1 <1i,j <n), a
C matrix a koltségmatrix,

— X = (X{j)nxn €1{0,1}™*™, ahol x;; = 1 pontosan akkor teljesill, ha a j-edik munkat az i-edik dolgozé végzi
el (1<1i,j<n).

Ekkor a fenti probléma a kovetkezdképpen formalizalhato:

n
Y xie=1(=1,...n)
t=1

th]-zl G=1,...,n)
t=1

n

CijXij — min
1j=1

1

A fenti feladat a C koltségmatrixt hozzarendelési feladat, amelyet H(C)-vel jeloliink.

3 45
15.1. Legyen C= |4 8 5 |. Hatdrozzuk meg a H(C) hozzarendelési feladat megolddsét.
2 4 3

15.2. Legyenek C és D tetsz6leges R™*™-beli matrixok. Azt mondjuk, hogy C = (cij) és D = (dy;) ekvivalensek
(jel.: C ~ D), ha vannak olyan oy, B; valds szamok, amelyekre cij = dij + o + 5 teljestil minden (i,j)
indexpdrra (1 <i<m, 1 <j<n). Mutassuk meg, hogy ~ ekvivalenciarelcid.

15.3. Ha a C,D € R™*™ miétrixok ekvivalensek, akkor a H(C) és H(D) hozzdrendelési feladatok optimélis
megoldasai megegyeznek.

15.4. Legyen C € R™*™. Tegyiik fel, hogy el8allitottunk egy olyan C(©) ... C(¥) (k < ) métrixsorozatot, amely
az alabbi tulajdonsagokkal bir:

C~ctt+l) (t=0,...,k—1),
CY>0(t=0,...,k),
C

(K)_ban ki van jelolve egy n-elemti fiiggetlen 0-rendszer.
S 1, ha Cg;) eleme a fliggetlen O-rendszernek,
Yo 0, kiilonben.

Mutassuk meg, hogy X € {0, T}"*™ optimé&lis megolddsa H(C)-nek.

15.5. Hatdrozzuk meg az alabbi C € R*** matrixban kijelélhet6 dsszes fiiggetlen O-rendszert:

AN O W
N = O =
—oc =0
o W NN



15.6. Hatdrozzuk meg a H(C) hozzarendelési feladat optimalis megoldasét, ahol

4 5 3 2 3
32 4 3 4
C=13 3 4 4 3
2 4 3 2 4
213 43

15.7. Hatdrozzuk meg a H(C) hozzarendelési feladat optimalis megolddsét, ahol

1248\ /4545 ([2>°6°2879
4 5 4 3 7
8 4 2 1 2 3 6 1
Ce , , 13 55 3 6
34 4 3 4 5 7 1
5665 \3862 (273493
3 6 4 5 6
16. Hozzarendelési feladat (tiltasokkal)
16.1. Legyen C az aldbbi métrixok valamelyike
1 2 4 8 4 5 4 5 > 6.5 89
4 5 4 3 7
8 4 2 1 2 3 61 355 3 ¢
3 4 4 3| 4 5 7 1) ’
5 6 6 5 3 8 6 2 27345
36 4 5 6
valamint legyen T; = {x11,%22,%33,%44} és To = {x71,%24,%31,%43}. Hatarozzuk meg a TH(C,T;) és

TH(H, T,) , tiltdsos” hozzarendelési feladatok megoldasait.

16.2. Sandor, Jozsef és Benedek egy-egy aszisztenst keresnek az utébbi idében megndvekedett feladatok ellatasara.
A meghirdetett interjura 6ten jelentkeznek: Anna, Hanna, Panna, Bozsi és Pirike. Bizonyos okok miatt
Sandor nem szeretne Panndval, Benedek pedig Pirikével egyiitt dolgozni. Az egyes munkakat az aldbbi
hatékonysiggal tudnak a holgyek végezni:

|| Séndor | Jézsef | Benedek

Anna 11 8 13
Hanna 7 14 6
Panna 6 10 15

Bozsi 20 5 12

Pirike 9 9 18

Adjunk meg egy optimaélis felvételi stratégiat.

17. Szallitasi feladat

Probléma: Adott n darab feladéhely és m darab felvevéhely. Feladatunk az, hogy szadllitsuk el a felvevd
helyeken lévd anyagot a kivant mennyiségben a felvevdhelyekre ugy, hogy a szdllitassal kapcsolatos kiltségek dsszege
minimdlis legyen.

Jelolések:
— n € N a feladéhelyek szama, egy-egy feladéhelyen azonos anyagféleség all rendelkezésiinkre,
— a; az i-edik feladéhelyen 1év6 anyag mennyisége,

— m € N a felvev6helyek szama,



— C=(ci,j)nxm € R™™ ahol ci,j az egységnyi anyagmennyiségnek a szallitdsai koltsége, ha a szallitds az
i-edik feladdhelyrél a j-edik felvevShelyre (1 <1< n, 1 <j < m), a C métrix a koltségmatrix,

— X = (xq,j)nxm € R™™, ahol x; j az i-edik feladdhelyrdl a j-edik felvevéhelyre széllitandé anyagmen-
nyiséget jeloli. (1<i<n, 1 <j<m).

Ekkor a fenti probléma a kovetkezéképpen formalizalhato:

m
in‘t:ai i=1,...,n)
t=1
n
th,j_b] (]_]) vm)
t=1

xi,;=20(1<i<n, 1<j<m)

Legyen a = (aj,...,an) és b = (by,...,bn), ekkor a fenti feladatot S(a, b, C)-vel jeloljik.

17.1. Legyenek m és n tetszoleges természetes szamok, a tetszoleges valds szam, valamint legyen

a
a=|:| erR™

a

és En, az 1 X n-es egységmatrix. Tekintsiik az aldbbi A € R{MT™)x(mn) mgtrixot:

1T o" o ... 0O

o" 1T o' ... of

o o' 17 ... of
A:

().T 0'T o'T 1'T

E, E., E. ... E,

Igazoljuk a kovetkezoket.

(a) Az A mdtrix rangja m+n—1.

(b) Legyen 1 < r < m+ n tetszbleges természetes szam. Tegyiik fel, hogy 1 <u<u4+r—1T<m+nés
IT<v<v+4+r—1<m+n (u,veN), valamint legyen b ; = Aytio1,v+j—1 (1 <1,j < 7). Mutassuk
meg, hogy a det(bs,;)rxr € {—1,0,1}.

(c) tekintsiik az A matrix m + n — 1 szdmu fliggetlen oszlopat. Az ezen oszlopvektorokbdl alkotott
B € R(m+n)x(min—=1) yn4trix barmely sordnak elhagyasival kapott métrix determinénsa nem 0.

17.2. Legyen m =5, n =6, A ={1,2,3,4,5}, B ={1,2,3,4,5,6} és
H={({,j) € A xB:lnk.o.(i,j) < [i—ijl.

Rajzoljuk fel a H-hoz tartozé cellagrafot és paros gréfot.

17.3. Legyen G egy cellagraf. Tekintsiik G celldinak egy ci,...,cx rendszere, valamint legyen {ey,...,ex} a
celldknak megfelelé élek rendszere BP(G)-ben.? Igazoljuk, hogy a (c1,c2), (c2,¢3),..., (ck—1, ci) élek rend-
szere a cellagrafban dt [egyszer(i ut/hurok/egyszer(i hurok], ha az eq, ..., ex élek rendszere BP(G)-ben 1t
[egyszeril ut/hurok/egyszer(i hurok].

17.4. Oldjuk meg az S(a, b, C) szallitasi feladatot, ahol

a' =(4,5),

b =(3,3,3),
124

€= [2 3 8]'

2A G cellagrafhoz tartozé paros grafot BP(G) jeldli.



17.5

17.6

. Oldjuk meg az S(a, b, C) szallitasi feladatot, ahol

a' =(25,26,27,32),

b" = (10,20, 30, 30, 20),
9 13 8 5 13
8 22 7 2 8

4 7 11 17 4
15 18 5 20 19

C =

. Hatarozzunk meg olyan vonalrendszert, amely az alabbi matrix valamennyi 0-jat tartalmazza:

* O %X % % %
¥ O % ¥ O O
* % ¥ O % *
* ¥ O O ¥ *
* * O % % ¥
O O O % * ¥

17.7. Igazoljuk, hogy mxmn-es széllitasi feladat esetén az osszes kiilonboz6 baziscella-rendszerek szama m™~Tn™m=1,

17.8

17.9

17.10

17.11

17.12

17.13

. Legyen A € {0, 1}™*™ olyan métrix, amely minden oszlopdban pontosan két egyest tartalmaz és sorai két
csoportba sorolhaték oly médon, hogy minden oszlop egyesei kiilonb6z6 csoportba tartozd sorokban vannak.
Igazoljuk, hogy A unimodalis, azaz minden négyzetes részének determindnsa —1, 0 vagy 1.

. Az A € R™™ métrix permutdciémétrix, ha minden sordban és minden oszlopaban pontosan egy 1-est
tartalmaz és a tobbi elem 0. Bizonyitsuk be, hogy az Osszes permutacié-matrixok mint vektorok altal
kifeszitett altér dimenzidja (n — 1) 4 1.

. Legyen A € R™*™ olyan matrix, amelynek minden sordban és minden oszlopdban pontosan r darab 1-est
tartalmaz és a tobbi elem 0. Bizonyitsuk be, hogy A el6édll r darab permutaciémétrix osszegeként.

. Oldjuk meg az S(a, b, C) szallitasi feladatot, ahol
a' =(3,5,4), b=(2,4,2,2,2),
2 3 41 2
C=14 53 2 1].

1 3 4 6 2

. Oldjuk meg az S(a, b, C) szallitasi feladatot, ahol

a' =(25,25,50), b = (15,20,30,35),

12 5 6 7
C=18 2 7 6}.

9 3 4 8

. Oldjuk meg az S(a, b, C) szallitasi feladatot, ahol

a' =(17,23,25,15), b =(20,20,16,13,11),

9 23 7 12 10
28 9 17 11 25
17 13 6 25 14
16 21 19 19 20

C:



17.14. Oldjuk meg az S(a, b, C) széllitdsi feladatot, ahol

a' = (45,70,30,100), b = (50,20, 10,35, 15, 50),
5 10 15 8 9 7
c_ |1 13 10 9 20 2
{15 11 13 5 8 12
9 19 12 8 6 13



