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1. Polinomok felbontasi teste

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

Tétel. Legyen K test, f € (K[t])[x]. Ekkor f pontosan akkor irreducibilis K[t]
felett, ha irreducibilis K(t) felett.

Tétel. Legyen K test, f € (K[t])[x] és s € K[t]. Tegytk fel, hogy az ap, as,...,aq €
K[t] elemekre
f=aalx—s)"+---+ai(x—s)+ao

teljesiil, ahol d = f*. Ha van olyan p € K[t] irreducibilis elem, amelyre
(1) plao,...,aa-1,
(2) pfaq,
(3) p* 1 ao,

akkor f irreducibilis (K(t))[x]-ben, igy (K[t])[x]-ben is.

Az 1V/3 és 14+1/3 komplex szémok gyokei az f = x* —2x3 +7x% —6x+12 € Q[x] polinomnak. Van-e¢ olyan ¢
automorfizmusa az f polinom Q feletti felbontdsi testének, amelyre o(iv/3) =1+1v3 és o(a) =a (a € Q)
teljesiil?

Legyen w = —% + i‘/Tg. Mutassa meg, hogy Q(w) felbontasi teste az x® — 1 € Q[x] polinomnak. Hatarozza
meg a Q(w) : Q testbdvités fokat.

Mutassa meg, hogy az f = x> —x + 1 € Z3[x] polinom irrducibilis. Hatdrozza meg az f polinom egy
felbontasi testét és irja fel a szorzds miiveletének mivelettablazatat.

Hatérozzuk meg az f € Q[x] polinom L < C felbontdsi testét Q felett:

(a) f=x*—x2+1,; (b) f=x%-2;

(c) f=x*"+2; (d) f=x*+5%3+410x* +10x +5;

(e) f=x*—5x2 +6; (f) f=x*+5x*+6.

Hatdrozza meg az [L : Q] testbdvités fokat és adjon meg primitiv elemet az L : Q testbévitésben.

Legyen n > 1 tetszdleges egész szdm. Adjon meg olyan n-edfoku f € Q[x] polinomot, amelyre [F: Q] = n!
teljesiil, ahol F az f polinom felbontési teste.

Baker 3.5

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

Mutassa meg, hogy az alabbi testbovitések egyszertiek.

(a) Q(V5,v10): Q; () QWZ,i):Q;
() Q(V3,1): Q; (d) QV3,1):Q.

Hatarozza meg a generald elem minimalpolinomjat is Q felett.

Legyen p tetszdleges primszdm, és legyen f = xP — 2 € Q[x]. Bizonyitsa be, hogy ha L az f polinom
felbontdsi teste Q felett, akkor [L: Q] =p(p —1).

Legyen p primszam és a olyan raciondlis szdm, amelyre a = &P teljesiil valamely & € C \ Q-ra. Bizonyitsa
be a kovetkezdket.

(a) A @, =xP~!" + ... +x+ 1 polinom irreducibilis Q(&) felett.
(b) Az xP — a € QI[x] polinom F felbontési testére [F: Q] =p(p — 1) teljesiil.

Legyenek L:K és M : L testbévitések. Tegyiik fel, hogy o« € M algebrai elem K felett. Igaz-e, hogy
[L(a): L] | [K(e) : K] mindig teljesiil?



2. Algebrai lezart

2.1. Legyen U nemiires halmaz, valamint V C W C U. Igazolja, hogy ha f: V — P(U) injektiv leképezés, akkor
van olyan g: W — P(U) leképezés, amelyre gy = f.

2.2. Legyen K test, U = K[x] x N, valamint legyenek (i,K,L) és (j, L, M) algebrai testb&vitések. Bizonyitsa be a
kovetkezdket.

(a) Létezik L — U injektiv leképezés.
(b) Ha f: L — P(U) injektiv leképezés, akkor van olyan injektiv g: M — P(U) leképezés, amelyre f = gj.
2.3. Legyen K test és U = K[x] x N. Bizonyitsa be a kovetkezdket.

(a) Aj: K — P(U), « — {(x — «, 1)} injektiv leképezés, és a j(K) halmazon definidlhatunk gy egy
teststruktirat, hogy a j: K — j(K) leképezés izomorfizmus legyen.

(b) Legyen F azon (S; 4+, - ) testek halmaza, amelykre teljesiil, hogy j(K) € S C P(U) és a (ijx),i(K),S)
testbOvités algebrai. Az F halmazon definidljuk a < részbenrendezést az aldbbi médon:

(S5 41, 1) <(Sz2;+2, 2) &< S1 C Sy és (is,,S1,S2) testbovités.

Mutassa meg, hogy az (F; <) részbenrendezett halmazban van maximalis elem.
(¢) Ha (S; +, ) maximalis elem (F;<)-ban, akkor (j,K,S) algebrai lezértja K-nak.

2.4. Mi a Q test algebrai lezartja C-ben?
2.5. Bizonyitsa be, hogy minden algebrailag zart test végtelen.

2.6. Tegyiik fel, hogy « transzcendens elem K felett. Mutassa meg, hogy K(«) nem algebrailag zért.

3. Normalis bovitések

Azt mondjuk, hogy az N:L testbovités normdlis lezirtja L :K algebrai
testbovitésnek, ha N : K normalis testbovités és valahanyszor az N : L testbovités
M ko6zbiilso testére M : K normalis, mindannyiszor M = N teljesiil.

3.1. Mutassa meg, hogy minden algebrai testbévitésnek van normalis lezartja.

3.2. Ha L: K algebrai testbovités, akkor a testbdvités kozbiilsé testei kozott van egy legnagyobb M test, amelyre
M : K normalis.

3.3. Legyenek M; és M, az L: K testbévités kozbiilsé testei. Igazolja, hogy ha M7 : K és My : K normalis
testbdvitések, akkor a K(M7 U M;3) : K és (Mg N M;) : K testbdvitések is normélisak.

3.4. Tegyik fel, hogy N : L és N’ : L is normdlis lezartja az L : K testbévitésnek. Mutassa meg, hogy van olyan
v: N — N’ izomorfizmus, amely L elemeit fixen hagyja.

3.5. Legyen L : K véges normélis testbévités, f € K[x] irreducibilis polinom. Bizonyitsa be, hogy ha a g,h € L[x]
irreducibilis f8polinomok osztdi f-nel L[x]-ben, akkor van olyan o € Autk (L), hogy o4 = h.

3.6. Mutassa meg, hogy tetszoleges L : K algebrai testbovitésre ekvivalensek az alabbiak.

(1) Az L: K testb6vités normalis.

(2) Haj: L — L injektiv homomorfizmus, amely fixen hagyja K elemeit, akkor j(L) C L

(3) Ha j: L — L injektiv homomorfizmus, amely fixen hagyja K elemeit, akkor j(L) = L.

3.7. Tegyiik fel, hogy az L:K testbovités véges és normadlis, és legyen K < M < L. Ekkor a kovetkezok
ekvivalensek:

(1) az M : K bévités normélis;
(2) ha o € Autk(L), akkor o(M) C M;
(3) ha o € Autk (L), akkor o(M) = M.



4. Szeparabilitas

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

Legyen L : K véges testbdvités, melynek normalis lezartja L’ : L. Mutassa meg, hogy L : K pontosan akkor
szeparabilis, ha pontosan [L : K] darab K elemeit fixen hagyé L — L’ injektiv homomorfizmus van.

Legyen p primszam. Az xP~! —1¢ Zy[x] polinom szorzattd bontdsdval igazoljuk a Wilson-tételt.

Legyen p primszam. Igazolja a kovetkezdket.

(a) Ha p = 1 (mod 4), akkor van olyan k € Z, amelyre p | k> + 1, p nem primelem Z[i]-ben és vannak
olyan u, v egészek, hogy u? +v? = p.
(b) Ha p =3 (mod 4), akkor p primelem Z[i]-ben.

Legyen K test, melynek karakterisztikaja nem 0. Mutassa meg, hogy K pontosan akkor tokéletes, ha a
Frobenius-leképezés automorfizmusa K-nak.

Mutassa meg, hogy a K test pontosan akkor tokéletes, ha minden véges testbovitése szeprabilis.

Legyen K test, melynek karakterisztikdja p > 0 és f € K[x] irreducibilis polinom. Bizonyitsa be, hogy
f=g(xP") teljesiil valamely n € No-ra és valamely g € K[x] irreducibilis és szeparbilis polinomra.

Azt mondjuk, hogy az L : K testbdvités teljesen inszepardbilis algebrai testb6vités,
ha L\ K minden eleme inszepardbilis.

Legyen K test, melynek karakterisztikdja p > 0, és legyen L : K teljesen inszepardbilis algebrai testbovités.
Mutassa meg, hogy tetszéleges 3 € L elemre mp x = xP" —a (n € Ny, a € K).

Legyen K test, melynek karakterisztikdja p > 0, f irreducibilis polinom, melynek felbontési teste K felett L.
Ekkor van olyan n € Ny, hogy f valamennyi gyckének multiplicitasa p™.

5. Automorfizmusok és fixtestek

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

Legyen K test. Igazolja, hogy
Auty (K[x]) = Affy (K),

ahol Affy (K) = {(g ﬁ’) la,b ek, a;é()}.

Legyen K test. Igazolja, hogy
Autk (K(x)) = PGL(K),

ahol PGL;(K) a GL2(K) csoport (azaz a K feletti dltaldnos linedris csoport) {(8 2) laeK, a# O}

normalis részcsoportja szerint vett faktorcsoportja.
Igazolja, hogy Aut(R) = Autg(R) = idg.
Igazolja, hogy Autr(C) = {idc, &}, ahol R: C — C, z — Z. Igaz-e, hogy Aut(C) = Autr(C)?

Tetsz6leges n természetes szamra legyen E,, = Q( ¥/2). Igazolja, hogy

(a) [Autg(En)l = ((=1)" +3) /2;
(b) ha E =,y En, akkor Autg(E) = {idg}.

Legyen L: K Galois-bévités, o« € L. Igazolja, hogy L = K(«) pontosan akkor teljesiil, ha valahdnyszor
0,0’ € Gal(L:K) és 0 # o/, mindannyiszor o(x) # o'(«x).



5.7.

5.8.

5.9.

5.10.

5.11.

5.12.

5.13.

5.14.

5.15.

5.16.

5.17.

5.18.

5.19.

Tetszoleges L : K testbdvitésre Gal(L : K) linedrisan fiiggetlen részhalmaza a K feletti Endg (L) vektortérnek.

Legyen L : K Galois-bévités, melynek Galois-csoportja G = {07,...,0n}. Bizonyitsa be, hogy f1,...,Bn
pontosan akkor bazis L-ben (K felett), ha det(oi(B;))nxn # 0.

Legyen L véges testbévitése a 0 karakterisztikdju K testnek, és tegyik fel, hogy oy, ..., &, bazisa L-nek K
felett. Legyen H < Gal(L:K), B; = }_;cp 0(og) (1 <j <n). Igazolja, hogy @(H) = K(B1,...,Bn).

Legyen 1 teszéleges természetes szam és

fr = (x> +4)x [ [(x* — 4i%).
j=1

Mutassa meg, hogy tetszdleges k egész szadmra teljesiil, hogy [f+(2k 4+ 1)| = 5. Igazolja, hogy a gr =f, —2 €
QIx] polinom irreducibilis. Hatdrozza meg a g polinom Galois-csoportjit Q felett, ha tudjuk, hogy 2r + 3
primszam.

Legyen G véges csoport. Mutassa meg, hogy van olyan L : K testbovités, melynek Galois-csoportja izomorf
G-vel.

Legyenek K; és Ky az L test olyan résztestei, amelyre L: Ky és L:K; is Galois-bovitések. Bizonyitsa
be, hogy L: (K; N K3) pontosan akkor Galois-bdvités, ha (Gal(L: K;) U Gal(L : Kz)) véges; amennyiben ez
utébbi teljesiil, akkor

Gal(L: (Ky NK32)) = (Gal(L: Ky) UGal(L: Ky)).

Kaplansky-tétel. Legyen f = x*+ax?+b € Q[x] irreducibilis polinom, valamint legyen N = {r? | r € Q}.
(a) Ha b € Ny, akkor Galg(f) = Z, x Z,.

(b) Ha b(a? —4b) € Np, akkor Galg(f) = Za.
(c) Ha b,b(a? —4b) € Ny, akkor Galg(f) = Ds.

Vannak-e olyan K, L; és L, testek, hogy Ly és L, testbovitései K-nak, Ly 2 1, és Gal(L; : K) = Gal(L;, : K).

Tegyiik fel, hogy L olyan Galois-b&vitése a K testnek, hogy Gal(L : K) = Z, x Z12. Hany olyan M kozbiilsé
teste van az L : K testbovitésnek, amelyre

(a) [L:M] =4,
(b) [L:M] =9,
(c) Gal(L: M) = Zy

teljestl?

Mutasson 14 egy-egy példaval, hogy ha az L : K testbdvités végtelen, akkor Gal(L : K) lehet véges és végtelen
is.

Legyen K test, t hatdrozatlan és L = K(t). Tekintsiik az Autk (L) csoport aldbbi elemeit:
o:t—1-—t és Tt 1/t

Mutassa meg, hogy G = (0, T) = S3. Hatdrozza meg a (o) és (T) részcsoportok fixtestét. Bizonyitsa be,
t2—3t+1

hogy a {(oT) részcsoport fixteste K(y), aholy = )

. Igazolja, hogy G fixteste K(z), ahol z = yo(y).

Legyen f = x?™ —tx™ 41 € Q(t)[x], és legyen L az f polinom egy felbontasi teste. Hatarozza meg a L : Q(t)
bovités fokat és Galois-csoportjat.

Legyen o« = f/(] +v2)(1 4+ v/3). Mutassa meg, hogy a Q(«) : Q testbdvités Galois-bévités.



5.20.

5.21.

5.22.

5.23.

5.24.

5.25.

5.26.

5.27.

5.28.

Legyen M = Q[v2,V/3] és E = M(«), ahol & = \/(\/z +2)(v/3 + 3). Mutassa meg, hogy

(a) M : Q Galois-bdvités és Gal(M : Q) = Zy X Za;
(b) E:Q Galois-bévités és Gal(E: Q) = Qs.!

Mutassa meg, hogy A v/2-t nem tartalmazé résztestei kozott van maximélis, legyen egy ilyen résztest L.
Igaz-e, hogy L minden véges testbovitése ciklikus?

Legyen L = Q(+v/2, v/3,1V/3). Hatérozza meg az L:Q testbévités G Galois-csoprtjdnak kommutétor
részcsoportjahoz tartozé kozbiilsé testét (azaz [G, G] fixtestét).

Legyen ¢ primitiv kilencedik egységgyok. Hatdrozza meg a Q(V/5,¢) : Q testbdvités kozbiilss testeit.

Legyen ¢ primitiv n-edik egységgyok (n € N), L = Q(¢). Mutassa meg, hogy {o(e) | o € Gal(L: Q)}
pontosan akkor (normdlis) bazisa L : Q-nak, ha n négyzetmentes.

Legyen L : K Galois-b6vités, melynek Galois-csoportja G. Definidljuk az Normy.x (,norma”) és Tracer.x
(,nyom”) leképezéseket az aldbbi médon:

Normp.x: L— L, oo~ H o)
ceG

Tracep.x: L — L, ax— Z o).
oeG

Bizonyitsa be a kovetkezdket.

(a) Tetszéleges o € L-re Normy.x(a) € K és Tracer.x () € K.
(b) Tetszbleges «, p € L-re teljesiil, hogy

Normp.x (o - ) = Normyp.k (&) - Normp.k (),
Tracer.x (o + B) = Tracer.k («) + Tracer.k (B).

(¢) Legyen & € L\ K olyan elem, amelyre &2 € K teljesiil, és legyen L = K(&). Ekkor Normy.k(a + b§) =
a? — £2b? és Tracer.x (a + b&) = 2a.

Legyen L < C az x3—2 € QI[x] polinom felbontési teste. Hatdrozza meg a Normy.q és Tracer.q leképezéseket.

Legyen p primszam, ¢ primitiv p-edik egységgyok és L = Q(¢). Igaz-e, hogy bdrmely (Q <)M < L-re
M = Q(Tracer.m(€))?

Legyen K olyan test, amelynek karakterisztikdja nem 2. Legyen o € K olyan elem, amelyre v/ ¢ K
és L = K(y/x). Legyenek tovabbd b és ¢ olyan K-beli elemek, amelyekre y/b+cy/a € L, és legyen
N =L(4/b + ¢y/a). Ekkor

N : K Galois-b6vités & /b +cya e L
&= (a) \/b+cva € Kvagy (b) \/b+cva/vaeK

Az (a) esetben Gal(N : K) = Z, x Z3, mig a (b) esetben Gal(N : K) = Zy4.

Legyen L = C(x,y) és K = C(x™+y™,xy). Mutassa meg, hogy az L : K testbévités Galois-csoportja izomorf
D, -nel.?

1Qs a kvaterniécsoport, Qg = ({£1,+1, +j, £k}; - ), ahol a - miiveletet a kovetkezs Osszefiiggések definialjak:

i2=j2=k?=-1, 1=k, jk=1, ki=j ésji = —k, ik =—j, kj = —i.

A kvaterniécsoport megadésa definialé reldcidkkal: Qg = <X,y [x* =y* =xyxy~ ' = ]>.
2A Dy, diédercsoport a szabélyos n-szdg szimmetriacsoportja, Dy = (t, @), ahol t egy tetszbleges tiikrozése és @ egy 271/n-szogi
forgatdsa a szabalyos n-szognek; Dy definidlé relaciékkal is megadhaté: Dyn = <x,y [x2=1,y" =1, xy = y’]x>.



5.29.

5.30.

5.31.

5.32.

5.33.

5.34.

5.35.

5.36.

5.37.

5.38.

5.39.

Legyen n tetszéleges természetes szam. Hatarozza meg a
C(cosx) : C(cosmx)

testbovités kozbiilso testeit.

Tegyiik fel, hogy a K test karakterisztikdja 0. Legyen f egy n-edfoki irreduciblis polinom K felett,
melynek valamely L felbontdsi testében a gyokei: ai,...,an. Tetszbleges J C {1,2,...,n}-re legyen

sy = Zjel aj, és tetszbleges v € {1,2,...,n — 1}-re legyen K, = Q({sy|J C{1,2,...,n}és|]|=71}), f, =
1C1.2,m), 71— (X~ ST):
(a) Mutassa meg, hogy Ky =--- =Ky _1.
(b) Igazolja, hogy f e Klx].
(c) Bizonyitsa be, hogy ha Galk (f)-nak van An-nel izomorf részcsoportja, akkor f, irreducibilis K felett

minden r-re (I <r<n—1).

Milyen foku lesz az fr polinom?

Legyen G az A, alterndlé csoport olyan valédi részcsoportja, amely tartalmaz hetedrend{i elemet és
(st)(uv) tipusi permutéciét is. Bizonyitsa be, hogy G = PSL(2,7).

Legyen f = x” + ax + b € Q[x] olyan polinom, amely eleget tesz az alabbi feltételeknek:

— f irreducibilis Q felett,

- VAf) € Q,

— f-nek pontosan harom darab valés gyoke van,
1?3 irreducibilis K felett.

Mutassa meg, hogy Galg(f) = PSL(2,7).

Mutassa meg, hogy az x” —154x+99 és x” —7x+3 racionalis egyiitthatds polinomok Q feletti Galois-csoportja
izomorf PSL(2,7)-tel.

Legyen K olyan test, melynek karakterisztikdja nem 2. Tegyiik fel, hogy L masodfoku bévitése K-nak, és
az L : K testbévités Galois-csoportja legyen {id, 0}. Legyen « tetszOleges eleme L-nek. Mutassa meg, hogy
az alabbi allitasok ekvivalensek.

(1) Az L(+/a) : K testbdvités ciklikus és \/x & L.
o)

(2) Van olyan 3 € L elem, amelyre = B2 és Normp.x (B) = —1.

Legyen K olyan test, melynek karakterisztikdja nem 2. Tegyiik fel, hogy L masodfoki bovitése K-nak.
Mutassa meg, hogy az aldbbi allitasok ekvivalensek.

(1) Az L test a K test egy negyedfoku ciklikus bovitésének részteste.
(2) Van olyan « € L elem, hogy Normp.x () = —1.

Mutassuk meg, hogy S4 tranzitiv részcsoportjai a kovetkezOk: S4, Ag, V (Viergruppe), D4 és a 4-rendil
ciklikus részcsoportok.

Legyen az x> — 7 € Q[x] polinom felbontési teste Q felett F. Mutassuk meg, hogy Galg(x® —7) = S3, és
hatarozzuk meg az F: Q testbévités kozbiilso testeit.

Hatarozzuk meg az x°> —2 € Q[x] polinom G Galois-csoportjat Q felett. Déntsiik el, hogy G Abel-csoport-e,
illetve feloldhaté-e.

Hatérozzuk meg az alabbi Q[x]-beli polinomok Galois-csoportjat Q felett.

(a) x* +4x+2;
(b) x* + 8x — 12;
(c) x* +1;



5.40.

5.41.

5.42.

5.43.

5.44.

(d) x*+x3+x2 +x+1;
(e) x*—2.

Mely polinomok esetén lesz a Galois-csoport Abel-csoport?
Ha az f € Q[x] polinom Galois-csoportja paratlan rendfi, akkor f minden gyoke valés szam.

Mutassuk meg, hogy a
f f(—
T R() = R(x), 10, ()
g(x)  g(—x)
leképezés 2-rendii és eleme Autg(R(x))-nek. Hatdrozzuk meg a Autg(R(x)) csoport (T) részcsoportjdnak a
fixtestét.

Legyen L: K véges normalis testb&vités. Mutassuk meg, hogy o« € L pontosan akkor primitiv elem, ha
barmely o € Gal(L : K) \ {id }-re o(«) # « teljestil.

Legyen f € Q[x] olyan n-edfoki irreducbilis polinom, amelynek van valés gyoke, de nem minden gyoke
valés. Legyen M < C az f polinom felbontdsi teste. Mutassuk meg, hogy az (M NR):Q testbdvités
legalabb n-edfoku és nem normélis, valamint [M : Q] > 2n.

Mutassuk meg, hogy ha a K test véges testbévitése Q-nak, akkor K csak véges sok egységgyokot tartalmaz.

6. Véges testek

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

6.10.

Legyen K egy g-elemf test, p primszdam. Ekkor a p-edfoki irreducibilis f&polinomok szdma K[x]-ben
(a? —a)/p.

Bontsa irreducibilis polinomok szorzatara az xP* — x € Zy[x] polinomot.
Igazolja, hogy tetszdleges a,b € N-re Zq X Zp = Ziy x.0.(a,b) X Lik.k.t.(a,b)-
Minden véges Abel-csoport izomorf primhatvanyrendii ciklikus részcsoportjainak direkt szorzatdval.

Legyen G Abel csoport, T ={g € G | 0g(g) < oo}. Mutassa meg, hogy T<G és a G/T csoport egységelemtsl
kiilonboz6 elemeinek rendje végtelen.

Mutassa meg, hogy ha a G csoport végesen generalt Abel-csoport egységelemtdl kiillénbozo elemeinek rendje
végtelen, akkor G = Z% teljesiil valamely s € N-re. Hogyan hatarozhatjuk meg az s egészet?

Mutassa meg, hogy ha a G csoport végesen generalt Abel-csoport, akkor G = Z* x T valamely s € N-re és
T véges csoportra.

Legyenek p < q kiilénb6z6 primszamok. Bizonyitsa be, hogy ha p 1 q—1, akkor van olyan L : Z testbdvités,
amely felbontdsi teste az {x* —a | a € Zq} polinomhalmaznak.

Legyen p primszdm, ] = Zp(«) és K = J(f), ahol « transzcendens Z;, felett és 3 transzcendens ] felett.
Legyen L az (xP — o) (xP — B) € K[x] polinom felbontési teste. Igazolja az aldbbi 4llitdsokat.

(a) Az L: X testbévités foka p?.
(b) Ha vy € L, akkor yP € K.
(¢) Az L :K testbdvités nem egyszerti.

Hatarozza meg az L : K testb6vités kozbiils6 testeit p = 2 esetén.

Ha L : K véges, szeparabilis és M : L egyszert testbovités, akkor az M : K testbovités egyszert.



6.11.

6.12.

6.13.

6.14.

6.15.

6.16.

6.17.

6.18.

6.19.

Bizonyitsa be, hogy ha f € Z,[x] irreducibilis (p primszam), akkor az f polinom tetszéleges « gySkére
Zyp (o) felbontasi teste f-nek.

m m
‘p qi

Legyenek p és q primszamok, m € N. Bizonyitsa be, hogy darab g-adfokd Fpm feletti

irreducibilis polinom van.

Legyen q tetszdleges primhatvany és n tetszdleges természetes szdm. Jelolje Ng » az n-edfoku irreducibilis
polinomok szdmét Fq[x]-ben. Mutassa meg, hogy

Naw = Zw(g) o

ahol p a Mobius-féle fliggvény.

Legyen q tetszOleges primhatvany és n tetszéleges természetes szam. Mutassa meg, hogy
n
9 EFgn |Fy(9) = Fyn)| = (—) a4
(9 € Fqn | Fq(9) =Fan ;ptdq
n

ahol pu a Md&bius-féle fliiggvény.

Legyen q primhatvany, n € N, K = F, és L = Fyn. Mutassa meg, hogy tetsz6leges « € L-re
(a) Normp.g () = «la”=1)/ta=1)
(b) Tarcer.k() = &+ &% +--- + od™ !

teljesiil. Bizonyitsa be, hogy a Normp.x és a Tracer.x leképezések értékkészlete is K.
Legyen q primhatvéany és o € F. Igazolja, hogy

—1, h oke Fq-b
|{(X,U)E]Fé|x2*o(,y2:‘l}|: q y aOCV&Ilg}.foe q all,
q+1, ha x-nak nincs gyoke Fq-ban.

2

Bizonyitsa be a (—) (p pératlan primszam) Legendre-szimbé6lum kiszdmitdsara vonatkozé formuldt véges
P

testek felhaszndldsaval az aldbbi 1épéseket kovetve. Legyen L az x® — 1 polinom felbontdsi teste Z,, felett.

(a) L tartalmaz primitiv nyolcadik egységgyokot, azaz olyan e € L elemet, amelyre e =1, de ¢* # 1.

(b) &+ ¢! négyzetgyoke 2-nek.

(c) 2 akkor és csak akkor &ll el6 egy Zp-beli elem négyzeteként, ha a K test Frobenus-automorfizmusa
fixen hagyja az € + ¢~ elemet.

(d) (e+e ")P =&+ e ! pontosan akkor all fenn, ha p = £1 ( mod 8).

(e) (%) — (1)

Legyen w € F;d primitiv egységgyok. Mutassa meg, hogy ha { < d, akkor w & ]F:“ valamint grp, (W) = d.
Igazolja, hogy d | @(pd —1).

Legyen q paratlan primhatvany, Nq = {u? |u € Fq} és tetszéleges t € Fqrat— Ny = {t —u? |u € Fq}.
Mutassa meg, hogy |Nq| = [t — Ngq| = (q + 1)/2. Igazolja, hogy Fq C Ny + Nj.

7. A diszkriminans



7.1. Legyen K test, melynek karakterisztikdja 0, és legyen f tetsz6leges K[x]-beli n-edfokd polinom (n € N).
Tegyiik fel, hogy o € K. Mutassuk meg, hogy

oc)—I—Z f](j()(x—oc)k
k=1 ’

7.2. Legyenek az f € K[x] polinom gyokei «y,...,an az f polinom valamely felbontési testében. Mutassa meg,
hogy

Alf) = (-1 TT (o)

k=1

7.3. Legyenek az f = anx™+- -+ ajx+ap € K[x] polinom gydkei «y, ..., xn az f polinom valamely L felbontasi
testében. Igazolja az alabbiakat.

(a) Tetszbleges 1 < i< n-re f=(x— ai)gi, ahol
n k
3wy e
k=1 1=0

(b) f"=g14+- 4+ gn-
(c) Ha Ay = ok + -+ + ok (k € N), akkor

(n—k)a + Z @A =0 (0<k<n—1),

D aihg; =0 (keN).
j=0

Ezek az Gin. Newton-azonossdgok.

7.4. Tegyiik fel, hogy f = x™ + px + q € K[x] (K test). Mutassuk meg, hogy

0, hal<j<n—2vagyn+1<j<2n-3,
—(n—1)p, ha):n—l,

—-ngq, haj=mn,

(n—1)p?, haj=2n-2.

n+1 n

Igazolja, hogy A(f) = (—1)("2 Inngn=1 — (=)} (n— 1)n-Tpm,

8. Geometriai szerkeszthetiség

8.1. Tetszbleges n természetes szamra legyen
Po={ceCle"=Tése"#1(1<k<n)}.
Igazolja az alabbi allitdsok helyességét.
" o 2kt . 2km i i
(a) Tetszbleges w € C-re w € Py, pontosan akkor teljesiil, ha w = cos o +1sin 0 ahol k és n relativ
primek.

(b) [Pnl = @(n), ahol ¢ az Euler-féle fiiggvény.

(¢) [lcep, e=1,han>3.
(d) > .cp, € = p(n), ahol p a Mobius-fiiggvény.

Mely ismert csoporttal izomorf (Py; - )7



8.2. Tetszbleges n természetes szamra legyen

O =[] (x—e).

e€EPL
A ©, polinomot n-edik kérosztasi polinomnak nevezzik.

(a) Mutassa meg, hogy [[4,, ®a =x" —1.
(b) Igazolja, hogy @, € Z[x].
(¢) Bizonyitsa be, hogy tetsz6leges n > 1 pératlan szdmra és tetszéleges z komplex szdmra

Don(z) = On(—2)

teljesiil.
d) Mutassa meg, hogy tetszoleges p primszamra a @, polinom irreducibilis Q felett.
o)
(e) Mutassa meg, hogy tetszéleges n természetes szdmra a @y, polinom irreducibilis Q felett.

frja fel a @, polinomokat n € {1,2,3,4,5,6} esetén.

8.3. Az alabbi szerkesztési feladatok mindegyikében hatdrozza meg a szerkesztés K alaptestét, a szerkesztendd
szam altal generalt testbovités fokat K felett, és dontse el, hogy a szerkesztés elvégezheto-e.

(a) Adott az egységszakasz, szerkesztendé o = v/2.

(b) Adott az egységszakasz, szerkesztendd o = v/2.
¢) Adott az egységszakasz és egy v/2 hosszi szakasz, szerkesztendd o = v/2.

e

f

)
)
(c)
(d) Adott az egysegszakasz és egy v/2 hosszt szakasz, szerkesztendé o = v/2.
) Adott (0,0), (0,1), (0,7), az egységsugaru kort kell négyszogesiteni,

)

(
(

Amennyiben a szerkesztés elvégezhet6 végezziik is el.

Adott egy szabalyos 9-sz0g, szerkesztend6 egy szabdlyos 18-szog

8.4. Szerkeszthetd-e a hdromszog két oldalabdl, és az egyikhez tartozé szogfelez6b6l? (Az oldalak hossza adott.)
8.5. Mutassa meg, hogy nem szerkesztheto egyenld szart haromszog a szarabdl és a beirt kor sugarabdl.

8.6. Mely n egészekre szerkeszthet6 n-fokos szog (n € N).

2m
8.7. Hatarozza meg a cos =Y valds szdm fokét Q felett (n € N).

2n
8.8. Mutassa meg, hogy cos —

17 egyenl6 a

\/_+\/34 2V/17 \/17+3\/— V34— 2\17 — 20/34 4+ 2\17
16 16 16 8

valés szdmmal.?

3Gauss 18 éves kordban igazolta ezt az egyenléséget.
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