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1. Algebrai testb6vitések

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

Jelolje R a Z vagy Q halmazok valamelyikét, és legyen R[&] = {a + b& | a,b € R}, ahol § € C\ Q egy
maésodfoki valds egyiitthatés polinom egyik gyoke. A mésik gyokot jelolje &’. Mutassa meg, hogy

(a) R[E] elemeinek a + bg (a,b € R) alakban vald eléallitdsa egyértelmti;
(b) R[E] =R[E];

(c) Z[E] gylirii és Q[E] szdmtest (a szokdsos Osszeaddsra és szorzésra).

Hatarozza meg a

(a) Q(v2):Q;
(b) Q(v2,V3):Q;
(¢) Q(v2,v3,V5): Q;

testbdvitések fokat.

Legyenek pq,...,pn paronként kiillonb6z6 primszamok (n € N). Mutassa meg, hogy a

Q(\/p Yyt \/pn) :Q
testbdvités foka 2™. Adjon meg bézist a Q feletti Q(/P1,...,+/Pn) vektortérben.

Hatdrozza meg az « = 1+i, p = /3 + 2v2 ésy = 1+ v/2+ V/4 komplex szdmok Q feletti minimélpolinomjét.

Legyenek K olyan test melynek karakterisztikaja nem 2, valamint legyen az L test K testbovitése. Mutassa
meg, hogy ha 1 és v az L test olyan elemei, amelyekre u?, v? € K és u? # v? teljesiil, akkor K(u,v) = K(u+v).

Tegyiik fel, hogy [L : K] primszam. Mik lesznek az L : K testbdvités kozbiilsd testei?

Tegyiik fel, hogy Ky és Ky az L: K testb6vités olyan kozbiils6 testei, amelyekre L = K(K7,Kz). Mutassa
meg, hogy [L: K] < [Ky : K] - [K5 : K].
Legyen az L : K testb6vités n-edfokd (n € N). Tetszéleges o € L-re legyen Ty a kovetkezd leképezés:
Te: L—=L, B— ap.
Mutassa meg, hogy

(a) a Ty leképezés a K feletti L vektortér linedris transzformécidja;
(b) az L test izomorf a K™*™ mdtrixgylirii egy résztestével;
(¢) mgk | det(xI — Ty).

A fentick felhasznaldséval hatdrozza meg a y = 2 + 32 + 4 V4 valés szdm Q feletti minimélpolinomjét.

Mutassa meg, hogy az f = x> 4+ 3x + 1 polinom irreducibilis Q[x]-ben. Legyen « € C az f polinom gydke.
Fejezze kiaz « 1 és (14+a) ! elemeket az 1, o és &? elemek racionalis egyiitthatds linedris kombinaciéjaként.

Legyen az L test a K test véges testbOvitése, valamint o algebrai elem K felett. Tegyiik fel, hogy [K(«) : K],
[L : K] relativ primek. Mutassa meg, hogy mqy 1 € K[x].
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Bizonyitsa be, hogy ha [L : K] primszam, akkor az L : K testbdvités egyszerti.

Az L : K tesbdvitésre teljesiil, hogy L = K(u,v), ahol u,v € L és
In.k.o. (gr, x,gr, ) = 1.
Bizonyitsa be, hogy [L: K] = gr, - gr, k-

Legyen L a K test testb6vitése. Mutassa meg, hogy ha az u € L elemre [K(u) : K] paratlan, akkor K(u?) =
K(u).

Legyen K megszamlélhatoan végtelen test és L : K algebrai testbovités. Mutassa meg, hogy L is megszamlalhatéan
végtelen. Mutassuk meg, hogy vannak olyan valds szamok, amelyek transzcendensek a raciondlis szamok
teste felett.

Legyen L : K testbdvités, o € L transzcendens elem K felett és f € K[x] nem konstans polinom. Mutassa
meg, hogy

(a) f(o) transzcendens K felett;
(b) ha B € L-re f(f) = « teljesiil, akkor (3 is transzcendens K felett.

Legyenek a és b olyan komplex szdmok, amely transzcendensek Q felett. Igaz-e, hogy a+b, a-b, a/b, a®
is transzcendens Q felett?

Tegyiik fel, hogy K(c, ) : K olyan testbdvitést, ahol o« & K algebrai elem, mig {3 transzcendens K felett.
Mutassa meg, hogy K(«, B) : K nem egyszerti.

Tegyiik fel, hogy L: K algebrai testbovités, és legyen t: L — L olyan injektiv homomorfizmus, amelyre
T(a) = o teljesiil tetszbleges « € K esetén. Mutassa meg, hogy T izomorfizmus.

Tegyiik fel, hogy o transzcendens elem a K test felett. Mutassa meg, hogy ha f € K(a) \ K, akkor
K(et) : K(B) bvités véges és B transzcendens K felett. Ha B = f(a)/g(x) (f,g € K[x], In.k.o.(f, g) ~ 1),
akkor [K(«) : K(B)] = max(f*, g*).

Legyen K olyan test, melynek karakterisztikdja nem 2, valamint tegyiik fel, hogy az L testre [L:K] = 2

teljestl. Legyen
S(L) = {a € K* | a egy L-beli elem négyzete} .

Mutassa meg, hogy S(L) részcsoport K*-ban.!

Legyenek L,L’ és K olyan testek, amelyekre char(K) # 2 és [L: K] = [L’: K] = 2. Mutassa meg, hogy
pontosan akkor van olyan ¢: L — L’ izomorfizmus, amely fixen hagyja K elemeit, ha S(L) = S(L’).

Legyenek p paratlan primszam. Mutassa meg, hogy izomorfitél eltekintve egyetlen p?-elemf test van.
Legyen « = v/2e2™/3 . Igazolja, hogy a —1 egész szém nem &ll el Q(oc)-beli elemek négyzetének dsszegeként.

Legyen R tetszoleges C-t tartalmazd integritastartomany. Bizonyitsa be, hogy ha R véges dimenzids vek-
tortér C felett, akkor R = C.

Legyen L : K algebrai testbovités, valamint legyen R olyan gytrdi, amelyre K C R C L teljestil. Mutassa
meg, hogy R test.

3
X
Legyen K test, x hatarozatlan és y = o € K(x). Hatarozza meg az m, () polinomot.
3
Adja meg a Q(x) test olyan K algebrai testbévitését, amelyben az y? — 21 € Q(x)[y] polinomnak van
X

gyoke.

I Tetsz6leges L testre LX jeldli a test multiplikativ csoportjat, azaz L* = (L\ {0}; - ).



2. Algebrai és transzcendens szamok

2.1. Legyenek o és 3 algebrai szamok, amelyek Osszege racionalis szdm. Mutassa meg, hogy gry o = g1 @-

’Azt mondjuk, hogy az « algebrai szam algebrai egész szdm, ha my g € Z[x]. ‘

2.2. Van-e nemtrividlis megolddsa az x™ + y™ = z" Fermat-egyenletnek (n € N, n > 2) az algebrai egészek
korében? (Az x,y,z megoldds nemtrivialis, ha xyz # 0.)

1
n!

2.3. Bizonyitsa be, hogy az e = ) °_; - valés szdm nem mdsodfokd algebrai szdm.

2.4. Azt mondjuk, hogy az « algebrai egész szdm Pisot-szdm, ha o egész szam vagy ha o valamennyi — -
t6l kiilonb6z6 — konjugaltjanak abszolut értéke 1-nél kisebb. Bizonyitsa be, hogy végtelen sok legaldbb
masodfoki Pisot-szam létezik.

2.5. Bizonyitsa be, hogy ha « Pisot-szam, akkor
lim ||&™| =0.
n— oo
(Tetszéleges x valds szamra ||x|| = min{{x}, T —{x}}.)

2.6. Bizonyitsuk be az aldbbi allitasokat.

(a) A valds algebrai szamok sfirlin helyezkednek el a valds szdmegyenesen.
(b) Az algebrai szamok siirtin helyezkednek el a komplex szadmsikon.

(c
(d
(e

(f

A valds algebrai egész szdamok sliriin helyezkednek el a valés szdmegyenesen.
Az algebrai egész szamok siiriin helyezkednek el a komplex szdmsikon.
Az n-edfoki valds algebrai szdmok siirlin helyezkednek el a valés szdmegyenesen (n € N).

—_ D

Az n-edfoku algebrai szamok stirtin helyezkednek el a komplex szamsikon (n € N, n > 2).

3. Irreducibilis polinomok

3.1. Legyen f = anx™+---+a1x+ ag € Z[x] legalabb els6fokt, primit{v polinom. Ha létezik olyan p primszdm,
amelyre p | aj,...,an, P{ao és p? { an, akkor f irreducibilis Z felett.

3.2. Mutassa meg, hogy van olyan f =3 |, axx® € Z[x] irreducibilis fépolinom, hogy az
n
f,e= Z ax(x — s)* € Z[x]
k=1
polinomok (s € Z) egyikére sem alkalmazhat6 a Schénemann-Eisenstein-tétel.

3.3. Mutassa meg, hogy tetszdleges p primszdmra az x™ — p polinom irreducibilis Q[x]-ben.

3.4. Bizonyitsa be, hogy [ANR: Q] = oo.

3.5. Legyen H = {W | p primszém}. Mutassa meg, hogy ha H’ véges részhalmaza H-nak, akkor a H’-beli
elemek linearisan fiiggetlenek Q felett.

3.6. Igazolja, hogy az

(a) x> —4x+ 2,
(b) x* —4x +2

polinomok irreducibilisek Q(1i) felett.
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Legyen p tetszéleges primszam. Mutassa meg, hogy az xP +xP ! 4. 4+x+ 1 polinom irreducibilis Q felett.

27
Legyen 9 = - Hatarozza meg a cos® + isind és a 2 cos ¥ komplex szamok minimalpolinomjat Q felett.

Igazolja, hogy ha egy n-edfokd f € Z[x] polinom (n > 1) legaldbb 2 {%} + 1 egész helyen +1 értéket vesz
fel, akkor f irreducibilis Z (s igy Q) felett.

Igazolja, hogy az

(a) x4+ 9x* +30x3 + 2x + 3,

(b) x™ —px +p? (p primszam, n > 3)
polinomok irreducibilisek Q felett.

k
X
Legyen n természetes szdm. Mutassa meg, hogy a ) | _, i € QIx] polinom irreducibilis.

Legyen p primszam és a olyan egész szam, amely nem oszthaté p-vel. Mutassa meg, hogy az xP —x + a
polinom irreducibilis Z felett.

—2
Legyenek a és b tetsz6leges egész szamok. Bizonyitsa be, hogy az f = x*+ax?+b" polinom nem irreducibilis
Z,, felett (p tetszOleges primszam).

Legyen g € Z[x] tetszbleges k-adfokd polinom (k € N), és legyenek do < dj < --- < dy egészek. Igazolja,
hogy van olyan i € {0,1,...,k}, amelyre |g(d;)| > k!/2k.

Legyen f € Z[x] tetszdleges n-edfoki polinom (n € N), és legyen m = [(n + 1)/2]. Tegyiik fel, hogy vannak
olyan kiilonbozé ag, ..., an egészek, amelyekre 0 < [f(a;i)] < m!/2™. Bizonyitsa be, hogy az f polinom
irreducibilis.

Legyen f = x™ + an_1x™ ' 4+ -+ a;x + ep € Z[x], ahol ¢ € {—1,1} és p primszam. Igazolja, hogy ha
p>1+|ail+ -+ |an_1l, akkor f irreducibilis.



