KLASSZIKUS ALGEBRA

3. 2010/2011. TAVASZI FELEV

2. Polinomfiiggvény, gyok, gyoktényezos alak

2.1. Legyen f = x>+ 2x> +x+1 € Rx] és g = x” +x8 +x” +x? +1 € R[x]. Igaz-e, hogy az f, illetve g
polinomokhoz tartozé polinomfiiggvények megegyeznek, ha

(a) R:Z_?,; (b) R:Z4;
(c) R=1Zs; (d) R=2Z;.

2.2. Mutassuk meg, hogy az alabbi leképezések nem polinomfiiggvények.
(a) f:R > R, x +— sinx; (b) g:C—>C, z—zZ.
2.3. Az R = Z5[x] halmazon definidljuk a > reldciét az aldbbi médon:
fa g < f(0) = g(0) és f(1) = g(1).
Mutassuk meg, hogy < ekvivalenciarelacié és hatarozzuk meg az ekvivaleciaosztalyokat.

2.4. Legyen a € R\ {0, 1}. Hatdrozzuk meg az

(x*—x+1)3  (a?—a+1)3
x2(x—1)2  a2(a—1)2

egyenlet valamennyi gyokét.

2.5. Hatdrozzuk meg az f € R[x] polinom gyoktényezds alakjat:
(a) f=x*+4,R=C; (b) f=x>—6x*+11x—6, R=R;
(c) f=(x+cosd+1isind)™ + (x + cosd —isind)™, R =C;

m
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(d) f= Z (—nmk ( 2?2) x¥, R = C (m tetszéleges természetes szam).
k=1

2.6. Bizonyitsuk be, hogy az f = x3% 4+ x3V*1 4 x3W+2 ¢ R[x] polinom oszthaté a g = X2 + x + 1 € R[x]
polinommal.

3. Irreducibilitds R és C felett

3.1. Bontsuk fel irreducibilis tényezok szorzatara az aldbbi polinomokat R és C felett.

(a) f=x*—1; (b) f=x*—3x3+5x* —3x+1;
(c) f=x*—ax?+1, ahol —2 < a < 2 valés szam;
(d) f=x?"—2x"™+2, aholn € N.

3.2. Melyik az a legalacsonyabb foki f € R[x], illetve g € C[x] polinom, amelynek

(a) az 1 kétszeres, a 2, 3 és 2 + 1 pedig egyszeres gyoke;

(b) az 5+ 1 kétszeres és az 1 — 1 pedig hdromszoros gyoke.



4. Irreducibilis polinomok Q felett

4.1. Irreducibilis-e az f = 2x3 — 8x? + 6x — 20 polinom Q[x]-ben, illetve Z[x]-ben?

4.2. Hatdrozzuk meg az f € Q[x] polinom raciondlis gyokeit és irreducibilis felbontdsit Q és Z felett.

(a) f=x7+8x®+ 15x5 + 10x> + 35x? + 5x — 30;
(b) f=8x>+30x* —3x3 +18x? — 11x — 12.

4.3. Tegyitik fel, hogy az f # 0 és g racionalis egyiitthatés polinomokra vannak olyan o és 3 komplex szamok,
amelyekre f(a) = g(a) = f(f) = 0, g(p) = 0 teljesiil. Mutassuk meg, hogy ekkor f nem irreducibilis Q
felett.

4.4. Legyen p tetszOleges primszam. Mutassuk meg, hogy az
P 4 xP 2+ x4+ 1€ QI

polinom irreducibilis Q felett.

4.5. Legyen p primszém és f = x™ +an_1x™' +--- +x £ p € Z[x]. Mutassuk meg, hogy ha
T+larl 4+ +lanal <p,

akkor f irreducibilis.

4.6. Legyen f = x™ + an_1x™ ' 4+ --- 4+ a;x + ap € Z[x] olyan polinom, amelyre ag # 0 is teljesiil. Mutassuk
meg, hogy ha |an_1| > 1+ |ap| + - - - + |an_2], akkor f irreducibilis Q felett.

5. Horner-médszer

5.1. Hatdrozzuk meg az f € R[x] polinom helyettesitési értékét az xp € R helyen a Horner-médszer alka-

Imazasaval:

(a) f=28x5+30x* —3x3+18x? —11x — 12, R=R és x¢ = 3;
1

b) f=x>+9%3+5x2+6,R=Qés xo = =

2;
=x* 4+ +2—-1)x*+6ix—(1—21), R=Césxo =1+1;

d

(e) f=

=2x* +5x3 +1x> = 2x + 6, R=7Z7 és xo = 3;

)
)
()
(d)
) =x"—x"+1, R=Rés xo € {1,2}, ahol n € N.

f
f
f

5.2. frjuk fel az f € R[x] polinomot az x — x¢ polinom hatvényai szerint rendezett alakban.

(a) f=x*—7x* +5x =17, R=Q és xo = 2;

(b) f=x*+1,R=C és xo =1;

(c) f=x*+3x3—5x+1,R=7Z11 és x0 = §;

(d) f=x"+x""T4+.- - +x+1,R=Rés xo € {—1,+1}, ahol n € N.

5.3. Hatarozzuk meg az
f=16x° + 184x> 4 657x* +469x3 — 1124x> — 528x + 576 € R[x]

polinom raciondlis gytkeit és azok multiplicitasat.



6. Derivalt, tobbszorss gyok

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

6.10.

Az f = x? —3x+a € R[x] polinomnak van t&bbszoros gyoke. Hatarozzuk meg az « valés paraméter értékét.

Hatarozzuk meg az a és b egyiitthatékat gy, hogy (x — 1)% | ax™*! + bx™ + 1 teljesiiljon (n € N).

2n

Legyen n természetes szam. Igazoljuk, hogy az x*™ — nx™*! + nx™~! — 1 polinomnak az 1 egész szdm

héromszoros gyoke.
Van-e olyan m természetes szam, amelyre (x* +x 4+ 1)% | (x +1)™ +x™ 4 1 teljesiil?

Legyenek a és b valés szamok. Az x®™+2 4+ ax3™*1 +b € R[x] polinomok kozott van-e olyan, amely oszthaté
az (x2 +x + 1)? polinommal?

Milyen A € C-re van az x> — 3x + A, illetve x* — 4x + A polinomoknak tobbszords gyoke?

Adjunk eljarast tetszbleges f € R[x] polinombél olyan polinom kiszdmitésdra, amelynek gyokei — egyszeres
multplicitdssal — pontosan azok a komplex szamok, amelyek f-nek gyokei.

Adjunk eljarast tetszbleges f € R[x] polinombél olyan polinom kiszdmitésdra, amelynek gyokei — egyszeres
multplicitdssal — pontosan azok a komplex szamok, amelyek f-nek kétszeres gyokei.

Adjunk eljarast tetszdleges f € R[x] polinombdl olyan polinom kiszdmitésdra, amelynek gyokei — egyszeres
multplicitdssal — pontosan azok a komplex szamok, amelyek f-nek legfeljebb haromszoros gyokei.

Mutassuk meg, hogy ha az f € R[x] n-edfokid polinomnak (n > 2) n darab paronként kiilénbozé valds
gyoke van, akkor az f’ polinomnak n — 1 darab paronként kiilonboz6 valés gyoke van.

7. Harmad- és negyedfoki egyenletek

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

Hatarozzuk meg az aldbbi polinomok gyokeit:

(a) f=x3+2x+1; (b) f=3x3+2x2+2x—1;
(c) f=x346x*+30x + 25; (d) f=x3—6ix+4(1—1);
(e) f =x3—3abx+ a3+ b3, ahol a,b € R;

(f) f=x>—3abfgx + f3ga’® + fg?b3, ahol a,b,f,g € R.

Legyenek p és q valés szamok. Az x> + px + g polinom komplex gyokeit jelélje a7, &z és oz. Igazoljuk,

hogy
(o1 — o2)? (o2 — 3)% (o3 — o7)* = —4p> — 27q°.

(A —4p3 —27q? kifejezést az x> + px + q polinom diszkrimindnsdnak nevezziik.)
Oldjuk meg az
(y®> —3by + a®> —3ab)? —4(ay + b)3

egyenletet, ahol az a és b paraméterek valdsak.

Hatarozzuk meg az alabbi polinomok gyckeit:

(a) f=x*+x3+x—1; (b) f=x*+3x3—3x+1;
(c) f=x*+—x3—x2+2x—2; (d) f=x%+2x3+8x% +2x+7.



8. Lagrange-interpolacié

8.1. Hatdrozzuk meg azt a legalacsonyabb foku f € C[x] polinomot, amelyre

(a) f(k) =k?—1 (k €{1,2,3}) és f(4) = 0;
(b) f(1)=1,f(i) =2, f(—1) =3, f(—1i) =4;
(c) f(k) =k*+ (=1 " (ke(1,2,3,4,5));
(d) f(k) =2¥ (k €{1,2,3,4}).
2k 2k
8.2. Legyen n > 3 természetes szdm és €, = cos TT[ + isin Tﬂ (k €{0,1,...,n—1}.) Hatdrozzuk meg azt a

legalacsonyabb foki f € C[x] polinomot, amelyre
flex) =k+1 (ke{0,1,...n—1})

teljesiil.

8.3. Hatdrozzuk meg azt a legalacsonyabb fokd f € C[x] polinomot, amelyre
f(k)=2% (ke{0,1,...n})

teljesiil (n € N).
8.4. Hatdrozzuk meg azt a legalacsonyabb foku f € C[x] polinomot, amelyre
1
f(k) = X (ke{l,...n})

teljesiil (n € N).

9. Szimmetrikus polinomok

9.1. frjuk fel az aldbbi szimmetrikus polinomokat az elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként?

(a) 0 =x?+y?+z? € Rx,y,zl;

(b) o=x3+x3+---+x% € R[x1,X2,...,%n], ahol n € N és n > 4;
() o=x>+y>+22+x+y+zeRxvy,z;

(d) o=x3+y3+2° +x%y +x*z+xy? + xz? +y?z +yz? € Rx,y, zl;
(€) 0= 1cijen XiXj € RIX1,%2,...,%n], ahol n € N és . > 4;

(f) 0= 1cijren XXXk € Rlx1,%2,...,%n], ahol n € N.

9.2. Legyen n > 3 tetszbleges természetes szam és f = 2x™ — 3x? +4x — 6 € C[x]. Az f polinom gydkeit jeldlje

*1,...,0n € C. Szamituk ki az aldbbi Osszegeket:
(a) o -+ o (b) o -+ F o
1 1 o4
(c) 071‘1""4':3 (d) 2icizicn ;;'

9.3. Legyen f = 2x3 — 3x? +4x — 12 € C[x]. Az f polinom gyckei legyenek 7, x2, x3 € C. Hatdrozzuk meg azt
a g € C[x] fé6polinomot, melynek gyokei:

(a) &1+ &2, X2 + &3, 3 + &1; (b) of, &3, a3;

(€) a1z, a3, X30L15 (d) a1 — a2, 62 — &3, ®3 — 7.

9.4. Legyen f egész egyiitthatos fépolinom, melynek mindegyik komplex gyoke 1 abszolutértéki. Igazoljuk,
hogy ekkor f minden gyoke egységgyok.



10. Algebrai szamok

10.1.

10.2.

10.3.

10.4.

10.5.

10.6.

10.7.

10.8.

10.9.

Mutassuk meg, hogy az alabbi komplex szamok algebrai szamok és hatarozzuk meg a minimalpolinomjukat

is.

17
=1

29

(a) © )
(c) 9=V3+5; (d) 9_\f V3;
() ®=V3+V5+V7; (f) =2+ Y3+ V5
(g) © ) ®
) )

a (b

g) ¥ = cos20°; (h) 9 =sin15°%;
(i) ¥ =V3+1i; (G) 9= V2+iV3.

Legyen r € Q és k € N. Mutassuk meg, hogy ha « € C\ {0} algebrai szdm, akkor a

1
—a, «, Pt T+a, T és Yo
komplex szdmok is azok. Adjunk becslést a kapott algebrai szamok fokéra is.

Mutassuk meg, hogy az o komplex szam pontosan akkor mésodfoku algebrai szam, ha vannak olyan s és t
racionalis szdmok, amelyekre o = s + v/t és vt € Q.

Legyen f € Q[x] tetsz6leges n-edfokd polinom (n € N), melynek gydkei legyenek «y, ..., a, € C. Mutassuk
meg, hogy

n
Zdegoce <n’. (1)
=1

Mikor &ll (1)-ben egyenldség?

Mutassuk meg, hogy ha (1)-ben szigori egyenlStlenség érvényes, akkor
n
Zdegcxz <n?P—-2n+2

is teljesiil.

Mit allithatunk az « és 3 komplex szamokrdl, ha

(a) xof és e f is algebrai szdmok,
(b) oco P algebrai és o e 3 transzcendens szdm,

(¢) oo f3 és e b is transzcendens szam,

ah0101.6{+y ) )/}

Mutassuk meg, hogy az 71+ e és m— e valds szdmok valamelyike transzcendens. (Az még ma is megoldatlan
probléma, hogy 7 + e transzcendens-e.)

Legyen f # 0 egész egyiitthatds polinom. Mutassuk meg, hogy ha « € C transzcendens, akkor f(«) is az.

Mutassuk meg, hogy Q(v/2,v3) = Q(v2 + V3).

11. Szamelmélet integritastartomanyokban

11.1.

Legyen R integritdstartoméany és R* = R\ {0}. Dontsiik el, hogy igazak-e az aldbbi allitasok.

(a) Ha az oszthat6ségi reldcié ekvivalenciareldcié az R* halmazon, akkor R test.



(b) Ha x ~ vy teljesiil barmely x,y € R*-ra, akkor R test.
(¢) Ha a~Db és c~ d, akkor ac ~ bd.
(d)

)

e) Ha R* valamennyi eleme egység vagy primelem, akkor R test.
gyseg vag

Ha a~bésc~d, akkor a+c~b+d.

11.2. Dontstik el, hogy a megadott R gytriiben igazak-e az alabbiak:
(a) i=1 (mod i+ 1), R=Zll;
(b) 30+ 12i =141 (mod 7 —51), R = Z[il;

:
(¢) =17 —=5v/3i = —1 (mod —5 +1v/3), R = Z[w], ahol w = -5 +i—;

5

(d) x> +x*=2x2 +2x+ 1 (mod x? +x + 1), R = Z[x].
11.3. Dontsiik el, hogy az 5 egész szam irreducibilis-e a Z, Z[i] és Z[v/—2] integritdstartomdnyokban?

11.4. Legyen o primelem a Z[i] integritdstartomanyban. Mutassuk meg, hogy ekkor az aldabbi &llitdsok koziil
pontosan egy teljestl.

(1) oo~1+1;
(2) o primelem Z-ben és o = 3 (mod 4);

(3) van olyan p € Z primszdm, amelyre p =1 (mod 4) és « | p.
11.5. Bizonyitsuk be, hogy a 6 — 1 komplex szdm primelem Z[i]-ben.
11.6. Mutassuk meg, hogy a Z[v/2] integritdstartomanyban végtelen sok egység van.

11.7. Hatarozzuk meg az R euklideszi gytiriiben a megadott elemek legnagyobb kozos osztdjat:

(a
(b

=19+4, w=1-21i, R=Z[];
=19—4i, w=1-21i, R=Z[i];
X+ +x2, g =%+ 1, R="7,[x];
23 +1,g=2x*+2x3+Tx + 1, R = Z3[x];
3 4x? —2x—5,g=2x*+x>+x*+x—1,R=C[];
x"H1 (n—i—])x“—i—],g:x“—nx—l—n—],R:Q[x].

C

) v
) v
(c) f=
(d) f
) f
) f=

(e

(f

11.8. Hatarozzuk meg az alabbi egyenletek valamennyi megoldasat:
(a) (1+310)u+ (3+1i)v =2008 (Z[il-ben);

(b) (x° —Du+ (x8 —1)v =x*—1 (Q[x]-ben);
(c) (3x* + 5x3 +2x% +ox+Hu+ (22X +5x3 +6x2 +4x+ Thv=x2+x+1 (Z7[x]-ben).

12. Euklideszi gytriik és féidealgytriik

12.1. Mutassuk meg, hogy a Gauss-egészek Z[i] = {a+bi: a,b € Z} gyfiriije euklideszi gytirti az || a+bi|| = a?+b?
norméval.

12.2. Legyen I # {0} idedl Z[i]-ben. Mutassuk meg, hogy megadhaté Gauss-egészeknek olyan véges Z halmaza,
amelyre igaz, hogy barmely w € Z[i]-re van olyan z € Z, hogy w —z € L.

12.3. Legyen w = —l —|—1f Mutassuk meg, hogy az Euler-egészek Z[w] = {a+bw : a,b € Z} gyliriije euklideszi
gylirii az ||a + bw|| = a? — ab + b? norméval.



12.4.

12.5.

12.6.

12.7.

12.8.

12.9.

12.10.

Legyen R ={(a,b) : a,b € Z és b pératlan}. Definidljuk az @ és ® mfiveleteket az aldbbi médon (a,b,c,d €
Z,240b,d):

(a,b) ® (¢, d) = (ad + be, bd),
(a,b) ® (¢,d) = (ac, bd).

Mutassuk meg, hogy (R; &, ® ) euklideszi gyfirti.

Hatdrozzuk meg az egységeket a Z[i] (1d. 199. feladat), Zlw] (1d. 201. feladat) és a 202. feladatban
definialt R eukldeszi gytriikben.

Legyen D euklideszi gyfirti a § euklideszi norméaval. Mutassuk meg, hogy a maradékos osztasnal kapott
hényados és maradék pontosan akkor egyértelmii, ha barmely a,b € D-re

d(a+1b) < max{d(a),d(b)}

teljesiil.

Legyen D euklideszi gytiri a § euklideszi norméaval, valamint legyen ¢: No — Ny olyan szigorian monoton
leképezés, amelyre @(0) = 0. Mutassuk meg, hogy

©ob:D — Ny, d— @(5(d))
leképezés is euklideszi norma.

Legyen D euklideszi gytirti. Mutassuk meg, hogy ha az a € D elem euklideszi norméja 1, akkor a egység
D-ben. Igaz-e az allitds megforditdsa.

Legyen D euklideszi gytirii és
MNp ={6: D — Ny : d euklideszi norma D-n}.

Legyen ¢ az alabbi leképezés:
e:D —= Ny, d— min{d(d) : d € Mp}.

Mutassuk meg, hogy ¢ is euklideszi norma, és a |b (a,b € D) esetén ¢(a) < ¢(b).

Bitonyitsuk be, hogy egy D integritastartomany pontosan akkor féidedlgytiri, ha van olyan v: D — Ny
leképezés, amelyre teljesiilnek az alabbiak:

— v(d) = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha d =0,

— minden olyan a,b € D elemre, amelyre b # 0 és b t a teljesiil vannak olyan u,v € D elemek, hogy
0 <v(au+bv) <v(b).

13. Irreducibilitas

13.1.

13.2.

Bontsuk irreducibilis elemek szorzatara az alabbi euklideszi gytriik megadott elemeit:

(a) x* —x? — 6 € C[x]; (b) x* —x? —6 € R[x];
(c) x* —x? — 6 € QIx; (d) x*™ 4+ 2x™ + 2 € R[x];
(e) x” —1 € Z,[x]; (f) x” —1¢€ Z;[x];

(g) 3+7i € Z[il; (h) 3—5w € Zlw]

A Schénemann—FEisenstein-tétel felhasznédldsaval igazoljuk, hogy az
(a) x* —8x3 +12x? — 6x + 2;
(b) x> —12x3 + 36x — 12;
(c) x* —x3+2x+1



polinomok irreducibilies Q[x]-ben.

13.3. Legyen p primszam és k € N. Mutassuk meg, hogy

k—1 k
xP =1 xP =1

teljesiil Z[x]-ben. Legyen X« € Z[x] az a polinom, amelyre xP 1= ka(x‘[’kf1 — 1) teljestil. Igazoljuk,

hogy az X« polinom irreducibilis Z[x]-ben.

13.4. Legyen f = x* + ax3 + bx? + cx + d € Z[x] irreducibilis polinom. Mutassuk meg, hogy ekkor f-nek nincs
egész gyoke, és nem oszthatd egyetlen

d—m?
alakid polinommal sem, ahol m # d egész szdm és m | d.
13.5. Legyen t természetes szam és «1, ..., & kiilonb6z6 egész szamok. Mutassuk meg, hogy az
(x—o1) - (x—og)— 1, illetve (x—o1)? - (x—o)? + 1

egész egylitthatés polinomok irreducibilisek.



