KLASSZIKUS ALGEBRA

2. 2010/2011. TAVASZI FELEV

2. Absztrakt algebrai struktirak — Csoportok, gytrik és testek

2.1. Csoportot alkot-e az A halmaz a ©®: A x A — A miiveletre vonatkozéan?

(a
(b)) A=Z,a®b=ab+4(a+b)+12;

A=N,a0b=¢(a)- o)

a+b
1+ ab/c?’

a-b, haa>0,
aGOb=
a/b, haa<?0.

)
)
(c) A={reR:—c<r<cl,a®b=
(d) A=R\{0},

2.2. Gyfrit, integritastartomanyt, illetve testet alkot-e az A halmaz a ®: A x A — A és ©@: A XA - A
miiveletekkel? A feladat (d) részében w = —1 + i?.

(a) A= N a@b In.k.o.(a,b) és a ®b = lk.k.t.(a,b);
(b) A ,adb=aAbésadb=anhb;
(c) A {u—l—vf uve@} a@Gb=a+bésaOb=a-b;
d) A={fu+vw:u,veQ},adb=a+bésa®b=a-b;
(e) A {u—l—vf—&-wﬂ uvwe@},a@b:a—i-bes a®b=a-b.
2.3. Mutassa meg, hogy R, = {@ € Z, : Ink.o.(a,n) = 1} csoport az @-b = ab (a,b € Ry,) szorzésra
vonatkozodan.

Azt mondjuk, hogy a G = (G; - ) csoport ciklikus, ha van olyan g € G eleme,
amelyre G = {g* : k € Z} teljesiil. A g elemet a csoport generatoranak nevezziik.
Paldaul: a Z = (Z; + ) csoport ciklikus, mert Z = {1 = k-1 :k € Z}; az
Rio =1{1,3,7,9} csoport is ciklikus, mert Ryg = {gk 1k e Z}.

2.4. Mely n € {2,3,4,12,16, 27} természetes szamokra ciklikus a redukélt maradékosztalyok R, csoportja?

2.5. Legyenek u és v olyan egész szamok, amelyekre az x% + ux + v polinom gyokei nem egész szamok. Jeldlje
az egyik gyokot &, a mésik gyokot &', Definidljuk a Z[E] halmazt a kovetkezSképpen:

fl={a+b&:a,beZ}CC.
Igazolja a kovetkezoket:

(a) & € C nem racionalis szdm;
(b) Tetszbleges a,a,b,b’ egész szamokra a4+ b& = a’ + b’& pontosan akkor teljesiil, ha a = a’ és b =b’;
(c) ZI[E] gyliri a szokdsos Osszeaddsra és szorzasra.

2.6. Legyen o = v/2 és
Zlol ={a+bx:a,beZ} CC.

Igaz-e, hogy Z[a gylirli a szokésos Osszeaddsra és szorzésra?



2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

Legyen o = v/2 és
R={a+ba+ca’:ab,ceQ CC.

Igaz-e, hogy R gylirti a szokasos Osszeaddsra és szorzasra?

Legyen n tetszOleges természetes szam. Mutassa meg, hogy Z,, pontosan akkor integritastartomany, ha n
primszam.

Legyen n € N. Hany eleme van a

Pen =1{f € ZyIx] 1 deg(f) < n}, ésa Pn ={f € Zyx]:deg(f) =n}

halmazoknak?

Legyen (G; - ) tetszéleges csoport. Igazolja, hogy tetszdleges a,b € G elemekre teljesiilnek a kovetkezbket.

Legyen (G; - ) tetszbleges Abel-csoport. Ha a és b véges rendli elemek G-ben, akkor
o(a-b)|lkk.t.(o(a),o(b)).
Amennyiben In.k.o.(o(a),0(b)) =1, akkor o(a - b) = o(a)o(b) is teljesiil.

Legyen R* = R\ {0}, G C R*, és tegylik fel, hogy (G; - ) csoport. Mutassuk meg, hogy (R* \ G; - ) nem
csoport.

Legyen A véges halmaz, és jelolje T(A) az A halmaz Osszes transzformécidinak halmazat, valamint jelolje
o a leképezésszorzast. Dontse el, hogy a (T(A); o ) algebra

(a) félcsoport-e;
(b) kommutativ félcsoport-e;
(¢) monoid-e.

Amennyiben (T(A); o) monoid, akkor van-e minden elemnek bal-, illetve jobbinverze?

Adjon meg olyan gytiri(it, amely

(a) egységelemes és kommutativ, de nem zérusosztémentes;
(b) egységelemes és zérusosztémentes, de nem kommutativ;
(¢) kommutativ és zérusosztémentes, de nem egységelemes.



