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1. Komplex szamok

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

Legyen z € C\ {0}. Ekkor argz az a [0, 271) intervallumba esd valds szdm, amelyre
z = |z|(cosarg z + isin arg z) teljesiil; argz a z komplex szdm argumentuma.

Legyen v =—2 4 3i és w = 2 + 31i. Hatdrozza meg az aldbbi komplex szamok kanonikus alakjat.
(a) z=(1+iv+(2—1D)w; (b) z=v—w;
v
= . : d = —
() z=v-w; (d) z=—
_ 2 =02
ORE ppa— () MY
v+w v+w
V3. V3

Hatarozza meg a 0, £1, T £1, 5 :I: 7 ' + El komplex szamok trigonometrikus alakjat.

2 2
Legyen v = —£ — % S W = % — %i. Hatéarozza meg az alabbi komplex szdmok kanonikus és
trigonometrikus alakJ at.
(a) 7 = —2009 -i+W2011' (b) 7 = 2013
’ w2015’
_ 2017, d -V
(c) z=(v-W) (d) z=—

Hatarozza meg az alabbi egyenletek valamennyi megolddsat a komplex szamok halmazan.

(a) |zl —z=1+2i; (b) 22 +|z| = 0;
(c) (1+1)-2%2 =3+2i; (d) 224+ (1—1)-z+(2+3i) =0;
(e) i-z=2% (f) 22—z =1.

Mutassa meg, hogy tetszéleges z komplex szamra teljesiilnek a

Re(z) <|
m(z) < |z,
< |Re(z)| 4 Im(z)|

z,

|z|

egyenldtlenségek.

Igazolja, hogy tetszéleges v és w komplex szamra teljestilnek az aldbbiak:

v+ wl < v+ [wl,
WV —w| < [v—wl.

Bizonyitsa be, hogy a
v+ w4+ v —wi? =2(v* + w]?)

egyenl6ség barmely v, w € C-re teljesiil.
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Legyen z olyan komplex szam, melynek abszolitértéke 2. Mutassa meg, hogy 2 < |z — 4] < 6.

8 241 10
Legyen z olyan komplex szam, melynek abszolutértéke 3. Mutassa meg, hogy I < Zz::__z‘ < -
Z
Bizonyitsa be, hogy ha a z komplex szam abszolutértéke r > 2, akkor
1 < 1
2Z2+z41] T r2—r—1
Hol helyezkednek el a komplex szamsikon azok a z pontok, amelyekre
(a) Izl <1, |zl =1, |z = 1; (b) argz < §,argz= %, argz > 7;
z+1 z4+ 241
=2; d) |——| < V2
(c) z+4 ’ (d) z+3—1 V2
24i
© |5 = (f) lelargz = 3;
(g) Izl +argz > T; (h) z+1=2z-1]
teljestl?

Legyenek z1, z; és z3 a komplex szdmsik pontjai. Mutassa meg, hogy a pontok pontosan akkor illeszkednek
egy egyenesre, ha z1(2z —z3) + z2(2z3 — z1) + 23(21 —22) = 0.

Legyenek z1, z5 és z3 a komplex szamsik kiilonb6z6 pontjai. Mutassa meg, hogy a pontok pontosan akkor
csticsai egy szabdlyos hdromszognek, ha z4 + Z% + z% =212 + 2223 + 2327.

Adja meg annak a négyzetnek a masik két csticsit, amelynek két szomszédos csticsaav =3—iésw =1-2i
komplex szam.

Legyen v,w € C. Bizonyitsa be, hogy argv = 2 argw pontosan akkor teljesiil, ha Yw? pozitiv valés szam.

Legyenek z7, zy és z3 a komplex szamsik olyan paronként kiilonb6zé pontjai, amelyek abszolutértéke 1.

Igazoljuk, hogy arg o 2arg Lo .
z2 z3 — 22
Mutassa meg, hogy az f: C - {w e C:|w| <1}, z+— %H leképezés bijekcid.
z
Legyen w = —5 + 17. Hatéarozza meg az aldbbi komplex szamok kanonikus alakjat:
(a) (1)7919; (b) 7(U+1;

(c) V@ — w?; (d) ¢/(1-1) - w.

Oldja meg az aldbbi egyenleteket:

(a) 28 +i=0; (b) 2 +4=0;
(c) 2°=1+1 (d) 2 =i.
Legyen zy4 = cosa + isinx, ahol o € [0,27). Hatdrozza meg a zo — 1 és zo + 1 komplex szamok

trigonometrikus alakjat.

Mutassa meg, hogy
sin(n+1)9—sin?

D

cosV + cos 28 + - - - 4+ cosnd = -
2sin 5
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Hatarozza meg a fels6 félsikba esé 12-edik egységgyOkoket. Melyek lesznek ezek koziil primitiv 12-edik
egyéggyokok.

Legyen n tetsz6leges természetes szam és w € C \ {1} n-edik egységgyok. Igazolja, hogy

- k—1 n - 2. k-1 n? n
=0 g K2wk1 = - :
]; W w—1 o ]; w w—1 (w—1)2

Legyen n tetszOleges természetes szam. Hatarozza meg az n-edik primitiv egységgyokok szorzatat és
Osszegét.

Jelolje E,, az n-edik egységgyokok, P, pedig az n-edik primitiv egységgyokok halmazat. Igazolja, hogy
tetszoleges m,n > 1 egészekre teljesiilnek az alabbiak:

(a) EmNEn = Eln.k.o.(m,n);
(b) ha e € Py, akkor €™ € Py /in ko (mn)i

(C) En = Ud\n Pd.
Van-e olyan z komplex szam, amelyre z és z+ 1 is egységgyok?

’” 7 ’ 7 . 2k,7T . sz[
Legyen n tetszOleges természetes szam és legyen ¢y = cos =% + sin =%

az alabbi kifejezések értékét:

, ahol 0 < k < n. Hatarozza meg

n—1 n
(@) ) e b I e
k=0 0<j<k<n

n

n—1
(c) Z ey (d) H EjEKEL
k=0

ogj<k<l<n

Legyen n tetszoleges természetes szam. Hozza zart alakra az aldbbi 6sszegeket:

(@ [:Zj(—nk(;); (v [:Zj ()
(c) [:Z/j(—nk@); (d) [:Z/j (;)

Hatéarozza meg az (1 4 cos &« + isin «)™ komplex szam trigonometrikus alakjdt, ahol « € [0,27) és n € N.

Igazolja, hogy

T+itga\"  T+itgna
1—itga )  1—itgno’

aholneN,cxeRésoc;é(Zk—l—U-%(keZ).

1
Tegylik fel, hogy a z € C komplex szamra és az « € R valds szamra teljestil, hogy z+— = 2 cos «. Bizonyitsa
z

1
be, hogy ekkor tetszileges n természetes szamra igaz, hogy z™ + — = 2 cosna.
z

Le lehet-e fedni egy 6 x 10-es sakktdblat 1 x 4-es domindkkal (egyrétiien és hézagmentesen)?

Mutassa meg, hogy

1 1 s
4~arctg5 —arctgﬁ =71

Hatarozza meg cos 72° értékét.



