MATEMATIKAI STRUKTURAK

6. FELADATSOR MMN103G 2010/2011. 8sz1 FELEV

HOMOMORFIZMUSOK

Legyenek A = (A; F) és B = (B; F') azonos tipusu algebrdk, ¢: A — B leképezés. Azt mondjuk, hogy
© homomorfizmus az A és B algebrak kozott, ha tetszéleges f € F-re (az f miivelet legyen n-valtozds)
és tetszbleges aq,...,a, € A-ra

(fAa1,...,an))e = fB(arp, ..., anp)
teljesiil. A kovetkezd elnevezések hasznalatosak:

bedgyazas : injektiv homomorfizmus,
izomorfizmus : bijektiv homomorfizmus,
endomorfizmus : ¢: A — A homomorfizmus,

automorfizmus : ¢: A — A izomorfizmus.

Ha az A és B algebrék grupoidok, pl. F' = {x} és G = {x}, akkor ¢ pontosan akkor homomorfizmus, ha
tetszlleges a1, as € A-ra

(a1 * az)p = (a1) x (az¢p)

teljesiil.

1. Feladat. Homomorfizmus, bedgyazas, izomorfizmus, endomorfizmus, illetve automorfizmus-e az alabbi
p: A — B leképezés az A algebrabdl a B algebraba?

a = yAnp ), = ybn) es . — , LT , ano
(a) A=(R;A,), B=(R+;G,) és p: R — R+ 37, ahol

Ay R SR, (21,...,20) o LT In
n

Gn: RN = R, (21,...,2,) — 21 Tp;
b) A=R;®,®),B=R"; +,:)é¢: R—>R, z— x+1, ahol

O RxR—->R zby=ax+y+1,
O:RXR->R,20y=ay+x+y;

1
(c) A=R"; @, ),B=R"; +,)és p: Rt - R, x»—>;,ahol

Ty
x4y’

O:RTxRT =Rt zqy=

1
(d) A:(R+;+a')7B:(R+;+a')é5¢:R+_>R+a L= =3

x
(e) A= (R"\{1}; x), B=(R\{0}; ) és p: RT\ {1} = R\ {0}, 2 — Inz, ahol
£ (RY\{1}) x RY\{1}) = R¥\ {1}, o xy =¥,
) A=C;+,:),B=R; 4+, ) ésp: CoR, x+iy+— x.
2. Feladat. Legyen n tetszoleges természetes szam. Homomorfizmus, bedgyazas, izomorfizmus, en-

domorfizmus, illetve automorfizmus-e az f: S, — S, leképezés az A = (S,; -, ! id) algebrabdl a
B = (S,; -, !,id) algebraba?



(@) f: S, — Sn, m— (12)7(12);
(b) f: 8, — Sp, m— (123)w(123);
(¢) f:Sn— Sp, m— (123)7(132)

3. Feladat. Homomorfizmus, beigyazas, izomorfizmus, endomorfizmus, illetve automorfizmus-e az
f:Zp — 7y, x— x?

leképezés az A = (Z,; +, - ) algebrabdl a B = (Z,,; +, - ) algebrdba (n € {2,3,4))?

4. Feladat. Legyen A # () tetszdleges halmaz. Homomorfizmus, bedgyazas, izomorfizmus, endomorfiz-
mus, illetve automorfizmus-e az f: P(A) — P(A), H — H leképezés az A = (P(A); F) algebrabdl a
B = (P(A); F) algebréba?

(a) FZ{Q,U,f};
(b) F={A}.

5. Feladat. Homomorfizmus, bedgyazas, izomorfizmus, endomorfizmus, illetve automorfizmus-e az
f: P(N)— P(N), H— HU{1,2,3}
leképezés az A = (P(N); F) algebrabdl a B = (P(N); F') algebréba?

(a) FZ{Q,U};
(b) F = {n,U,}.

6. Feladat. Adjon meg injektiv homomorfizmust a (Z4; + ) algebrabdl az (Sz; - ), (C; -), (Z12; + ),
(Zss - ).

7. Feladat. Bizonyitsa be, hogy az alabbi T' grupoidtulajdonsig algebrai tulajdonsag, azaz ha T teljesiil
= (A4; %) grupoidban és (B; ® ) = A, akkor T teljesiil a (B; ® ) grupoidban is. Ennek segitségével
mutassa meg, hogy az A és B algebrdk nem izomorfak.

(a) T: az x * x = a egyenlet minden a € A-ra megoldhatd,
A=(Q+),B=(Q" )

(b) T: az x xx = a egyenlet minden a € A-ra legfeljebb egy megolddsa van,
A=(R" ), B=(C\{0}; )

(¢) T: az a* a = a teljesiil minden a € A-ra,
A =(P(Z); U), B=(P(Z);A);

(d) T: A-nak van véges generatorrendszere,

A=(Q;+),B=(Z +).

8. Feladat. Mutassa meg, hogy a ¢: A — A’ leképezés homomorfizmus az A = (A; F) és A’ = (A'; F’)
algebrak kozott. Hatarozza meg a ¢ homomorfizmus magjat és értékkészletét.

(a) A=A =PX),F=F ={U,N}ésp: P(X)— P(X), Y —YNZ, ahol X tetsz6leges nem {ires
halmaz és Z C X

(b) A=C,A =R, F=F ={}é¢p:C—R, z+ |z|;

(c) A= Sn, A =R, F={}, F={}é ¢: 5, — R, m sgn(n), ahol n € N;

(d) A=R[z], A =R, F=F ={+,-} és ¢: Rlz] = R, p— p(1);

) A=Rlz], A" =Rlz], F = F' = {+} é ¢: R[z] — Rz], p—p/;

f)A C,A=R, F=F={+}és¢: CoR, x+iy— x;

g) A=Z, A =85, F={+}, F'={}ésp: Z— S5, k— (12345)%;

h)

(
(
(
(hy A=7Z, A = (C,Fz{—l—},F’z{-}esgp:Z—NC,kHw,aholw:cos%—i—isin%;



(i) A= Zla], A' = Zsla], F = F' = {+,} é ¢: Z[z] — Zs[2], p — P, ahol p = 3;_ @a", ha
p=>1_oarz’ € Z[z] (n € Ny).

9. Feladat. Dontse el, hogy az A algebra izomorf-e az A’ algebréval.

(a) A=(C; +), ’—(R;+)X(R;+);

(b) A=(C;-), A= (R; -) x (R; -);

(€) A=(Zg; +), A’ = (Zz; +) % (Z3; +);

(d) A= (S +), A" = (Zg; +) x (Z3; +);

(€) A=(Zs; +), A’ = (Z +) X (Z2; +);

(f) A =({id, (12)(34),(13)(24), (14)(23) P o)y A= (Zoy +) ¥ (Zos +);
(8) A= (P({1,2,3}); A, N), A= (Zo; +, ) X (Zo; +, - ) X (Z2; +, - ).

MONOUNER ALGEBRAK KONGRUENCIAI

Legyen A = (A; F) tetsz8leges algebra. Ekkor a € C P(A) osztlyozas kompatibilis osztdlyozasa
az A algebrdnak, ha tetszileges f € F miivelet (az f miivelet mondjuk n-vdltozés, n € N) esetén, ha
(a1,01), -, (an,byn) € 0(C) esetén (f(ai,...,an), f(b1,...,bs)) € 0(C), ahol o(C) azaz ekvivalenciareld-
ci6, amelyhez tartozé osztalyozas C.

2 3 45 6 [ [
34 2 6 5). Kompatibilis osztalyozasa-e

Do

10. Feladat. Legyen A = {1,2,3,4,5,6} és f = (
CC P(A) az A = (4; f) algebrdnak?

(a) €= {{l}v {27354}7 {556}};
(b) €={{1,3,5},{2,4,6}}.

11. Feladat. Mutassa meg, hogy o € Con(A) és adjon meg izomorfizmust az A/« és B algebrdk kozott.

(a) A = ({1,2,3,4}; f), ahol | — (é 2 ‘2‘) és a = {1,220 {3,412 és B = ({a,b}:7), ahol

= (ab);
(b) A =({1,2,3,4,5,6}; f), ahol f a 10. Feladatban definidlt unér miivelet, o = {1,4}?>U{2}?U{3}2U
{5}2U{6}% és B = ({1,2,3,4,5};m), ahol 7 = (123)(45).

12. Feladat. Hatdrozza meg az A = (A; f) algebra kongreuncidit. Rajzoljuk fel a Con(A) kongruen-
ciahalét.

(a) A={1,2,3,4}, f = (i
(b) A={1,2,3,4}, f = @
1

() A={1,2,3,4,5}, f = (2

4
4

4
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(d) A={1,2,3,4,5}, f = (}1

GRUPOIDOK KONGRUENCIAI

13. Feladat. Kompatibilis osztdlyozdsa-e € C P(P(Z)) az A = (P(Z);U) algebranak?



(a) C={{X CZ: X véges},{X CZ: X végtelen}};
b) e={{XCZ:NCX},{XCZ:NZX}}.

14. Feladat. Kompatibilis osztalyozdsa-e C C P(Zg) az A = (Zg; +) algebranak?

15. Feladat. Legyen A = {1,2,3,4,5,6} ésm: A3 — A, m(a,b, c) = min(max(a, b), max(b, c), max(c, a)).
Kompatibilis osztélyozasa-e € C P(A) az A = (A; f) algebrdanak?

(a) €= {{lv 27354}7 {556}};
(b) €= {{153}7 {254}7 {556}}'

16. Feladat. Legyen A = {a,b,c,d} és

QO o *
QT
QS0 o

O e Q|
ST OO0

Kompatibilis osztélyozdsa-e € C P(A) az A = (A; *) algebrdanak?

(a) €= {{a,b}, {C, d}}?
(b) € ={{a},{b,c,d}}.

17. Feladat. Mutassa meg, hogy o € Con(A) és adjon meg izomorfizmust az A/« és B algebrék kozott.

(a) A= (P(Z);V), a={0}>U(P(Z)\{0})* és B = (Za; - );

(b) A= (Ze; +), a= {ﬁvg}Q U {T,Z}Q U {575}2 és B = (Zs; +);

() A =({1,2,3,4,5,6};m), ahol m a 2. Feladatban definidlt 3-véltozés mfivelet, o = {1,2}?U{3}2U
{4,5, 6}2 és B = ({1,2,3}; m|{172,3});

(d) A =({a,b,c,d,e}; *), ahol

LA O |l
QO oo ofla
QL O 0 e
o0 Q als

o QU O O x
QLA O L

a={a,b}?U{c}?U{d,e}? és B = ({0,1,2}; max).

18. Feladat. Hatdrozza meg az A = ({a,b, ¢,d}; *) grupoid kongruencidinak Con(A) halmazat, ahol
az alabbi kétvaltozds miivelet:

QU O Q%
QO Q|
QO o>
SNSRI N Ks
QO o Q|

Rajzolja fel a Con(A) = (Con(A);A,V) halé Hasse-diagramjat. Irja le az A /0 faktorgrupoidokat
tetszbleges ¥ € Con(A)-ra.



19. Feladat. Hatdrozza meg az A = ({a,b, ¢,d}; *) grupoid kongruencidinak Con(A) halmazat, ahol x
az aldbbi kétvaltozés miivelet:

QU O %
Q Q2 oL
SOES S SR ES
Q0o >0
0 Qoo

Rajzolja fel a Con(A) = (Con(A);A,V) hils Hasse-diagramjat. Irja le az A /0 faktorgrupoidokat
tetszbleges ¥ € Con(A)-ra.

20. Feladat. Hatérozza meg az A = ({a, b, ¢, d}; *) grupoid kongruencidinak Con(A) halmazst, ahol =
az alabbi kétvaltozés miivelet:

QU O S *
QU QU Q|
QU |
QO Q|0
ISTRSUR SIS SH S

Rajzolja fel a Con(A) = (Con(A);A,V) hils Hasse-diagramjat. Irja le az A /0 faktorgrupoidokat
tetszbleges ¥ € Con(A)-ra.

21. Feladat. Mutassuk meg, hogy az alabbi algebrdk egyszeriiek, azaz csak trivialis kongruencidik
vannak.

(a) (Z7; +);
haa=10
(b) (A; f), ahol A # () tetsz6leges halmaz és f: A> — A, f(a,b,c) = @ ? _C_L ’
¢ kiilonben;
() (R; +, );
(d) ({a,b,c,d}; ), ahol a x kétvéltozds miivelet miivelettabldzata a kovetkezd (a kipontozott helyek
tetsz6legesen kitoltheték):

QO Q| ¥
- SR Qe
DN =)
LS ¥
S 8

22. Feladat. Legyen A = (A; f) monounér algebra, valamint legyen B az A algebra valamely részal-
gebrdjanak alaphalmaza. Legyen ¥ C A x A az aldbbi relacié:

Ip = {(a,b) : a = b vagy {a,b} C B}.

Igazolja, hogy ¥p kongruencidja A-nak.

23. Feladat. Legyen S = (5; - ) félhald, azaz a - kétvéltozds miivelet legyen kommutativ, asszociativ és
idempotens (azaz tetszéleges a,b,c € S-rea-b="b-a, (a-b)-c=a-(b-c) és a-a = a teljesiiljon). Legyen
< az aldbbi relacié az S halmazon:
a<b<=a-b=a (a,be?l).
Mutassa meg, hogy <C S x S részbenrendezés. Adott a € S-re legyen
Vg = {(b,c) :a < b,cvagy a £ b,c} TS x S.

Mutassa meg, hogy 9, az S algebra kongruenciaja.



24. Feladat. Legyen L = (L; A, V) tetsz6leges hald, a,b € L. Bizonyitsa be, hogy O(a,b) = ©(aAb, aVb).

25. Feladat. Legyen L = (L; A, V) disztributiv hilé, valamint a,b,c,d € L olyan elemek, hogy a < b.
Bizonyitsa be, hogy (¢, d) € ©(a,b) pontosan akkor teljesiil, ha a Ac=aAdésbVe=>bVd.




