MATEMATIKAI STRUKTURAK

4. FELADATSOR MMN103G 2010/2011. 8sz1 FELEV

HALOK

Azt modjuk, hogy az L halé dbrazolhaté halmazokkal, ha van olyan X halmaz és H C P(X),
hogy (H;N,U) halé, amely izomorf L-lel.!

1. Mutassuk meg, hogy ha az L hal6 abrazolhaté halmazokkal, akkor barmely a, b, c € L-re teljesiil, hogy
aN(dVec)=(aNb)V(aAec).

2. Mutassuk meg, hogy barmely hal6 tetszoleges a, b, ¢ elemére teljestilnek az
(anc)V(bAc) < (aVb)Ac,
(anb)Ve<(aVe)A(bVe),
(anc)V(bAce)<((anc)Vb)Ac

egyenlGtlenségek.
3. Mutassuk meg, hogy tetszoleges L haléra az alabbi allitasok ekvivalensek:
(i) barmely a,b,c € L-re, ha a < ¢, akkor (aVb)Ac<aV (bAc),
(ii) barmely a,b,c € L-re, ha ¢ < a, akkor a A (bV ¢) < (aAD) Ve,
(iii) barmely a,b,c € L-re (aAc)V (bAc) = ((aAc) VD) Ac.

Mutassunk olyan legalabb 6telemi Ly, illetve Lo halot, amelyben teljesiilnek, illetve nem teljestilnek a
fentiek.

4. Mutassuk meg, hogy tetszoleges L haléra az alabbi allitdsok ekvivalensek:
(i) barmely a,b,c€ L-reaV (bA¢c)=(aVDb)A(aV ),
(ii) barmely a,b,c € L-re (a Ab)V (bAc)V (cAa)=(aVI)ADVec)A(cVa).

Mutassunk olyan legalabb 6telemi Ly, illetve Lo halot, amelyben teljesiilnek, illetve nem teljestilnek a
fentiek.

Legyen L tetsz6leges korlatos hald, a,b € L. Azt mondjuk, hogy a b elem komplementuma a-nak,
haaAnb=0ésaVb=1.

5. Mutassunk olyan legaldbb Gtelemi véges halot, amelyben
(a) egyik elemnek sincs komplementuma,
(b) van olyan elem, amelynek van és van olyan elem, amelynek nincs komplemenetuma,

(¢) minden elemnek van komplementuma.

1Azaz van olyan ¢: L — H bijektiv leképezés, amelyre

(aANb)p =apNbyp
(aVb)y =apUbp

teljesiil tetszOleges a,b € L-re.



Amikor van komplementum, akkor egyértelmii-e az?

6. Legyen X tetszdleges halmaz, A, B C X. Igaz-e, hogy ha ANB =0 és AUB = X, akkor B = X \ A?

7. Tekintsiikk az A/« ekvivalenciareldciét az A halmazon, amelyet a hozzdjuk tartozé osztdlyozdssal
adtunk meg:

(a) A={1,2,3,4}, A/a = 1|234,

(b) A ={a,c,e,k,m}, AJa = aem|ck,

(¢) A={a,c,e,k,m}, Ala = aelkmlc,

(d) A={1,2,3,4,5,6,7,8}, A/a = 123]45/67|S.

Van-e a-nak komplementuma Eq(A)-ban? Egyértelmii-e a komplementum, ha létezik?

RESZALGEBRAK

8. Legyen A = {a,b,c,d} és A = (A;x), ahol * az aldbbi kétvaltozds miivelet:

x|la b ¢ d x|la b ¢ d x|la b ¢ d x|la b ¢ d
ala b ¢ d ala b ¢ ¢ a|lb ¢ ¢ c alb a ¢ d
(a) b|b a d ¢ (b) bla b ¢ ¢ (¢) b|b b b b (d b|b a d b
cle d a b cld d b b cle b ¢ ¢ cla ¢ d c
dld ¢ b a dlc d b a dld ¢ b d dlec b ¢ c

Hatédrozzuk meg az A algebra részalgebrdinak Sub(A) halmazét, majd rajzoljuk fel a (Sub(A); C) rész-
benrendezett halmaz Hasse-diagramjat.

Az A algebra monounér, ha egyetlen egyvéltozds alapmiivelete van. Ha A = {1,2,...,n} (n € N),
akkor
1 2 ... n
ay ag N 7%
jeloliaz A — A, k— ax (k=1,2,...,n) unér mfiiveletet.
9. Hatdrozzuk meg az A = (A4; f) monounér algebra részalgebrainak Sub(A) halmazat.
2 3 4 5
(a) A={1,2,3,4,5}, f = ( 3 4 5 >
1 2 3 45
(b) A=1{1,2,3,4,5}, f = (44454>
1 2 3 45
(c) A={1,2,3,4,5}, f = (33454>
1 2 3 4
(d) A=1{1,2,3,4,5}, f = (4345 >
1 3 7
(e) A={1,2,3,4,5,6, },f—<4 5 7 5)
2 3 4
(f)y A={1,2,3,4,5}, f = ( 3 9 3 >

Rajzoljuk fel a (Sub(A); C) részbenrendezett halmaz Hasse-diagramjat.



