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EKVIVALENCIARELACIOK

1. Legyenek A és B tetszOleges halmazok, valamint f: A — B tetszleges leképezés. Mutassuk meg,
hogy a
Ker (¢) = {(a,b) e Ax A:p(a) =p(b)} CAx A

relacié ekvivalenciarelacio.

2. Mutassuk meg, hogy a ¢: A — B leképezés pontosan akkor injektiv, ha Ker (@) =04.

Legyen ¢ C A x B tetsz6leges relacié. Az ¢ relacié inverzének nevezziik, és o~ -gyel jeloljiik, a
{(b,a) : (a,b) ea} CBx A

relaciét.

3. Legyen ¢ tetszoleges A-bdl B-be mend leképezés. Mutassuk meg a kovetkezoket:
(a) ¢! C B x A pontosan akkor leképezés, ha ¢ bijektiv;
(b) A? 2 o™t =Ker(p);
(c) B22 ¢ top={(bb):beIm(p)}.

4. Bizonyitsuk be, hogy az o C A x A reldcié pontosan akkor ekvivalenciareldcié, ha 04 C a, a C ™ *

ésaoa Ca.

Tetsz6leges A halmaz esetén Eq(A)-val jeloljiik az A halmazon értelmezett ekvivalenciareldcidk hal-
mazat.

5. Legyenek A halmaz és a, 8 € Eq(A). Igazoljuk, hogy aU 3 reflexiv és szimmetrikus, de nem feltétleniil
tranzitiv.

Legyen ~ tetszbleges relacié az A halmazon. A ~y relacio tranzitiv lezartjanak nevezziik a
v =vU{(a,b): (In € N)(3z1,...,2n € A) ayz1Y22 - .. Zn—172nYb}

reldciét.! Ha a, 3 € Eq(A), akkor az (a U 3)* reldciét a v B-val jeloljiik.

6. Legyenek A halmaz és o, € Eq(A). Bizonyitsuk be, hogy a vV 8 € Eq(A), valamint o V g =
aUaofUaofoalU---.

Legyen « ekvivalenciareldcié az A halmazon. Ekkor A/a-val jeloljiik az a-hoz tartozé ekvivalencia-

osztalyok halmazat, azaz
Ala={aa® :a € A},

ITegyiik fel, hogy T' a v relaciét tartalmazé tranzitiv reldcié A-n. Ha (a,b) € v*, akkor vagy (a,b) € v C T" vagy van
olyan n € N és z1,...,zp, amelyekre ayz1yz2 ... 2n—172n7b teljesil, ekkor al'z1T'z2 ... zp 112,10, és igy T" tranzitivitdsa
miatt (a,b) € I'. Azaz v* C I'. Midsrészt, ha (a,b), (b,c) € v*, akkor vannak olyan k és | természetes szamok, hogy
(a,b) € vF és (b,c) € ~. gy (a,c) € vF*! C 4*. Azaz ~* tranzitiv. Ez pedig azt jelenti, hogy v* a legsziikebb ~-t
tartalamazé tranzitiv reldcié.



ahol aa® = {b € A : aab} — az a elemet tartalmazé ekvivalenciaosztdly. Az A/a halmaz az A halmaz «
szerinti faktorhalmaza.

7. Tekintsiik az A = {alma, eper, mélna, korte, citrom} halmazon az a, 8 C A x A ekvivalenciareldcidkat:

ray <= z és y ugyanannyi betlibol all;

x By <= x és y szine megegyezik.
Hatérozzuk meg az A/(a N ) és A/(a V ) faktorhalmazokat.
8. Tekintsiik az alabbi ¢, 1 : R — R leképezéseket:

p(x) = [x];

¢(x) = sgn(z).
Hatdrozzuk meg az R/(Ker (p) N Ker (v)) és R/(Ker () V Ker (¢)) faktorhalmazokat.
9. Legyen A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Hatdrozzuk meg az A/(a N ) és A/(a V () faktorhalmazokat,
ha tudjuk, hogy

A/a = {{15 2, 3}v {4}7 {5v 7}v {6}v {87 9, 10}}7
A/ﬁ = {{15 2}7 {354}7 {5}v {657}5 {879}7 {10}}'

Hatarozzuk meg az a o 8 reldciét is.

10. Legyen A =R, 7: A — A, z — |z|. Hatdrozzuk meg az A/(Ker (¢)NKer (7)), A/(Ker (¢p) NKer (1))
és A/(Ker (¢) VKer (7)), A/(Ker () V Ker (1)) faktorhalmazokat, ahol ¢ és ¢ a 8. Feladatban definilt
leképezések.




