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1. abra: Carl Friedrich Gauss (1777—1855).‘
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2. dbra: Niels Henrik Abel (1802-1829). |
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3. abra: Evariste Galois (1811-1832).
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Definicié: (test)bbvités.

Legyenek K és L testek. Ha K részteste L-nek, akkor azt mondjuk,
hogy L (test)bdvitése K-nak, és ezt az L|K szimbdlummal
jeloljik.
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Definicié: (test)bbvités.

Legyenek K és L testek. Ha K részteste L-nek, akkor azt mondjuk,
hogy L (test)bdvitése K-nak, és ezt az L|K szimbdlummal
jeloljik.

Tétel.

Ha az L test bovitése a K testnek, akkor L vektortér a K test felett
az

G:LxL—-L udv=u+v,
fr: L— L, Uf)\:)\U(AEK)

miveletekkel.
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A Q(v2) = {a+ bv2|a,b e Q} halmaz szdmtestet alkot. A
Q(\@) mint Q feletti vektortér 2-dimenzids, melyenk az 1, /2
elemek bazisit alkotjdk.
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Definicid: testbdvités foka.

Az el6z6 tételt fogjuk felhasznalni a testbovités fokanak a
definidldsdra. Az L|K bévités [L : K] foka az L testnek, mint K
feletti vektortérnek a dimenzidja, azaz [L : K] = dimk L. Ha
[L: K] < oo, akkor azt mondjuk, hogy az L|K bévités véges
(dimenziés), kiilonben L|K végtelen (dimenzios).
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Definicid: testbdvités foka.

Az el6z6 tételt fogjuk felhasznalni a testbovités fokanak a
definidldsdra. Az L|K bévités [L : K] foka az L testnek, mint K
feletti vektortérnek a dimenzidja, azaz [L : K] = dimk L. Ha
[L: K] < oo, akkor azt mondjuk, hogy az L|K bévités véges
(dimenziés), kiilonben L|K végtelen (dimenzios).

Példak.
A C|R bévités 2-fokd, mivel C 2-dimenzids vektortér R felett; az

1,i € C vektorok bazist alkotnak. A Q(v/2)|Q bdvités szintén
2-fokd. Azonban a C|Q és R|Q bdvitések végtelenek.

Dorman Miklés Magasabbfokii egyenletek és ...



Tétel (Fokszamtétel).

Legyenek K, L, M olyan testek, amelyekre L|K, M|L teljesiil.
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Tétel (Fokszamtétel).

Legyenek K, L, M olyan testek, amelyekre L|K, M|L teljesiil.

(a) Ha az L|K és M|L bdvitések valamelyike végtelen, akkor M|K
is az.
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Tétel (Fokszamtétel).

Legyenek K, L, M olyan testek, amelyekre L|K, M|L teljesiil.

(a) Ha az L|K és M|L bdvitések valamelyike végtelen, akkor M|K
is az.

(b) Ha az L|K és M|L bévitések végesek, akkor az M|K bévités is
az, és fenndll az

[M:K]=[M:L]-[L:K]

egyenloség.
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A Fokszamtétel allitdsa teljes indukcidval egyszerlien kiterjesztheto
bovitések egymasutanjaira is: ha K; : K;_1 teljesiil tetszoleges i-re
(neN, 1< i< n), akkor

[Kn 5 Ko] = [Kn i Kn—l] 0oo [K1 o Ko].
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Definicié: generdlt résztest, egyszerii bovités.

Legyen L a K test bOvitése, és legyen A C L. Ekkor K(A)-val
jeloljik, és a K U A részhalmaz altal generalt résztestnek
nevezziik az L test K U A részhalmazat tartalmazé legsziikebb
résztestét, és azt mondjuk, hogy a K(A)|K bévités K-nak az A
részhalmaz altal generalt bovitése. Ha A véges részhalmaza L-nek,
pl. A={ai,...,an}, akkor K(A) helyett K(a1,...,an)-et irunk.
Azt mondjuk, hogy az L|K bdvités egyszerii, ha van olyan o € L,
amelyre L = K(«).
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Definicié: generdlt résztest, egyszerii bovités.

Legyen L a K test bOvitése, és legyen A C L. Ekkor K(A)-val
jeloljik, és a K U A részhalmaz altal generalt résztestnek
nevezziik az L test K U A részhalmazat tartalmazé legsziikebb
résztestét, és azt mondjuk, hogy a K(A)|K bévités K-nak az A
részhalmaz altal generalt bovitése. Ha A véges részhalmaza L-nek,
pl. A={ai,...,an}, akkor K(A) helyett K(a1,...,an)-et irunk.
Azt mondjuk, hogy az L|K bdvités egyszerii, ha van olyan o € L,
amelyre L = K(«).

A C|R bévités egyszerli, mivel C = R().
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Tekintsiik a Q(v/2, v/3)|Q bdvitést.
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Tekintsiik a Q(v/2, v/3)|Q bdvitést.
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Tekintsiik a Q(v/2, v/3)|Q bévitést. Mivel v/2 + /3 € Q(v/2,V3),
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Tekintsiik a Q(v/2, v/3)|Q bévitést. Mivel v/2 + /3 € Q(v/2,V3),
ezért Q(v2 + v/3) C Q(v2,v/3).
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Tekintsiik a Q(v/2, v/3)|Q bévitést. Mivel v/2 + /3 € Q(v/2,V3),
ezért Q(v/2 + V/3) € Q(v2,v/3). Mésrészt, az

V2= (V2+V3) -9 (V2+V3)),
V3= (V2+V3) -2

[y

egyenloségek kovetkeztében
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Tekintsiik a Q(v/2, v/3)|Q bévitést. Mivel v/2 + /3 € Q(v/2,V3),
ezért Q(v/2 + V/3) € Q(v2,v/3). Mésrészt, az

V2= (V2+V3) -9 (V2+V3)),
V3= (V2+V3) -2

egyenléségek kovetkeztében v/2,v/3 € Q(v2 + V/3),

[y
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Tekintsiik a Q(v/2, v/3)|Q bévitést. Mivel v/2 + /3 € Q(v/2,V3),
ezért Q(v/2 + V/3) € Q(v2,v/3). Mésrészt, az

V2= (V2+V3) -9 (V2+V3)),
V3= (V2+V3) -2

egyenléségek kovetkeztében v/2,/3 € Q(v/2 + /3), azaz
Q(v2,v3) C Q(v2+ V3).

| =
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Tekintsiik a Q(v/2, v/3)|Q bévitést. Mivel v/2 + /3 € Q(v/2,V3),
ezért Q(v/2 + V/3) € Q(v2,v/3). Mésrészt, az

V2= (V2+V3) -9 (V2+V3)),

V3= (v3+V3)- V3
egyenléségek kovetkeztében v/2,/3 € Q(v/2 + V/3), azaz

Q(V2,v/3) C Q(V2 + v/3). lgy azt kapjuk, hogy
Q(v2,v3) = Q(v2 + V/3), azaz a Q(v/2,/3)|Q bbvités egyszeri.

| =
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Tétel.

Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L|K teljesiil, valamint
legyen g, ...,a, € L. Ekkor

K(al,...,an):
f(al,...,an) }
———— | f,g € K[x1,...,xn], g(a1,...,an) #0p.
{g(al,...,an)| g € Kba ], g(an ) #
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Tétel.

Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L|K teljesiil, valamint
legyen g, ...,a, € L. Ekkor

K(al,...7an):
f(al,...,an) }
———— | f,g € K[x1,...,xn], g(a1,...,an) #0p.
{g(oq,...,an)’ g € Kba ], g(an ) #

Tegyiik fel, hogy L|K teljesiil, és legyen o € L. Ekkor két eset
lehetséges:
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Tétel.

Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L|K teljesiil, valamint
legyen g, ...,a, € L. Ekkor

K(al,...,an):
f(al,...,an) }
———— | f,g € K[x1,...,xn], g(a1,...,an) #0p.
{g(oq,...,an)’ g € Kba ], g(an ) #

Tegyiik fel, hogy L|K teljesiil, és legyen o € L. Ekkor két eset
lehetséges:

@ Van olyan f € K[x] \ {0} polinom, amelynek a gyoke, azaz
f(a) = 0. Ekkor azt mondjuk, hogy az « elem algebrai elem
a K test felett.
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Tétel.
Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L|K teljesiil, valamint
legyen g, ...,a, € L. Ekkor

K(al,...,an):
f(al,...,an) }
———— | f,g € K[x1,...,xn], g(a1,...,an) #0p.
{g(oq,...,an)’ g € Kba ], g(an ) #

Tegyiik fel, hogy L|K teljesiil, és legyen o € L. Ekkor két eset
lehetséges:
@ Van olyan f € K[x] \ {0} polinom, amelynek a gyoke, azaz
f(a) = 0. Ekkor azt mondjuk, hogy az « elem algebrai elem
a K test felett.
@ Nincs olyan f € K[x] \ {0} polinom, amelynek o gyoke.
Ebben az esetben azt mondjuk, hogy az o elem
transzcendens elem a K test felett.
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Valés transzcendens elemek Q felett.
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Valés transzcendens elemek Q felett.

@ 1844 Joseph Liouville megmutatja, hogy bizonyos valds
szamok, amelyeket ma Liouville-szamoknak neveziink,

transzcendensek Q felett. llyan szam pl.: Y 77 %
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Valés transzcendens elemek Q felett.

@ 1844 Joseph Liouville megmutatja, hogy bizonyos valds
szamok, amelyeket ma Liouville-szamoknak neveziink,

transzcendensek Q felett. llyan szam pl.: Y 77 %

e 1873 Charles Hermite megmutatja, hogy az e szam
transzcendens.
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Valés transzcendens elemek Q felett.

@ 1844 Joseph Liouville megmutatja, hogy bizonyos valds
szamok, amelyeket ma Liouville-szamoknak neveziink,

transzcendensek Q felett. llyan szam pl.: Y 77 %

e 1873 Charles Hermite megmutatja, hogy az e szam
transzcendens.

@ 1874 George Ferdinand Ludwig Cantor bebizonyitja, hogy
azon valds szamok halmazdnak szdmossaga, amelyek
algebraiak Q felett megszamlalhatéan végtelen. Mivel a valds
szamok halmaza nem megszamlalhatd, ezért a valés szamok
tobbsége transzcendens Q felett.
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Valés transzcendens elemek Q felett.

@ 1844 Joseph Liouville megmutatja, hogy bizonyos valds
szamok, amelyeket ma Liouville-szamoknak neveziink,

transzcendensek Q felett. llyan szam pl.: Y 77 %

e 1873 Charles Hermite megmutatja, hogy az e szam
transzcendens.

@ 1874 George Ferdinand Ludwig Cantor bebizonyitja, hogy
azon valds szamok halmazdnak szdmossaga, amelyek
algebraiak Q felett megszamlalhatéan végtelen. Mivel a valds
szamok halmaza nem megszamlalhatd, ezért a valés szamok
tobbsége transzcendens Q felett.

@ 1882 Ferdinand Lindemann igazolja, hogy a 7w szam
transzcendens Q felett.
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Valés transzcendens elemek Q felett (folytatds).
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Valés transzcendens elemek Q felett (folytatds).

e 1934 A.J. Gelfond igazolja, hogy ha «, 5 € R olyan algebrai
elemek Q felett, amelyekre a £ 0,1 és B & Q teljeslil, akkor
az o valés szam transzcendens Q felett. (Pl.: ov2
transzcendens Q felett.)
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Valés transzcendens elemek Q felett (folytatds).

e 1934 A.J. Gelfond igazolja, hogy ha «, 5 € R olyan algebrai
elemek Q felett, amelyekre a £ 0,1 és B & Q teljeslil, akkor
az o valés szam transzcendens Q felett. (Pl.: ov2
transzcendens Q felett.)

Problémak.
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Valés transzcendens elemek Q felett (folytatds).

e 1934 A.J. Gelfond igazolja, hogy ha «, 5 € R olyan algebrai
elemek Q felett, amelyekre a £ 0,1 és B & Q teljeslil, akkor
az o valés szam transzcendens Q felett. (Pl.: ov2
transzcendens Q felett.)

Problémak.

@ lgaz-e, hogy e + 7 transzcendens Q felett?
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Valés transzcendens elemek Q felett (folytatds).

e 1934 A.J. Gelfond igazolja, hogy ha «, 5 € R olyan algebrai
elemek Q felett, amelyekre a £ 0,1 és B & Q teljeslil, akkor
az o valés szam transzcendens Q felett. (Pl.: ov2
transzcendens Q felett.)

Problémak.

@ lgaz-e, hogy e + 7 transzcendens Q felett?

o lgaz-e, hogy a v = limp—oc (35— % —Inn) =
0.57721566490153286060651209 transzcendens Q felett?
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Tétel.

Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L|K teljesiil. Legyen
« € L, valamint e, a kovetkezo leképezés:

ga: K[x] — K(a), f— f(a).

Ekkor az aldbbi két allitds koziil pontosan az egyik teljestil.
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Tétel (folytatds).
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Tétel (folytatds).

(a) Az e, leképezés injektiv homomorfizmus, és e,-t kiterjesztve
K[x] hdnyadostestére, a kapott £,: K(x) — K(a) leképezés
izomorfizmus. Ekkor a K(«a)|K bdvités végtelen, és az o elem
transzcendens K felett.
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Tétel (folytatds).

(a)

Az g, leképezés injektiv homomorfizmus, és .-t kiterjesztve

K[x] hdnyadostestére, a kapott £,: K(x) — K(a) leképezés

izomorfizmus. Ekkor a K(«a)|K bdvités végtelen, és az o elem
transzcendens K felett.

Az ¢, leképezés homomorfizmus, amely nem injektiv, igy
magja ker (eo) # {0}. Ekkor ker (e4) = (mq, k) teljesiil
valamely (egyért. meghat.) m, x € K[x] irreducibilis
fépolinomra, és az £,: K[x]/(mq k) — K(c) homomorfizmus
izomorfizmus. Ekkor K(a)|K véges, és az a elem algebrai K
felett.
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Definicié: minimalpolinom, algebrai elem foka.

Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L|K teljesiil, valamint

a € L algebrai elem K felett. Ekkor az el6z6 tétel (b) részében
kapott m, k polinomot az o elem minimalpolinomjanak
nevezziik. Az « algebrai elem foka minimalpolinomjinak a foka,

amit gry(a)-val jeldliink.
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Definicié: minimalpolinom, algebrai elem foka.

Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L|K teljesiil, valamint

a € L algebrai elem K felett. Ekkor az el6z6 tétel (b) részében
kapott m, k polinomot az o elem minimalpolinomjanak
nevezziik. Az « algebrai elem foka minimalpolinomjinak a foka,
amit gry (a)-val jeldliink.

Tétel.

Legyen L|K testbdvités, és « € L algebrai elem K felett, melynek
minmalpolinomja f. Ekkor tetszéleges g € K[x], g # 0 polinomra
g(a) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha f | g.
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2
o m 5 =X -2,
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° mﬂvQ:xz—Z
° m\fz+\/§7(@:x4—10x2+1,
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° mﬂvQ:xz—Z
° m\fz+\/§7(@:x4—10x2+1,

_ 2
= mcos%”—l—isin%”,(@_x +X+1'
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° mﬂvQ:xz—Z
° M5, g =X —10x*+1,

_ 2
> mcos%”—f—isin%”,(@_x +x+1,

— P14 . g £
@ Mes2myjsin2mg =X ~ T+ X+ 1 (p primszam).
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Legyen L|K testbévités, és a € L. Ekkor az o elem pontosan akkor
algebrai K felett, ha [K(«) : K] < oo. Ha « algebrai elem K felett,
akkor [K(a) : K] = gri(«).
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Ha L|K véges bévités, és a € L, akkor « algebrai elem K felett, és
gryc(a) osztéja [L : K]-nak.
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Legyen L|K tetszbleges testbévités, és o € L algebrai elem K
felett, valamint legyen k € N. Ekkor /« is algebrai K felett, és

gri(Va) < k- grg(a).
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Tétel.

Legyen L|K tetszbleges testbévités, és o € L algebrai elem K
felett, valamint legyen k € N. Ekkor /« is algebrai K felett, és

gri(Va) < k- grg(a).

Tétel.

Legyenek L|K és M|L tetszbleges testbévitések, és o« € M algebrai
elem K felett. Ekkor « algebrai L felett is, és gr; (o) < gri(a).
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Tétel.

Legyen L|K tetszbleges testbévités, és o € L algebrai elem K
felett, valamint legyen k € N. Ekkor /« is algebrai K felett, és

gri(Va) < k- grg(a).

Tétel.

Legyenek L|K és M|L tetszbleges testbévitések, és o« € M algebrai
elem K felett. Ekkor « algebrai L felett is, és gr; (o) < gri(a).

Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L|K teljesiil, valamint
legyen a, 3 € L. Ekkor

K(a, B) = K(e)(B) = K(B)(c)-
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Legyen L|K tetszbleges testbivités, és o, 3 € L algebrai elemek K
felett. Ekkor a = 3, a3, valamint 3 # 0 esetén «/(3 is algebrai
elemek K felett, melyek foka legfeljebb gry(a) - gri(5).
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Legyen L|K tetszbleges testbivités, és o, 3 € L algebrai elemek K
felett. Ekkor a = 3, a3, valamint 3 # 0 esetén «/(3 is algebrai
elemek K felett, melyek foka legfeljebb gry(a) - gri(5).

Legyen L|K tetszbleges testbOvités. Ekkor az L test K felett
algebrai elemei L egy résztestét alkotjak.
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Legyen L|K tetszbleges testbivités, és o, 3 € L algebrai elemek K
felett. Ekkor a = 3, a3, valamint 3 # 0 esetén «/(3 is algebrai
elemek K felett, melyek foka legfeljebb gry(a) - gri(5).

Tétel.

Legyen L|K tetszbleges testbOvités. Ekkor az L test K felett
algebrai elemei L egy résztestét alkotjak.

Definicié: algebrai szam.

A z komplex szamot algebrai szamnak nevezziik, ha z algebrai Q
felett. Az el6z6 tétel szerint az algebrai szamok a komplex
szamtest egy résztestét alkotjak, melyet A-val jeloliink.
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Definicié: algebrai (test)bdvités.

"o w7

Azt mondjuk, hogy az L|K testbdvités algebrai testbovités, ha L
minden eleme algebrai K felett.
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Definicié: algebrai (test)bdvités.

Azt mondjuk, hogy az L|K testbdvités algebrai testbovités, ha L

minden eleme algebrai K felett.

Tétel.

Legyen L|K tetszbleges testbévités. Ekkor a kdvetkezdk

ekvivalensek:

Dorman Miklés
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Definicié: algebrai (test)bdvités.

Azt mondjuk, hogy az L|K testbdvités algebrai testbovités, ha L
minden eleme algebrai K felett.

Tétel.

Legyen L|K tetszbleges testbévités. Ekkor a kdvetkezdk
ekvivalensek:

(1) [L: K] < o0;
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Definicié: algebrai (test)bdvités.

Azt mondjuk, hogy az L|K testbdvités algebrai testbovités, ha L
minden eleme algebrai K felett.

Tétel.

Legyen L|K tetszbleges testbévités. Ekkor a kdvetkezdk
ekvivalensek:

(1) [L: K] < o0;
(2) az L|K bévités algebrai, és L végesen generalt K felett;
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Definicié: algebrai (test)bdvités.

Azt mondjuk, hogy az L|K testbdvités algebrai testbovités, ha L
minden eleme algebrai K felett.

Tétel.

Legyen L|K tetszbleges testbévités. Ekkor a kdvetkezdk
ekvivalensek:

(1) [L: K] < o0;
(2) az L|K bévités algebrai, és L végesen generalt K felett;

(3) L=K(a,...,an), ahol ai,...,a, € L algebrai elemek K
felett.
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Kovetkezmény.

Ha a € L az L|K bbévités algebrai eleme, akkor a K(a))|K bdvités
algebrai.
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Kovetkezmény.

Ha a € L az L|K bbévités algebrai eleme, akkor a K(a))|K bdvités
algebrai.

Kovetkezmény.

Legyen L|K testbévités, és S C L. Ha S minden eleme algebrai K
felett, akkor a K(S)|K bdvités algebrai.
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Kovetkezmény.

Ha a € L az L|K bbévités algebrai eleme, akkor a K(a))|K bdvités
algebrai.

Kovetkezmény.

Legyen L|K testbévités, és S C L. Ha S minden eleme algebrai K
felett, akkor a K(S)|K bdvités algebrai.

Ha az M|L és L|K testbdvitések algebraiak, akkor az M|K bdvités
is algebrai.
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