MAGASABB FOKU EGYENLETEK
ES
GEOMETRIAI SZERKESZTHETOSEG

2010/2011. &szi félév



JELOLESEK

Halmazok, szamhalmazok
P(X) ~» az X halmaz részhalmazainak halmaza,

N
Z
Q
R
C
A
Relacidk

0a
1a

Matrixok
K"ZX’I’L
det(A)
AT
Q](al, ce ,Oén)
V(Oq, . ,Oén)
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azaz az X halmaz hatvanyhalmaza

a természetes szdmok halmaza, N = {1,2,...}

az egész szdmok halmaza, Z ={...,—2,-1,0,1,2,...}
a raciondlis szamok halmaza

a valds szamok halmaza

a komplex szdmok halmaza

a raciondlis szamtest felett algebrai komplex szamok
halmaza

{(a,a) | a € A} — az egyenl6ségrelacié az A halmazon
A x A — a teljesreldcié az A halmazon

a K test feletti n x n-es matrixok halmaza

az A négyzetes matrix determinansa

az A matrix transzponaltja

az ay,...,qn elemekhez tartoz6 Vandermonde-matrix
az ag,...,an elemekhez tartozé
Vandermonde-determinans

Csoportok, permutaciécsoportok

(X)
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Ag
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Qs

(G, G]

A—DB
Polinomok

K{z]

f*

K(x)

D.(f)
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a G csoport X C G részhalmaz altal generalt részcsoportja
a szimmetrikus csoport a H halmazon'

az alternalé csoport a H halmazon?

az n-edfoka diédercsoport

a kvaterniécsoport

a G csoport kommutator részcsoportja

injektiv homomorfizmus A-bdl B-be.

a K test feletti z-hatdrozatland polinomgyuru

az f € K[z] polinom fokszama

az x hatdrozatlan raciondlis kifejezéseinek halmaza

a K test felett, azaz Q gy

az f polinom x hatdrozatlan szerinti formalis derivaltja

Gyitriik, testek és vektorterek
a~b ~ az a és b elemek asszocidltak, azaz a|bésb|a

1Sy = {n: H — H | 7 permutdcié}, ha H véges (|[H| = n € N), akkor |Sy| =
Amennyiben H = {1,2,...,n}, akkor Sy helyett szokds az Sy jelolést hasznélni.
2Ayg = {n: H — H | 7 paros permutécié}, ha H véges (|H| = n € N), akkor |Ay| = %‘

Amennyiben H = {1,2,...,n}, akkor Ag helyett szokds az A, jelolést hasznélni.
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Qp ~
char(K) ~»
dimKV ~

Testbovitések

L:K
[L: K]
Ma, K
gric(a)
Aut(K)
Autg (L)

Gal(L : K)
Galg (f)

L

5

888

$ 884

a D integritastartoméany hanyadosteste
a K test karakterisztkaja®
a K test feletti V' vektortér dimenzidja

az L test a K test testbovitése

az L : K testb6vités foka

az « elem minimalpolinomja a K test felett

az a elem foka a K test felett

a K test automorfizmusainak halmaza

a L test K fixen hagyé automorfizmusainak halmaza,
azaz az L : K testbOvités Galois-csoportja

az L : K testb6vités Galois-csoportja

az f € K[z] polinom Galois-csoportja

a Frobenius-endomorfizmus

az L test multiplikativ csoportja, azaz L* = (L\{0}; -

3a K test karakterisztikdja 0 vagy primszém.
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HALOK

1.1 Halészertien rendezett halmazok

Legyen (A; <) részbenrendezett halmaz és a,b,c € A. Azt mondjuk, hogy ¢
alsé korlatja [fels6 korlatja] a-nak és b-nek, ha ¢ < a,b [a,b < ¢].

Legyen (A; <) részbenrendezett halmaz és a,b,co € A. Azt mondjuk, hogy
¢o legnagyobb alsé korlatja [legkisebb fels6 korlatja] a-nak és b-nek, ha
co < a,b [a,b < ¢ és a,b barmely ¢ alsé korldtjdra [fels6 korldtjdral ¢ < ¢
[co < ] teljestil.

felsé korldtok

alsé korlatok

1. abra: Az a és b elemek alsé és fels6 korlatjai.

1.1. Allitas. Legyen (A;<) részbenrendezett halmaz és a,b € A. Ha az a és b
elemeknek van legnagyobb alsd korldtja [legkisebb felsd lorldtjal, akkor az egyér-
telmiien meghatdrozott.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ¢,¢’ € A legnagyobb alsé korldtja az a,b € A
elemeknek. Ekkor ¢ és ¢’ alsé korldtja is a-nak és b-nek. Ezért ¢’ < ¢, mivel
¢ legnagyobb alsé korlat, illetve ¢ < ¢/, mivel ¢’ legnagyobb alsé korlat. fgy
a < reldcié antiszimmetridja miatt ¢’ = c. A legkisebb fels6 korldt esetére a
bizonyitds hasonléképpen végezhetd el. [l

Az (A; <) részbenrendezett halmazt halészeriien rendezett halmaznak
hivjuk, ha az A halmaz barmely a és b elemének 1étezik legnagyobb alsé, illetve
legkisebb fels6 korlatja.
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2. abra: A c¢ és d elemeknek nincs legnagyobb alsé korlétja.

1.2. Példa. Az aldabbiakban néhdany példdt mutatunk hdloszeriien rendezett hal-
mazokra.

| részbenrendezett halmaz | legnagyobb alsé korldt | legkisebb felsd korldt |

(N; 1) In.k.o.(a,b) lk.k.t.(a,b),
(P(U); C) XnY XUY,
(Sub(KV) <) unw U+Ww,
(Sub(G); ) HnK (HUK),
(SubNorm(G c) MNN M- N.

A tabldzatban U tetszbleges halmazt jelol, X, Y C U; Sub(xV) a K test feletti
'V wvektortér altereinek halmaza, U és W alterei xV-nek, U + W ezen alte-
rek komplexus dsszege; Sub(G) a G csoport részesoportjainak halmaza, H és K
részcsoportjai G-nek, (H U K) pedig az ezen részcsoportok egyesitése dltal gene-
rdlt részcsoport; SubNorm(G) a G csoport normdlis részcsoportjainak halmaza,
M és N normadlis részcsoportjai G-nek, M- N pedig ezen normdlis részcsoportok
komplexus szorzata.

1.2 HAlék

Legyen (L; <) hélészertien rendezett halmaz. Az L halmazon definidljuk a A
(metszet) és V (egyesités) miiveleteket az aldabbi médon:
A: L x L— L, (a,b) — a és b legnagyobb alsé korlatja, (1)
V:Lx L — L, (a,b) — a és b legkisebb fels6 korlatja. (2)

1.3. Allitas. Barmely (L; <) hdlészerden rendezett halmaz tetszéleges a,b,c
elemeire teljestilnek az aldbbiak:

ala=a, aVa=a (idempotencia),
aNb=0bAa, avVb=bVa (kommutativitds),
(anb)hc=aNn(bAc), (avb)Ve=aV (bVc) (asszociativitds),
(aNb)Vb=0, (avb)Ab=1b ((abszorptivitds).

Bizonyitds. A A ésV miiveletek idempotencidja és kommutativitdsa nyilvanvalg,
ezért csak e miiveletek asszociativitdsat és abszorptivitasat igazoljuk. Legyenek
a, b, c € L tetszbleges elemek.



1.2 HALOK [3]

A A miivelet asszociativitdsa. Legyen u = (aAb)Ac ésv =aA (bAc). Ekkor
aAb<abésu<aANb cmiatt u < a,b,c. Tegyiik fel, hogy az v’ € L elemre
u' < a,b, c teljesiil. Ekkor v/ < a Ab és v’ < ¢ kovetkeztében

u < (aAb)Ace=u. (3)

Mivel v < bAc miatt v < b, ¢, ezért v < a, b, c. Igy (3) szerint v < u. Hasonléan
igazolhato, hogy v < w is teljesiil, azaz u = v.

Az Vv miivelet asszociativitdsa. Legyen u = (aVb)Vcésv =aV (bVc).
Ekkor a,b < aVbésaVb,c<umiatt a,b,c < u. Tegyiik fel, hogy az v’ € L
elemre a,b,c < u’ teljesiil. Ekkor a Vb < u' és ¢ < v’ kovetkeztében

u=(aVb)Ve<u. (4)

Mivel bV ¢ < v miatt b, ¢ < v, ezért a,b,c < v. fgy (4) szerint u < v. Hasonléan
igazolhato, hogy v < u is teljesiil, azaz u = v.

Az abszorptivitds igazolasahoz elészor azt gondoljuk meg, hogy ha s < ¢
(s,t € L), akkor sAt =s és sVt =t. Az s elem nyilvan als6 korldtja s, t-nek,
igy s < s At. Tovdbba, ha s als6 korlatja s, t-nek, akkor s’ < s,t. Igy s az s
és t elemek legnagyobb alsé korldtja, azaz s = s A t. Masrészt, a t elem nyilvan
felsd korlatja s, t-nek, igy s V t < t. Tovabb4, ha t’ fels6 korldtja s, t-nek, akkor
s, t <t fgy t az s és t elemek legkisebb fels6 korlatja, azaz t = sV t.

Ekkor a Ab < b miatt (aAbD)Vb=0b,ésb<aVbmiatt (aVb)Ab=0b O

Azt mondjuk, hogy az (L7 A, V) algebra hélé, ha tetsz6leges a,b,c € L
elemekre teljesiilnek az 1.3. Allitdsbeli egyenléségek.

1.4. Tétel. Legyen (L; <) hdldszerden rendezett halmaz. Ekkor (L; A\, V) hdld,
ahol A és Vv az (1) és (2) mdveletek.

Bizonyitds. Az 1.3. Allités kovetkeztében nyilvanvald. O

1.5. Tétel. Legyen (L; A, V) hdld. Ekkor (L; <) hdldszeriien rendezett halmaz,
ahol < a kovetkezd reldcio az L halmazon:

a<b<=aNb=a (<= aVb=0)).

Bizonyitds. Legyenek a,b,c € L tetszoleges elemek. Eloszor azt igazoljuk, hogy
< részbenrendezés. Mivel a A miivelet idempotens, ezért a A a = a, azaz a < a.
Tegyiik fel, hogy a < b és b < a. Ekkora = aANb = bAa = b, azaz <
antiszimmetrikus. Végil, tegyiik fel, hogy a < b és b < ¢. Ekkor a = a A b és
b= b A c miatt

a=aNb=aAN(bAc)=(aANb)Ac=aAlc,

azaz a < c. Ezzel igazoltuk, hogy < részbenrendezés.
Megmutatjuk, hogy (L; <) héldszerlien rendezett halmaz. Tegytiik fel, hogy
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u € L alsé korlatja a-nak és b-nek. Ekkor v < a,b, azaz u = uAa =uAb, ésigy

u=uAu (A idempotens)
=(uAa)A(uAb) (u=uAhaésu=uAb)
=uA(aA(uAb)) (A asszociativ)
=uA ((a Au)Ab) (A asszociativ)
=uA ((uAa)Ab) (A kommutativ)
=uA (uA(aAb)) (A asszociativ)
=(uAu)A(aAb) (A asszociativ)
=uA (aAD), (A idempotens)

azaz u < a A b. Ezzel igazoltuk, hogy az L halmaz barmely két elemének van
legnagyobb alsé korlatja, ami éppen a két elem metszete. Hasonléan mutathaté
meg az, hogy barmely két elemnek van legkisebb fels korlatja, nevezetesen a
két elem egyesitése. A bizonyitdst ezzel befejeztiik. O

Legyenek IL; = (L1;A1,V1) és Lo = (La; Aa, Vo) hélok, a hozzdjuk tartozd
hélészertien rendezett halmazok legyenek rendre (L1;<1) és (L2; <2), valamint
@: L1 — Lo tetsz6leges leképezés. Azt mondjuk, hogy a ¢ leképezés rendezés-
tartd, ha tetszéleges a,b € Li-re a <1 b esetén ap <a bp.

1.6. Allitas. Legyenek 1Ly = (L1;A1,V1) és Lo = (La;Ag,Va) hdldk. Ha a
p: Ly — Lo leképezés homomorfizmus, akkor ¢ rendezéstarto.

Bizonyitds. Tegyiik fel a <1 b (a,b € L1). Ekkor a = a A1 b miatt
ap = (a N b)p = ap N by,

azaz ap <o by. O

Az el6z6 allitds megforditdsa nem igaz, azaz rendezéstarté leképezés nem
feltétleniil homomorfizmus (1d. 3. dbra).

\//>
\/v
\+

3. abra: Rendezéstarto bijektiv leképezés, amely nem izomorfizmus.

Azonban igaz a kévetkezd.

1.7. Tétel. Legyenck Ly = (L1;A1,V1) és Lo = (La; A2, Va) hdldk, valamint
@: L1 — Lo bijektiv leképezés. Ekkor ¢ pontosan akkor izomorfizmus, ha a ¢
és o1 leképezések mindegyike rendezéstarto.



1.2 HALOK [5]

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ¢ izomorfizmus. Ekkor az 1.6. Allitas szerint %)
rendezéstarté. Legyen ag és bs olyan Lo-beli elemek, amelyekre as <o bo teljesiil.
Mivel ¢ bijekcid, ezért vannak olyan aj,b; € L; elemek, hogy ay = ajp és
bz = b1<p. Ekkor

ay <2 by <= az = az N2 by
> a1 =a1p N2 brp
<> a1p= (a1 N1 b1)p
< a1 =ai1 N1 b1
< a1 <1 by,

1 1

azaz ag <o by <= axp ' <y by~ !. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy ¢! is
rendezéstarto.

Tegylik fel, hogy ¢ és ¢~ is rendezéstartd leképezés. Mivel ¢ bijektiv, ezért
elegend6 azt igazolni, hogy ¢ homomorfizmus. Legyenek a,b € L tetszbleges
elemek. Ekkor igazak a kovetkezOk:

1

aNb<ya,b= (aN b)p <2 ap,bp (¢ rendezéstartd)
= (a A1 b)p <2 ap A2 by
ap Ao b <o ap, bp = (ap A bp)p ™t <1 a,b (¢! rendezéstarto)
= (ap A2 bp)p™ ' <1 and
= ap N2 by <2 (a A1 D)y, (¢ rendezéstartd)

azaz (a A1 b)p = ap Ao bp. Tovéabba,

a,b <1 aVib= ap,bp <3 (a Vi b)p (¢ rendezéstartd)
= ap Va by <2 (a V1 b)p
ap, by <o ap Vo bp = a,b <1 (ap Vo bp)p™? (¢~ ! rendezéstarto)
— a V1 b< (ap Vo bp)p ™t
= (a V1 b)p <2 ap A2 by, (¢ rendezéstarto)
azaz (a V1 b)p = ayp Vo bp. Fzzel igazoltuk, hogy ¢ homomorfizmus. O

A tovabbiakban a disztributiv és moduléris halékkal ismerkediink meg.
1.8. Tétel. Tetszdleges (L; A, V) hdldban ekvivalensek a kovetkezdk:
(1) bdrmely x,y,z € L-re (xVy)Az=(xAz)V (yAz),
(2) bdrmely x,y,z € L-re (x ANy)Vz=(xV2z)A(yV2).

Az L halé disztributiv, ha az 1.8. Tétel (1) pontja teljesiil L-ben. Az L
hélét modularisnak nevezziik, ha barmely z,y,z € L elemekre x < z esetén
(xVy)ANz=azV (yAz) teljesiil.

1.9. Megjegyzés. Tetszbleges hdloban igazak az aldbbi egyenlitlenségek:

(xA2)V(yNz)<(xVy) Az,
@Ay Vz< (V) AV 2),
zV(yAz)<(zVy) Az haz<z.
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1.10. Tétel. (a) Bdrmely csoport normdlis részcsoportjainak hdldja moduldris
hdlo.
(b) Bdrmely vektortér altérhdldja moduldris hdlo.

Bizonyitds. (a) Legyen G tetszéleges csoport, valamint legyen L, M és N olyan
normalis részcsoportjai, amelyekre L < N teljesiil. Az 1.9. Megjegyzés szerint
elég azt igazolni, hogy (LM)NN C L(MNN). Tegyiik fel, hogy g € (LM)NN.
Ekkor g € N, és vannak olyan [ € L, m € M elemek, amelyekre g = Im teljestl.
Igy m =1"'g € N, mivel | € L C N, aminek kévetkeztében m € M N N. Azaz
g=IlmeL(MNN).

(b) Legyen V a K test feletti vektortér, és legyenek X,Y, Z olyan alterek
V-ben, amelyekre X C Z teljesiil. Az 1.9. Megjegyzés szerint elég azt igazolni,
hogy (X +Y)NZ C X+ (Y NZ). Legyen v tetszbleges (X +Y) N Z-beli vektor.
Ekkor vannak olyan x € X ésy € Y vektorok, amelyekre v = x+y € Z teljestl.
Mivel X C Z kovetkeztében x € Z, ezért y =v—x € Z. Azaz y € Y N Z, és
igyv=z+ye X+ (YNZ).

Ezzel igazoltuk a tétel allitasait. [l

H&lék modularitasa és a disztributivitasa is jellemezheté bizonyos tipust
részhalok hidnysval, amint azt az alabbi, Richard Dedekind-t61* és Garrett
Birkhoff-t61° szdrmazé tételek mutatjak.

1.11. Tétel (Richard Dedekind, 1900). Legyen L tetszbleges hdls. Az L
hald pontosan akkor moduldris, ha nincs az Ny hdléval izomorf részhdldja (ld.
4. dbra).

1.12. Tétel (Garrett Birkhoff). Az L moduldris hdld pontosan akkor diszt-
ributiv, ha nincs az Mg hdldval izomorf részhdldja (ld. 4. dbra).

M3 N5

4. abra: Az M3 és N5 halok.

1.3 Boole-algebrak

Az L halét korlatosnak nevezziik, ha van legkisebb és legnagyobb eleme. Az
L h&lé legkisebb elemét Op-lel, legnagyobb elemét 1y -lel jel6ljik. Ha nem okoz
félreértést, akkor az indexet is elhagyjuk.

Legyen L korldtos hal6, a € L. A b € L elemet az a elem komplementu-
manak nevezzilk, ha aAN\b=0p ésaVvb=1p.

4Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831. oktéber 6., Braunschweig - 1916. februdr 12.,
Braunschweig) német matematikus, kiemelked6 a munkdssiga az absztrakt algebra, valamint
az algebrai szdmelmélet teriiletén és a valds szamok elméleti megalapozédsdban.

5Garrett Birkhoff (1911. januar 19., Princeton, New Jersey — 1996. november 22., Water
Mill, New York) amerikai matematikus.
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1.13. Allitas. Korldtos disztributiv hdld barmely elemének legfeljebb egy komp-
lementuma van.

Bizonyitds. Legyen L korlatos disztributiv hélé. Tegyiik fel, hogy az a € L
elemnek b és b’ is komplementuma. Ekkor az

b=1, ALY E (@ v ) A DT (@A) v (B A D) ME Y A,
V=10 A Y av o) Al Y B G AV (b AY)E R A Y,
egyenl8ségek kovetkeztében b < b és b’ < b teljesiil, azaz b =b'. O

Azokat a korldtos disztributiv hélékat, amelyekben minden elemnek ponto-
san egy komplementuma van komplementumos disztributiv haléknak vagy
Boole-haléknak nevezziik.

A (B;A,V,,0,1) algebrat (A és V kétvaltozds, ’ egyvaltozds, 0 és 1 pedig
nullavéltozés miiveletek) Boole-algebranak nevezziik, ha

(1) (B;A,V) disztributiv halé,
(2) xA0=0, zV1=1 teljesill barmely x € B-re,
(3) zA2' =0, 2z Va2 =1 teljestl bérmely x € B-re.
1.14. Allitas. Legyen (B; A, V,",0,1) Boole-algebra. Ekkor tetszbleges a, b, c €

B elemekre teljestilnek a kovetkezdk:

(a) haaNc=0¢ésaVec=1, akkor c=d';

(b) (@) =a;

(c) (and)y =d' Vb és (aVvb) =a AV (De Morgan-azonossdgok).
Bizonyitds. (a) Tegyiik fel, hogy az a,b,c € B elemekre aAc=0ésaVe=1
teljesiil. Ekkor ¢ komplementuma a-nak. Mivel a (B; A, V) hilé disztributiv és
a’ is komplementuma a-nak, ezért ¢ = a’.

(b) Mivel @’ Aa=0¢ésa’ Va=1,ezért (a) szerint a = (a’)’.
(c) Legyenek a és b tetsz6leges elemei B-nek, ekkor

A\ asszoc.

(aND) A (a' VDY) an (DA (@ VY))
B G A((bAD)V (BAY))
=0 A (bAa)
A komm. (a' AD)
A assz0C. (CL A a,) Ab
a/\a:’:() 0’
masrészt

V asszoc.

(andb)yvad)vy
(avad)An(BVa)VY
bva)vy

vkemme vy by v b

2 assz0C. a, V (b V b,)
bV =1

(anb)V (' V)

B (
1s:zt. (
(

a\/a_/:1
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Igy az (a) allitds szerint (a Ab) = o’ V. Az (aVb) = a’ Ab egyenlBség
hasonléan igazolhaté. [l

1.15. Példa. Tetszbleges U nemidires halmazra o (P(U);N,U, ~,0,U) algebra
Boole-algebra.

Az aldbbi tétel Garrett Birkhoff 1937-ben felfedezett tételének véges Boole-
algebrakra vonatkozé véltozata. Az eredeti tétel a véges disztributiv haldkat
jellemzi.

1.16. Tétel (Véges Boole-algebrak reprezenticiététele). Bdrmely véges
B Boole-algebrdhoz létezik olyan A véges halmaz, amelyre

B = (P(A);N,U, 7, 0,A).

1.17. Megjegyzés. Az A halmaz vdlaszthats a (B; A, V) hdld atomjai halmazd-
nak. A bizonyitds egy lényeges lépése annak megmutatdsa, hogy b < ¢ (b,c € B)
esetén van olyan a atom, amelyre a < ¢, a £ b teljesiil.

Legyen A véges halmaz. A H € P(A) halmaz karakterisztikus leképezé-
sének nevezziik a

1, haae€A,

xm: A —{0,1}, X(a):{o haa g A

leképezést. Egyszertien igazolhatd, hogy a
P(A) = {0, 3, H — (xz(a))aca

leképezés izomorfizmus a (P(A);N,U, ~,0,A) és ({0,1}; A, V, "0, 1) Boole-
algebrék kozott.

1.18. Kovetkezmény. Minden véges Boole-algebra izomorf a 2-elemi Boole-
algebra egy véges direkt hatvanydval.
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TESTEK ES BOVITESEIK

A Galois-elmélet egyik fontos része a polinom egyenletek vizsgalata. Miel6tt
belemeriilnénk a részletekbe, elészor néhany egyszeri és — mar bizonyara —
jolismert példat szeretnénk bemutatni.

A polinomok &sszeadédsara és szorozdsara gondolva természetes médon ve-
todik fel, hogy olyan polinomhalmazokkal foglalkozzunk, amelyek egyiitthatoi
valamely R gyfir(ibol valék. Mar a legegyszer{ibb esetben is, amikor R = Z és f
egész egylitthatos els6fokd polinom, nehézségeink tamadhatnak, hiszen példaul
a 2z + 3 = 0 egyenletnek nincs egész megoldasa.

Ha R integritastartomény, akkor a a hanyadostest konstrukcié kindl megol-
dést ezen problémdra. A fenti egyenlet esetében, ha a 2-t és 3-at mint Q-beli
elemeket tekintjiik, akkor az egyenletnek mar lesz megoldasa: z = —2/3 € Q.6

Tekintsiik az 22 — 2z — 1 = 0 egyenletet a racionalis szamtest felett. Teljes-
négyzetté kiegészitve azt kapjuk, hogy egyenletiink ekvivalens az (r — 1)% = 2
egyenlettel. Mivel nincs olyan racondlis r szdm, amelyre 72 = 2 teljesiilne, ezért
egyenletiink nem oldhaté meg a raciondlis szamok korében. Kézenfekvo otlet,
hogy az 22 — 2z — 1 polinomot valés egyiitthatés polinomnak tekintsiik. Ekkor
egyenletiink (r — 1+ v/2)(z — 1 — v/2) = 0 alakban frhaté, és igy van (valds)
megoldasunk: 1+ V2.

A kérdés most mar csak az, hogy Q helyett R-et véve gazdasagosan jartunk-e
el: vajon van-e olyan Q-t tartalmazd R-nél sziitkebb test, amely szintén tartal-
mazza ezeket a megolddsokat. Egyszertien igazolhaté, hogy az a+bv/2 (a,b € Q)
alaki valés szamok H halmaza testet alkot, és Q C H C R.” Ha az 2% — 2z — 1
polinomot H feletti polinomnak tekintjiik, akkor a fentiek azt mondjak e poli-
nomnak van gycke H-ban.

A fentiek az algebra nyelvén a kovetkezOképpen mondhatdk el. Az x? —
2z —1 € Q[z] polinom irreducibilis, de H[z]-beli polinomként tekintve méar nem
irreducibilis, sOt lnedris tényezok szorzatara bonthaté H felett.

A feladatunk most mér egyszerfien mefogalmazhaté: adott f € K[z] (K
test) polinom esetén taldlhaté-e olyan K-t tartalmazo6 L test, hogy f-et L feletti
polinomnak tekintve mar linearis tényezokre bomlik.

2.1 Testbovitések

Legyenek K és L testek. Ha K részteste L-nek, akkor azt mondjuk, hogy L
testbovitése K-nak, és ezt az L : K szimbdlummal jeloljiik.

6Ha R integritdstartomany, akkor az ax + b = c alakii polinomegyenletek mindig megold-
haték Qg-ben (a,b,c € R, a # 0), ahol Qg az R integritastartomény hanyadosteste. Példaul:
Qz =0Q.

"Valéjaban H inkdbb Q-hoz &ll kozelebb, mivel |H| = |Q| < |R|.
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2.1. Tétel. Ha az L test bévitése a K testnek, akkor L vektortér K felett az

@:LxL—L udbv=u+w,
v L— L, ufy=u ()\EK)

mdwveletekkel.

Az 2.1. Tételt fogjuk felhasznalni testbovités fokanak a definidlasdra. Az
L : K testbovités [L: K| foka az L testnek, mint K feletti vektortérnek a
dimenziéja, azaz [L: K| = dimg L. Ha [L: K] < oo, akkor azt mondjuk,
hogy az L : K testbbvités véges (dimenzids), kiilonben L : K végtelen
(dimenzios).

2.2. Példa. A C: R testbdvités 2-foki, mivel C 2-dimenzios vektortér R felett;
az 1,1 € C vektorok bdzist alkotnak. Azonban a C : Q és R : Q testbdvitések
végtelenek, mivel minden Q felett véges dimenzids vektortér megszdmldlhatoan
végtelen.

2.3. Tétel (Fokszamtétel). Legyenek K, L és M olyan testek, amelyekre L :
K, M : L teljestil.

(a) Ha az L : K és M : L testbévitések valamelyike végtelen, akkor M : K is
az.

(b) Ha az L : K és M : L testbbvitések végesek, akkor az M : K testbdvités is
az, €s fenndll az
[M:K]=[M:L]-[L: K|

egyenldség.

Bizonyitds. (a) Az éllitast kontrapoziciéval igazoljuk. Tegytik fel, hogy M : K
véges, [M : K| =n € N. Mivel L altér M-ben, ezért

[L: K] =dimg L < dimg M = n.

Megmutatjuk, hogy [M : L] < n is teljesiil. Legyen pi,...,Hunt+1 tetszOle-
ges vektorrendszer M-ben. Mivel az M vektortér n-dimenzids K felett, és a
U1, int1 vektorok M-beliek, ezért vannak olyan by,...,b,41 K-beli skaléd-
rok, amelyekre (by,...,b,41) # O teljestil és

bipr + -+ bpyiptni1 = 0.

Ez pedig éppen azt bizonyitja, hogy a p1,..., un+1 vektorok linearisan fliggéek
az M (mint L feletti) vektortérben.

(b) Tegyiik fel, hogy az L : K és M : L testb&vitések is végesek, legyen
[L:K]=més[M:Ll=n (m,neN). Valasszunk az L és az M vektortérben
is egy-egy bézist:

A,y A bézis L-ben, mint K feletti vektortérben, (5)
U1y, n bézis M-ben, mint L feletti vektortérben. (6)
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Megmutatjuk, hogy a u;A; (1 <4 < n, 1 < j < m) vektorrendszer bézis M-
ben, mint K feletti vektortérben. Legyen u tetszOleges M-beli vektor. Ekkor
(6) miatt vannak olyan by, ...,b, € L skaldrok, amelyekre

w=0bipur + -+ bnpin

teljesiil. Mivel by,...,b, € L, ezért (5) miatt vannak olyan a;; € K (1 <@ <
n, 1 < j < m) skaldrok, amelyekre

bi=aii M+ Faimin (1<i<n)
teljesiil. fgy

n m

n n m
= me = Z aigAj | pi = ZZ @i j\jhis
=1 1

i=1 \ j= i=1 j=1

azaz a u;A; (1 <i<n, 1<j<m) vektorrendszer generdtorrendszer. Tegyiik
fel, hogy

n m
ZZai,j/\jm =0.
=1 j=1

Ekkor

n m n m
0= ZZ&@J)\j[Li ZZ a¢7j)\j i
i=1 j=1 i=1 \j=1
és (6) miatt Z;n:l a;;A; =0 (1 < i< n). Ekkor (5)-et ismét felhasznélva azt
kapjuk, hogy a;, ; =0 (1 <i<mn, 1 <j<m),azaz a g \; (1 <i<n, 1<j<
m) vektorrendszer linedrisan fliggetlen, igy bézisa az M vektortérnek. Minde-
zeket figyelembevéve azt kapjuk, hogy

[L:K]-[M:Ll=m-n=dimg M = [M : L].
Ezzel az allitast igazoltuk. (|

A 2.3. Tétel allitasa teljes indukciéval egyszertien kiterjesztheté bévitések
egymdésutanjaira is.

2.4. Kovetkezmény. Legyenck K1, ..., K, olyan testek (n € N), amelyekre a
Kiy1 @ K; testbbvitések minden i-re (1 < i < n — 1) végesek. Ekkor a K,, : Ky
testbovités is véges és

[Kn : Kl] = [Kg : Kl][Kn : Kn71]~

2.2 Algebrai és transzcendens elemek

Legyen L a K test testbévitése, és A tetszbleges részhalmaza L-nek. Ekkor
K (A)-val jeloljiik, és a K U A részhalmaz éltal generalt résztestnek nevezziik
az L test K U A részhalmazat tartalmazé legsziikebb résztestét. Azt mondjuk,
hogy a K(A) : K testbévités K-nak az A részhalmaz dltal generalt testbévitése.
Ha A véges részhalmaza L-nek, pl. A = {ai,...,a,}, akkor K(A) helyett
K(ai,...,ap)-et irunk. Azt mondjuk, hogy az L : K testbévités egyszerii, ha
van olyan « € L, amelyre L = K («) teljesiil.
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2.5. Példa. A C : R bévités egyszerd, mivel C = R(i). Az R : Q testbdvités
azonban nem eqyszeri.

Tekintstik a @(\/5, \/ﬁ) : Q testbvitést. Mivel V2 + /3 € @(\/5, \/3), ezért
Q(V2 +3) C Q(v2,V3). Mdsrészt, az

VE= 3 (VB4 -9 (VB4 V),
V3= (V2+V3)— V2

egyenldségek kévetkeztében V2,V3 € Q(v2 + V3), azaz Q(v2,V3) C Q(V2 +
V3). lgy azt kapjuk, hogy Q(v2,v/3) = Q(V2 + V3), azaz a Q(V2,V3) : Q

testbovités egyszert.

2.6. Tétel. Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L : K teljesiil, valamint
legyen aq,...,an € L. Ekkor K(a,...,a,) megegyezik az

{f(oq,...,ozn) cglay,...,an) "t f,g€ K[z, ..., 2], glag,...,an) ;é()}
(7)

halmazzal.
Bizonyitds. Legyen M az L test K U {aq,...,a,} részhalmazdt tartalmazd
legsziikebb részteste. Mivel K U {aq,...,an} C M, ezért tetszbleges [ €
Klzy,...,xp)-re f(aq,...,an) € M, mivel M zirt az

+:LxL— L, (z,y) —x+y,

< LxL— L (x,y)— x-y,

- L><L—>L,(a:,y)»—>a:+(—y)
miiveletek mindegyikére. Ha a g € K[x1,...,2,] polinomra g(aq,...,q,) # 0
teljesiil, akkor f(ay,...,an)-glaq,...,a,)"t € M is teljesiil, mivel M * zart az
L* x L* — L%, (z,y) — x -y~ ! miiveletre. Mindezek utdn elegendd beldtni,
hogy (7) részteste L-nek. Ennek bizonyitdsat a kedves olvaséra bizzuk. O

Tegyiik fel, hogy a K és L testekre L : K teljestl, és legyen o € L. Ekkor az
alabbi allitasok koziil pontosan az egyik teljesiil:

e Van olyan f € KJz]\ {0} polinom, amelynek « gyoke, azaz f(a) = 0;
ekkor azt mondjuk, hogy a algebrai elem a K test felett.

e Nincs olyan f € K[z]\ {0} polinom, amelynek o gyoke. Ebben az esetben
azt mondjuk, hogy « transzcendens elem a K test felett.

Annak eldontésére, hogy melyik allitas teljesiil az
ea: Klz] = K(a), f— f(a)
leképezést hivhatjuk segitségiil, amint azt a kovetkezo tétel mutatja.

2.7. Tétel. Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L : K teljesiil, valamint
legyen oo € L. Ekkor az aldbbi két dllitds kézil pontosan az egyik teljestl.
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(a) Az e, leképezés injektiv homomorfizmus, és €q-t kiterjesztve K[x] hdnya-
dostestére, a kapott
Ea: K(z) = K(a)
leképezés izomorfizmus. Ekkor a K(a) : K testbdvités végtelen, és az «
elem transzcendens K felett.

(b) Azeq leképezés homomorfizmus, amely nem injektiv, igy magja ker (e,,) #
{0}. Ekkor ker (eq) = (ma, i) teljesil valamely egyértelmiten meghatdro-
zott my, i € K[x] irreducibilis fépolinomra, és az

Ea: Klz]/(ma,x) — K ()

homomorfizmus izomorfizmus. Ekkor K(«) : K véges, és az o elem algeb-
rai K felett.

Bizonyitds. (a) Tegylik fel, hogy az e, leképezés injekt{iv homomorfizmus. Ekkor
f(a) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha f = 0, igy az « elem transzcendens K felett
és a K(a) : K testb6vités végtelen. Az e, leképezés kiterjeszthetdsége kordbbi
tételbdl kovetkezik,® a sziirjektivitds pedig abbél, hogy K U{a} generdlja K (a)-
at.

(b) Tegyiik fel, hogy az e, leképezés nem injektiv homomorfizmus. Ekkor
ker (e4) idedl a K[z] polinomgyfirtiben, ami f6idedlgy(ir(i, mivel K test. Ezért
van olyan f € Klx] polinom, amelyre ker (e,) = (f) teljesiil. Legyen mq x =
a"lf, ahol a € K \ {0} az f polinom féegyiitthatéja. Mivel f ~ a1 f, ezért
ker (eq) = (f) = (Mma,x). Tegyiik fel, hogy mq, x nem irreducibilis, azaz vannak
olyan g,h € K][z] polinomok, amelyekre mqa x = gh és 1 < g*,h* < m},
teljeslil. Ekkor g,h & (mq k), de g(a) = 0 vagy h(a) = 0, ellentmondas.
fgy azt kaptuk, hogy mq, x valéban irreducibilis f6polinom, amelynek gydke a.
Ekkor K(«) : K véges testbévités, és az « elem algebrai K felett. Egyszeriien
ellenorizheto, hogy a

K[z]/(ma,x) = K(), p+ (ma,x) — p(e)
leképezés izomorfizmus. O

Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L : K teljesiil, valamint @ € L
algebrai elem K felett. Ekkor az 2.7. Tétel (b) részében kapott mq g polinomot
az « elem (K feletti) minimdalpolinomjanak nevezziik. Az « algebrai elem
foka minimélpolinomjanak a foka, amit grx (a)-val jeloliink.

2.8. Példa. (a) Legyen a = v/2. Ekkor a gydke az x* — 2 € Q[z] polinom-
nak. Mivel az z* — 2 fépolinom irreducibilis Q felett, ezért ma.qg = z* —2. A
Q(V/2) test felett azonban az x* — 2 polinom mdr nem irreducibilis, irreducibilis

felbontdsa Q(v/2)[x]-ben:
2t —2= (22 —V2) (2> +V2).

Ezért Mo Q(v3) = 2 — /2.

(b) Tekintsiik az R : Q testb&vitést. Legyen a =2+ V3 + V5. Ekkor
Ma,g = 2% — 4025 4 35221 — 96022 + 576. Igy az a elem 8-adfoku Q felett, azaz
gro(a) =m}, o =8.

8Tétel. Legyen D legaldbb kételemii integritdstartomany és K test. Ekkor barmely
¢: D — K injektiv (gylirll) homomorfizmus egyértelmiien kiterjesztheté egy Qp — K in-
jektiv homomorfizmussa.
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2.9. Tétel. Legyen L : K testbbvités, és a € L algebrai elem K felett. Ekkor
tetszdleges g € Klz]|, g # 0 polinomra g(a) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha
Mok | g (K[z]-ben).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ma,x | g. Ekkor g = mq, x - h teljesiil alkalmas
h € K[z] polinomra. Igy g(a) = ma. x(a) - h(e) = 0.

Tegyiik fel, hogy g(a) = 0. Ekkor g € ker (e4) = (mq,x) miatt ma x | g.
Ezzel a tételt igazoltuk. O

2.10. Tétel. Legyen L : K testbovités, és a € L. Ekkor az a elem pontosan
akkor algebrai K felett, ha [K(«) : K| < co. Ha « algebrai elem K felett, akkor

[K(a) : K] = gri(a).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a K () : K testbévités véges, azaz [K(«) : K] =n
teljesiil valamely n természetes szamra. Az 1, q,...,a" € K(«) vektorok line-
arisan fiiggd vektorrendszert alkotnak, mivel szdmuk n + 1 > dimg K(a) = n.
fgy vannak olyan ay, . .., a, € K skalarok, amelyek nem mind 0-dk és amelyekre
ana™ + -+ aja+ ag = 0 teljesil. Ekkor o gyéke az f = an,x™ + -+ a1z + ag
polinomnak. Mivel f # 0, ezért « algebrai elem K felett.

Tegyiik fel, hogy « algebrai elem K felett. Ekkor az
ot Klz]/(ma.x) = K(), [+ (mak)— f(a)

homomorfizmus izomorfizmus. Mivel tetsz6leges f € K[z] polinomhoz pontosan
egy olyan h € Klz], h* < (mq,k)* polinom van, amelyre f + (mq k) = h +
(ma, i), ezért K (o) tetsz6leges eleme egyértelmiien irhaté fel h(a) alakban, ahol
h* < (ma,x)*. Ez pedig azt jelenti, hogy a K (a) (mint K feletti) vektortérnek
bézisa az 1,q,...,a" ! vektorrendszer, ahol n = (mq k)*. Azaz [K(a): K]
véges és [K(a) : K] = gri (o). O

2.11. Tétel. Ha L : K véges testbovités és o € L, akkor o algebrai elem K
felett, és gri (o) osztdja [L : K|-nak.

Bizonyitds. A Fokszamtételt (2.3. Tételt) alkalmazva a K(a) : K, L : K(«)
és L : K testb6vitésekre azt kapjuk, hogy a K(«a) : K testb&vités véges, igy a
2.10. Tétel szerint « algebrai elem K felett, valamint

[L:K|=[L: K(a)] - [K(a): K]=[L: K(a)]-grx(a),
azaz gri (@) | [L: K]. O

2.12. Tétel. Legyen L : K tetszileges testbovités, és o € L algebrai elem K
felett, valamint legyen k € N. Ha a B € L elemre % = « teljesiil, akkor (3 is
algebrai elem K felett, és gri(8) < k- grr(a).

Bizonyitds. Legyen ma x = Y p_oax’ € Klz], és legyen f = >} awx
Ekkor f(8) =0, és igy a 2.9. Tétel szerint mp k | f. Azaz mj o < f*=k-n=
k-my =k gri(a) O

2.13. Tétel. Legyenek L : K és M : L tetszdleges testbovitések, valamint legyen
a € M algebrai elem K felett. Ekkor o algebrai elem L felett is, és gri(a) <

gri(a).
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Bizonyitds. Mivel mq x € K[z] C Lix], ezért az &llitds nyilvdnvaléan teljesiil.
O

2.14. Tétel. Legyenek K és L olyan testek, amelyekre L : K teljesil, valamint
legyen o, B € L. FEkkor

K(a)(8) = K(8)(e) = K(a, B).

Bizonyitds. Mivel o, 8 € K(a)(8), ezért K(a, ) C K(«a)(8). A forditott ird-
nyu tartalmazds igazoldsdhoz vélasszunk egy tetszéleges v elemet K (a)(5)-bdl.
Ekkor az 2.6. Tétel szerint

v=f(B)-9(8)",

ahol f, g € K(a)lz] é g(B) # 0, 6s gy f(5),9(8) € K (a, §) miatt 5 € K (a, 5).
Ezzel igazoltuk, hogy K(a)(8) C K(a,3). Aminek kovetkeztében megkapjuk
a hén ahitott K(a)(8) = K(a,3) egyenléséget. Az o és [ elemek szerepének
felcserélésével a masik egyenléséget is megkaphatjuk. O

2.15. Tétel. Legyen L : K tetszdleges testbdvités, és o, B € L algebrai elemek
K felett. Ekkor a £ 3, af3, valamint 3 # 0 esetén a - B~ is algebrai elemek K
felett, melyek foka legfeljebb gri () - grx (5).

2.16. Kovetkezmény. Legyen L : K tetszéleges testbévités. Ekkor az L test
K felett algebrai elemei L eqy résztestét alkotjik.

Az 2.15. Tétel a tobb hatarozatlanrendszerre nézve szimmetrikus polinomok
alaptételének segitségével egyszertien igazolhaté.® A bizonyitast nem végezziik
el, de az otletet egy példan bemutatjuk.

2.17. Példa. Legyen oy = /2 +1 és 31 = /3. Ekkor legyen

f:mal,Q:azz—Za:—l,

g:mBhQ:xB_?"

Az f polinom mdsik gyoke ao = 1 — /2, illetve a g polinom mdsik két gyoke

9Legyen R tetszOleges egységelemes gytirti, f € R[x1,...,%Tm,¥Y1,---,yn] (m,n € N). Azt
mondjuk, hogy az f polinom szimmetrikus az x1,...,Zm és y1,...,Yyn hatdrozatlanrendsze-
rekre, ha tetszéleges o € Si,, 0 € Sn permutacidkra

f:f(xlay"wxmavyl,@w"vynﬁ)'

teljesiil. Legyenek a,gl) (k = 1,...,m), illetve 01(2) (I =1,...,n) az elemi szimmetrikus
polinomok az x1,...,Tm, illetve y1, ..., yn hatdrozatlanrendszerekre vonatkozdan.

Tétel. Ha az f € R[z1,...,Zm,Y1,--.,Yn] polinom szimmetrikus az Ti,...,Tm €S Y1,...,Yn
hatdrozatlanrendszerekre vonatkozdan, akkor van olyan h € R[x1,...,Tm €S y1,...,Yyn] poli-

51)7'“70571)7052)7'~'7U’£L2))‘

nom, hogy f = h(c
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By = ——— +i—— és f3 = ——— — i——. Legyen

Mo +p1 = H (33‘ — 05 — 615);

1<5<2, 1<t<3

Map = || (@—asBy),

1<s<2, 1<t<3
Moym = | (@—as/B).
1<s<2, 1<t<3

Ekkor

Moyt = 2° — 62° + 92 — 22° + 922 — 60z + 50 € Q[z],
My, = 2% — 422° — 9 € Q[z],
14 1
M, /g, = x8 — ?a:?’ -5 € Q[z].
és az aq + P, a1, a1/B1 szamok rendre gydkei az Ma,+8,, Mayp:, Ma, /6y
polinomoknak, azaz mindegyik legfeljebb 6-odfoku algebrai elem Q felett.

Tekintsiik az L : K testbévitést, és legyenek «, 5 € L algebrai elemek K
felett. Azt mondjuk, hogy az « és (3 elemek konjugéaltak, ha mqy x = mg k.

Péld4ul a v/2 és —v/2 valés szdmok konjugéltak Q felett, mivel minimélpo-
linomjuk megegyezik (m 5 =m_ 5o = 2> —2).

Most pedig vizsgaljuk meg, hogy hogyan lehet a minimélpolinomot toértek
gyoOktelenitésére felhasznalni. Legyenek «, 5 € C algebrai elemek Q felett, ahol

B # 0. Tekintsiik az % tortet. Legyenek mg g gyokei (multiplicitdssal): § =

b1, 082, ..., 0n, ahol n = (mgq)*. Ekkor {f1,...,0,} éppen (3 konjugdltjainak
halmaza. Mivel 3; - - - 3, éppen mg g konstans tagja, ezért raciondlis szdm. Igy

az
a _afy--- B

B BB

tort nevezdje mar racionalis szam.
Legyen a =1 és 8 = v/2 + v/5. Ekkor # minimélpolinomja Q felett mgq =
2% — 62* — 1023 + 1222 — 60z + 17, melynek gyokei:

B =V2+ V5,
522—\/5—1—\3/5,

By = V3 35— LivaYS,
b= V3 5+ VY5,
B = V3~ 35— i3V,
o = V3~ 55 + 5iVBY5.

fgy B1--- G = 17,
B Bg = —2V2V52 + 10 — 5v2/5 + 5V/52 — 4v/2 + 4/5.
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és

a  —2v2V52+10-5v2V5 +5V5% — 42+ 45
6 17 '
A fenti példa mutatja, hogy a médszer csak elvileg egyszerii.
Maple-ben mindezt a factor vagy rationalize utasitdssal érhetjiik el:
restart:
alpha:=1: beta:=sqrt(2)+root[3](5):
> factor(alpha/beta);

552/3)  2,/252/3)  551/3)/2 451/3) 10 42
- — +

vV Vv

17 17 17 TN A v
> rationalize(a/f);
(50/3) — \/2)(4 4 25(2/3) 4 5501/3)
17

A z komplex szamot algebrai szamnak nevezziik, ha z algebrai Q felett.
A 2.16. Tétel szerint az algebrai szdmok a komplex szamtest egy résztestét
alkotjak, melyet A-val jeloltink.
Az aldbbiakban az R : Q bovités transzcendens elemeinek torténetét tekint-
jiik &t roviden.
e 1844 Joseph Liouville!” megmutatja, hogy bizonyos valés szdmok, ame-
lyeket ma Liouville-szdémoknak neveziink, transzcendensek Q felett. Ilyen
szdm, példdul a " ° | ohr Gsszeg értéke.

e 1873 Charles Hermite!'! megmutatja, hogy az e szam transzcendens.

e 1874 George Cantor'? bebizonyitja, hogy azon valés szamok halmaza-
nak szamossaga, amelyek algebraiak Q felett megszamlalhatéan végtelen.
Mivel a valés szdmok halmaza nem megszamlalhaté, ezért a valds szamok
tobbsége transzcendens Q felett.

e 1882 Ferdinand Lindemann'? igazolja, hogy a 7 szdm transzcendens Q
felett.

e 1934 A. O. Gelfond!* igazolja, hogy ha «, 3 € R olyan algebrai elemek
Q felett, amelyekre o # 0,1 és 3 ¢ Q teljesiil, akkor az o valés szam
transzcendens Q felett. Toéle fliiggetlentil 1935-ben Theodor Schneider is
igazolja ugyanezt a tételt, amely igy Gelfond—Schneder-tételként vonul be
a matematikatorténetbe. (Példdul a 2V2 valds szdm —az tn. Gelfond—
Schneider konstans— transzcendens Q felett.)

10 Joseph Liuville francia matematikus (1809. marcius 24., Saint-Omer — 1882. szeptember
8., Périzs). A matematika szdmos teriiletén alkotott. Erdemes megjegyezni, hogy 1846-ban
Liuville publikélta elészor Evariste Galois kéziratat, haldla utdn 14 évvel.

1 Charles Hermite francia matematikus (1822. december 24., Dieuze — 1901. januar 14.,
Périzs)

2George Ferdinand Ludwig Cantor német matematikus (1845. marcius 3., Szentpétervar
—1918. januér 6., Halle)

BFerdinand von Lindemann német matematikus (1852. &prilis 12., Hannover — 1939.
maércius 1., Miinchen) A Hermite altal kifejlesztett médszerekre alapozva bizonyitotta a 7 valds
szdm transzcendens voltét, ezen eredményét 1882-ben az Uber die Zahl 7 cikkben publikélta.

14 Alexander Osipovich Gelfond orosz matematikus (1906. oktéber 24., Szentpétervar —
1968. november 7., Moszkva)
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Azt eldonteni, hogy egy adott valés szdm transzcendens-e, altaldban nagyon
bonyolult, amint azt a kdvetkez6 problémak is mutatjak.

e Igaz-e, hogy e 4+ 7 transzcendens Q felett?

e Igaz-e, hogy ay = lim, oo (Y p_; + — Inn) ~ 0.577215664901 transzcen-
dens Q felett?

oo

e Igaz-e, hogy ((3 Z transzcendens Q felett? Roger Apéry'® 1978-

ban bizonyitotta be, ﬁogy ¢(3) irracionalis.

2.3 Algebrai testbovitések

Azt mondjuk, hogy az L : K testbivités algebrai testbévités, ha L minden
eleme algebrai K felett.

2.18. Tétel. Legyen L : K tetszdleges testbovités. Ekkor a kovetkezdk ekviva-
lensek:

(1) [L: K] < o5
(2) az L: K bdvités algebrai, és L végesen generdlt K felett;
(3) L=K(a1,...,ay), ahol ay,...,a, € L algebrai elemek K felett.

Bizonyitds. (1) = (2): legyen [L: K| =n, és aq,...,a, € L az L vektortér
béazisa. Ekkor L = [ay, ..., a,] miatt L = K(a1,...,an), azaz L végesen gene-
ralt. Legyen a az L test tetsz6leges eleme. Ekkor a 2.3. Tétel szerint a K («) : K
testbovités végesfok, igy a 2.10. Tétel kovetkeztében « algebrai elem K felett.
Ezért az L : K testbovités algebrai.

(2) = (3): Az allitds trividlisan teljestil.

(3) = (1): Definidljuk az Lo (1 < i < n) testeseket a kovetkez8képpen:

Lo =K, Li=Li—1(0) (1<i<n).

Mivel «; € L algebrai elem K felett, ezért a; algebrai elem L;_q felett is, igy a
2.10. Tétel szerint

[Ll : Lifl] = [Li,l(ai) : Lifl] < 0.

Ekkor az 2.4. Kovetkezményt alkalmazva azt kapjuk, hogy
[L:K]=[Ly: Lol = [[ L : Li-1] < 0.
=1

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. O

2.19. Kovetkezmény. Ha o € L az L : K bévités algebrai eleme, akkor a
K(a) : K bévités algebrai.

5Roger Apéry francia matematikus (1916. november 14., Rouen — 1994. december 18.,
Caen)
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2.20. Kovetkezmény. Legyen L : K testbdvités, és S C L. Ha S minden
eleme algebrai K felett, akkor a K(S): K bévités algebrai.

Bizonyitds. Legyen « tetszileges eleme a K (S) testnek. Ekkor van olyan véges
S’ részhalmaza S-nek, amelyre o € K (S”) teljesiil. Ekkor a 2.18. Tétel szerint a
K (S’) bovités algebrai, {gy « is algebrai elem K felett. Azaz a K(S) : K bévités
algebrai. O

2.21. Tétel. Ha az M : L és L : K testbvitések algebraiak, akkor az M : K
bévités is algebrai.

Bizonyitds. Legyen « tetszOleges eleme M-nek. Mivel az M : L bévités algeb-
rai, ezért « algebrai elem L felett. Legyen mq,p = >, o Az’. Definidljuk a
Ko, ..., K, testeket a kovetkez6 modon:

Ky =K, Ki=K;_1(N) (I1<i<n).

Mivel \; algebrai elem K felett, ezért a K; : K;_1 b6vitések végesek (1 < i < n).
Igy a 2.4. Kovetkezmény szerint a K., : K bévités is véges. Tekintsiik a K, (a) :
K bévitést. Mivel « algebrai elem K, felett (f € K,[z]), ezért K, (o) : K,
véges. fgy ismét a Fokszamtételt alkalmazva, azt kapjuk, hogy

[Kn(a): K] = [Ku(a): K] [K, : K] < oo,
azaz o a K test felett is algebrai elem. O

2.22. Tétel. Legyen L : K algebrai bévités, és legyen 7: L — L olyan injektiv
homomorfizmus, amelyre T(a) = a teljesil minden a € K-ra. Ekkor T izomor-
fizmus.

Bizonyitds. Mivel 7 homomorfizmus, ezért 7(0) = 0. Legyen a # 0 tetszdleges
eleme L-nek, és legyen R az mq,x polinom L-beli gyokeinek halmaza. Ekkor
tetsz6leges B € R-re

Ma, i (T(B)) = 7(Ma,x(B)) = 7(0) =0,

azaz 7(R) C R. Mivel 7 injektiv és R véges, ezért 7(R) = R. Igy van olyan
B € R, amelyre 7(8) = « teljesiil. Azaz 7 sziirjektiv is. O
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POLINOMOK IRREDUCIBILITASA

3.1 Irreducibilis polinomok

3.1. Tétel (L. Kronecker). Tetszdleges egész egyiitthatds polinom véges sok
lépésben felbonthato Z felett irreducibilis polinomok szorzatdra.

Kronecker!'® tételét nem bizonyitjuk, de az aldbbi példa segitségével a bizo-
nyitas és az algoritmus is kénnyen kitaldlhaté.

3.2. Példa. Legyen f = 2 — 2* + 823 + 122 + 16. Ha f nem irreducibilis
Z[z]-ben, akkor vannak olyan g,h € Z[z] polinomok, amelyekre f = gh teljesiil
és 1 < g* < h* <4. Ekkor természetesen g* < 2 is teljesil, azaz f-nek legfeljebb
mdsodfoki osztoja is van. Rogzitsik az ay = —1, ag = 0 és ag = 1 értékeket.
Mivel f(ar) = g(ar)h(ar), ezért g(ax) | f(ax) teljesil minden k-ra (k =1,2,3),
azaz g(—1) | f(=1) = =6, g(0) | f(0) =16 és g(1) | f(1) = 36. Igy

g(=1) € {6, +3,+2, 1},
g(0) € {£16,+8, +4,+2, +1},
g(1) € {£36,+18, £12, +9, £6, +4, +3, +2, +1},

azaz a (g(—1),9(0),g(1)) € Z*> hdrmasokra csak véges sok lehetéség van. Mivel
g legfeljebb mdsodfoki, ezért Lagrange'™ interpoldcids tétele'® szerint hdrom kii-
l6nboz6 helyen felvett értéke mdr meghatdrozza (mint Q — Q leképezést).

1. eset: g(—1) = =3, g(0) = —4 és g(1) = —9. Ekkor g = —22%> -3z —4 € Z[z],
degtf.

' 3 7
17. eset: g(—1) = —6, g(0) = —4 és g(1) = 1. Ekkor g = 5!E2 + 2%~ 4 ¢ 7z,
igy g | [ biztosan nem teljestilhet.

571. eset: g(—=1) =1, g(0) = —4 és g(1) = —9. Ekkor g = —5x — 4 € Zlx], de
g | f nem teljesil.

16L,eopold Kronecker német matematikus (1823. december 7., Liegnitz — 1891. december
29., Berlin) ,,Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.”,
azaz ,Isten teremtette az egész szamokat; minden egyéb az ember miive.”

17(gréf) Joseph-Luis Lagrange olasz sziiletésti francia matematikus (1736. januar 25.,
Toriné — 1813. 4prilis 10, P4rizs), eredeti olasz neve Giuseppe Luigi Lagrangia.

18Lagrange interpolaciés tétele. Legyen K szimtest, n természetes szdm, valamint
at,...,an+1 paronként kiillonb6zoé és by, ..., bn41 tetszbleges K-beli elemek. Ekkor pontosan
egy olyan legfeljebb n-edfoku K feletti f polinom létezik, amelyre f(aj) = by, teljesiil minden
kra(1<k<n+1).
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1440. eset: g(—1) =6, g(0) = 4 és g(1) = 4. Ekkor g = 2*> —x + 4 € Z[x] és
végre g | f is teljesiil: f = (2% —x +4)(2® + 4o + 4).
Most mar csak azt kell meguizsgdlni, hogy a kapott polinomok tovibb bonthatdk-e.

Legyen D integritastartomany'®, valamint f = anz™ + --- + a1z + ap €
Dix] tetsz6leges polinom. Azt mondjuk, hogy az f polinom primitiv, ha az
ag, ..., a0, egyiitthaték relativ primek. Nagyon érdekes az aldbbi Gauss-t612°
szarmazo tétel.

3.3. Tétel (C. F. Gauss). Legyen f legaldbb elséfoki, egész egyiitthatds pri-
mitiv polinom. Az f polinom akkor és csak akkor irreducibilis Z. felett, ha irre-
ducibilis Q felett.

3.2 A Schonemann—Eisenstein-féle kritérium

Polinomok irreducibilitdsdnak vizsgilata nehezen képzelhetd el Schénemann?!
és Eisenstein?? alabbi tétele nélkiil.

3.4. Tétel (Schonemann—Eisenstein-tétel). Legyen
f=anz" + -+ a1z + ao € Z[x]

legaldbb elséfoki primitiv polinom. Ha lélezik olyan p primszam, amelyre p |
ao, ... an_1, de pta, ésp*1ag, akkor f irreducibilis 7. felett.

Szdmos esetben jol alkalmazhaté tesztet kapunk, ha nem csak az f polino-
mot, de annak az , eltoltjait” is vizsgaljuk. Legyen f = a,z" +---+a1x+ag €
Z]z]. Ekkor tetsz6leges s egész szémra az f_s = an(z—s)"+---+a1(x—s)+ag
polinomot az f polinom s-eltoltjanak nevezziik.

3.5. Tétel. Legyen f = apx™ + -+ + a1z + ag € Zlx], és s € Z. Ekkor az f
polinom pontosan akkor irreducibilis Z. felett, ha f_s az.

Tekintsiik az f = x® — T2t + 2423 — 4222 + 392 — 25 € Z[z] polinomot.
Erre a polinomra nem alkalmazhaté a Schénemann—Eisenstein-tétel. Tekintsiik
azonban az

fori=(@+1)° =T+ 1)* +24(x +1)* =42z + 1) +39(z + 1) — 25
= 2% — 22* +62° — 222 + 42 — 10

polinomot. Ez a polinom primitiv, és a Schénemann—Eisenstein-tételt a p = 2
valasztéssal alkalmazva kapjuk, hogy irreducibilis. fgy a 3.5. Tétel szerint az f
polinom is irreducibilis. A megfelel6 eltolt megtaldldsa azonban nem egyszerii
feladat, s6t nem is létezik megfelel6 eltolt.

A 3.4. Tétel altalanosabban is megfogalmazhatd, amint azt az aldbbi tétel
mutatja.

19Azaz D kommutativ, egységelemes és zérusosztémentes.

20Carl Friedrich Gauss német matematikus (1777. &prilis 30., Braunschweig — 1855. februsr
23., Gottingen) A matematikusok ,, fejedelme”.

21T. Schénemann (1812-1868) brandenburgi gimnaziumi tanir volt.

22Ferdinand Gotthold Max Eisenstein német matematikus (1823. &prilis 16., Berlin —
1852. oktéber 11., Berlin)
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3.6. Tétel. Legyen D integritdstartomdny és
f=anz" + -+ a1+ ap € D[z]

legaldbb elséfoki primitiv polinom. Ha létezik olyan p € D primelem, amelyre
plao,...,an—1, de pta, és p*1{ao, akkor f irreducibilis D[x]-ben.

3.3 Egyéb tesztek az irreducibilitas eldontésére

Michael Rolle®? aldbbi tétele szerint egy egész egyiitthatés polinom raciondlis
gyokeit mindig megtaldkhatjuk véges sok 1épésben.

3.7. Tétel (Rolle-tétel). Legyen f = > _,ara”® € Zz] tetszbleges polinom.

Ha L € Q tort, ahol Ink.o.(p,q) = 1, gyoke f-nek, akkor q | a, és p | ap.
q

Tovdbbd bdrmely m egész szdmra p+mq | f(—m) is teljesiil.

3.8. Kovetkezmény. (a) Az f € Z[x] polinom raciondlis gyokei véges sok lé-

pésben megtaldlhatok.

(b) Ha az f € Z[z] polinom fbegyiitthatdja 1, akkor f minden raciondlis gyoke
€gész szdm.

3.9. Tétel. Legyen K test, és f € K[z] mdsod- vagy harmadfoki polinom.
Ekkor f pontosan akkor irreducibilis K felett, ha nincs gyoke K-ban.

3.10. Tétel. Legyen f = ana™ +---+ai1z+ag olyan egész egyiitthatds primitiv
polinom. Legyen p olyan primszdm, amely nem osztja an-et. Ha f = ap,x™ +
<+ aix + Qg € Zypx] irreducibilis Z, felett, akkor f irreducibilis Z felett.

23Michael Rolle (1652. &prilis 21., Ambert, Bass-Auvergne, Franciaorszag — 1719. novem-
ber 8., Pdrizs) francia matematikus. Nevét elsésorban az analizisbeli Rolle-tétel drizte meg,
de azt is meg kell jegyezni, hogy Rolle vezette be az ¥/z jelolést is.
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POLINOMOK FELBONTASI TESTE

Ezen fejezet célja annak megmutatdsa, hogy tetszéleges K test feletti f
polinom esetén van olyan L testb&vitése K-nak, amely felett méar f elséfoku po-
linomok szorzatara bonthatd. Megmutatjuk, hogy az ilyen tulajdonsigu testek
lényegében egyértelmiiek.

4.1 Polinomok felbontasi teste

Legyen K test, és f € K[x] tetsz6leges polinom. Azt mondjuk, hogy a K test L
boévitése felbontasi teste f-nek K felett, ha f els6foku tényezdk szorzatara
bonthaté L felett, azaz vannak olyan aq, ..., a, € L és XA € K elemek, amelyekre

f=AMz—a1)--(z - ar)

teljesiil L[z]-ben, és L = K(ay,...,q).

Legyen K() = K és K1 = K(oq,...,ozi) (Z = 1,...,’/‘). Ekkor a Ki+1 : Ki
testbévitések minden i € {1,...,r — 1}-re végesek (legfeljebb n-edfokiiak), igy
a K, : Ko=L:K testb6vités is véges. Azaz, ha L felbontdsi teste az f € K|[z]
polinomnak a K test felett, akkor az L : K testb6vités véges algebrai bovités.

A kovetkezo tétel pedig éppen az éllitja, hogy a felbontdsi test mindig 1éte-
zik.?4

4.1. Tétel. Legyen K test, és [ n-edfoki (n € N) polinom K felett. Ekkor f-
nek van felbontdsi teste K felett, és az f polinom tetszdleges K feletti L felbontdsi
testére [L : K| < n! teljesiil.

Bizonyitds. Az allitast az f polinom fokszdma szerinti indukciéval bizonyitjuk.
Ha f* < 1, akkor az allitas nyilvanvaléan teljesiil. Tegyiik fel, hogy az allitds
igaz tetszbleges K testre és tetszleges K feletti legfeljebb (n — 1)-edfoki poli-
nomra. Legyen f egy n-edfoku polinom. A tovabbiakban a bizonyitas két esetre
bomlik aszerint, hogy f reducibilis vagy irreducibilis K felett.

1. eset. Ha f reducibilis K[z]-ben, akkor f = gh teljesiil valamely g, h €
K|[z] polinomokra, ahol 1 < ¢* = s, h* =t < n—1. Az indukciés feltevés szerint
van a K testnek egy olyan L boOvitése, amely felbontasi teste az g polinomnak
és [L : K] < s!. Ekkor

g=Mz—a)-(z— ),

ahol a,...,as € L, A€ K és L = K(oy,...,as). Tekintsiik a h € K[z] C L[x]
polinomot. Szintén az indukciés feltevés szerint van az L testnek egy olyan M

24 Amennyiben K szdmtest, azaz K < C, akkor a felbontdsi test létezése kovetkezik az
Algebra Alaptételéb8l. Ha f € KJz], akkor az Algebra Alaptétele szerint f-nek (multipli-
citdssal szdmolva) pontosan f* darab gyoke van C-ben, ha f gyokei ai,...,an € C, akkor
K(ai,...,an) < C felbontési teste az f polinomnak a K test felett.

Az Algebra Alaptétele azt allitja, hogy tetszbleges f € Clz] polinomnak van komplex gyoke.
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bévitése, amely felbontési teste a h polinomnak az L test felett és [M : L] < ¢
Ekkor

h=p(z—p)--(x = B),
ahol B1,...,0:. € M, pe L és M = L(B4,...,0:). Ekkor

f=gh=uz —ar)---(z —as)(z = fr) - (z = B)

miatt Ay € K, tovdbbd M = K (o, ...,as,01,...,0t), azaz M felbontési teste
f-nek K felett. Valamint, a Fokszamtétel (2.3. Tétel) miatt az

[M:K]=[M:L|-[L:K]<tls!<(s+t)! <n!

egyenl6tlenség is teljestl.

2. eset. Ha f irreducibilis K felett, akkor tekintsiik a K test L = K[z]/(f)
bévitését. Tudjuk, hogy o = x+ (f) € L gydke f-nek, L = K(a) és[L : K| = n.
A Bézout-tétel szerint f = (x — a)h teljesiil valamely (n — 1)-edfokd h € L[z]
polinomra. Alkalmazzuk az indukciés feltevést h-ra: az L testnek van egy olyan
M testbévitése, mely felbontdsi teste h-nak L felett és [M : L] < (n—1)!. Ekkor

h=plx—751) (2= Bn-1),

ahol B1,...,8, 1 €M, u€ L és M = L(B,...,B,_1). Ezért azt kapjuk, hogy

f=n@—a)(@—PF1) - (z = Pu)

miatt p € K, tovdbbd M = L(B4,...,0n-1) = K(a,p1,...,0n-1), azaz M
felbontdsi teste f-nek K felett. Végiil a Fokszamtétel kovetkeztében

M:K|=[M:L-[L:K]|<(n—1)!-n=nl

is teljestil.
Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. O

4.2. Példa. Legyen f = x* + 22% + 2 € Q[z] polinomot. Az f polinom a
Schinemann—FEisenstein-tétel kivetkeztében irreducibilis Q felett. Az f polinom
gyokei C-ben:
po+ vif3,
—2 422 2422
ahol o = %V—’ 8 = %f

felbontasi teste

és p,v € {—1,1}. Igy az f polinom

L:Q(Oz—i—zﬁ,a—zﬁ,—a—i—zﬁ,—a—lﬂ)
= Q(a, B,19).

Sét, az is igaz, hogy L = Q(a + 7).

4.2 Injektiv homomorfizmusok kiterjesztése

Most pedig azt mutatjuk meg, hogy a felbontdsi test lényegében egyértelmi,
azaz ha L és L' is felbontds teste az f € KJ[z] polinomnak, akkor van olyan
L — L' izomorfizmus, amely K elemeit fixen hagyja.
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Legyenek Kj és K testek, valamint n: K1 — Ky izomorfizmus. Tetsz6leges
f=>"a;z" € Kq[z] polinomra legyen

n

n(f) = (an)z’ € Kola].
i=0
Egyszertiien igazolhatd, hogy a Kilz] — Ka[z], f — n(f) leképezés izomorfiz-
mus.

4.3. Tétel. Legyenek K, K' testek, n: K — K' izomorfizmus, és f € K[z] egy
n-edfoki polinom (n > 1). Legyenek tovdbbd rendre L, illetve L' az f, illetve n¢
polinomok felbontdsi testei a K, illetve K' testek felett. Ekkor n kiterjeszthetd
egy L — L' izomorfizmussd. Tovdbbd, az n izomorfizmust legfeljebb [L : K]
féleképpen tudjuk kiterjeszteni; a kiterjesztések szama pontosan [L : K], ha n(f)
gyokei pdronként kilonbozéek L' -ben.

Ui

K———K'

Pl dhe=n 0

5. abra: Az n izomorfizmus kiterjesztése izomorfizmussa.

A 4.3. Tétel bizonyitdsahoz az aldbbi lemmat fogjuk felhasznélni.

4.4. Lemma (Kiterjesztési Lemma). Legyenek K és K' testek, n: K — K’
izomorfizmus, amelyekre L : K, L' : K’ teljesil. Tegyiik fel, hogy az o € L
elem algebrai K felett, és legyen f = mq x € K[z]. Ekkor n pontosan akkor
terjeszthetd ki egy ©¥: K(a) — L' injektév homomorfizmussd, ha n(f)-nek van
gyoke L'-ben, és ebben az esetben n-t annyiféleképpen tudjuk kiterjeszteni ahdny
gyoke van n(f)-nek L’ -ben.

6. abra: Az n izomorfizmus kiterjesztése injektiv homomorfizmussa.

A 4.4. Lemma bizonyitdsa. Tegyik fel, hogy ¥: K(a) — L injektiv homomor-
fizmus, amely kiterjesztése n-nak. Ekkor

n(f) () = I(f()) = 9(0) = 0,
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azaz ¥(a) € L' gyoke n(f)-nek.
Tegyiik fel, hogy w € L’ gyoke n(f)-nek. Tekintsiik a

k: Klz] — L', h— n(h)(w)

homomorfizmust. Mivel &(f) = n(f)(w) = 0, ezért (f) C ker(k), és igy k
indukal egy

Klz]/(f) = L', b+ (f) = n(h)(w)

homomorfizmust. Mivel K[z]/(f) test (f irreducibilis), ezért & injektiv homo-
morfizmus. Legyen

9 =Fo ()" K(a) = L', h(a) = n(h)(w).
Ekkor ¢ injektiv homomorfizmus, valamint tetszoleges u € K-ra

I(u) = 7((Ea) ! () = Flu + (f)) = n(u)(w) = n(w),

azaz ¥ kiterjesztése n-nak. Abbdl a ténybdl, hogy K U {a} generélja a K(«)
testet kovetkezik, hogy a fent definidlt ¥ az egyetlen olyan injektiv homomorfiz-
mus, amelyre 9(a) = w teljesiil. Igy mér az is vildgos, hogy 1 annyiféleképpen
terjeszthetd ki injekt{v homomorfizmussé, ahdny gyoke van n(f)-nek L’-ben. O

A 4.3. Tétel bizonyitdsa. Az &llitdst [L : K]-ra vonatkozd indukciéval bizony{t-
juk. Ha [L:K] = 1, akkor L = K és f = Az — a1) - (¢ — o), ahol
Ao, ..., an € K. Ekkor n(f) = n(A)(x —n(a1)) -+« (& — n(ay,)) teljesiil K'[xz]-
ben, {gy L' = K’ és n-nak pontosan egy kiterjesztése van.

Tegyiik fel, hogy [L : K| > 1, azaz f nem bomlik fel linedris tényez8k szor-
zatara K felett. Legyen g egy legaldbb elséfoku irreducibilis fopolinom, amely
osztéja f-nek K[z]-ben. Ekkor g | f miatt 7(g) osztéja n(f)-nek. Az dltaldnos-
sag megszoritasa nélkil felteheto, hogy

=Mz —a1)- (z - ay),
n(f) =kl —wi1) - (z —wn),
g=p@—oa1) (- am),
n(g) = vz —wi) - (x — wn).

Legyen M = K(oi). Mivel g irreducibilis K felett, ezért mq, x = g, és
[M: K] =g¢"=m. A 4.4. Lemma szerint n-nak pontosan k kiterjesztése van
M — L’ injektiv homomorfizmussa: ¥1,...,9%, ahol k = [{w1,...,wn}|. Vilé-
gos, hogy L felbontési teste M felett az f € M|z] polinomnak és L’ felbontdsi
teste a ;(M) test felett az n(f) polinomnak (1 < ¢ < k). Mivel [L: M] =
[L:K]/[M:K]=[L:K]/m < |[L: K], ezért az indukcids feltevés alkalmazva
azt kapjuk, hogy 9; kiterjeszthetd egy L — L’ izomorfizmussé, és ezen kiterjesz-
tések szama < [L : M] (egyenl6ség pontosan akkor van, ha n(f) gyokei paron-
ként kiilonboz8k L'-ben). Mivel ezen izomorfizmusok mindegyike az n-nak is ki-
terjesztése, ezért ezen a médon n-nak legfeljebb k-[L : M| < m-[L : M| =[L : K]
kiterjesztését kapjuk (pontosan [L : K] kiterjesztést kapunk, ha n(f) gyokei pa-
ronként kiilonbozok). A bizonyitds befejezéséhez csak azt kell meggondolnunk,
hogy n-nak mds kiterjesztései nem is lehetnek. Tegyiik fel, hogy a ¢¥: L — L'
izomorfizmus kiterjesztése n-nak. Ekkor 9|y egy M — L’ injekt{v homomorfiz-
mus, azaz ¥ = ¥; valamely i-re (1 < i < k), és gy a ¥ izomorfizmus is a fenti
modon keletkezik. |
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Vizsgdljuk meg azt az esetet, amikor a 4.3. Tételben K = K’ teljesiil, és
n = idg. Ekkor n(f) = f, és a kovetkez6 tételt kapjuk.

4.5. Tétel. Legyen K tetszbleges test, f € Klz], és L,L’ az f polinom felbon-
tdsi testei. Ekkor az L és L' testek izomorfak, sét olyan L — L' izomorfizmus
is van, amely a K(C L, L") test elemeit fizen hagyja. Tovdbbd, pontosan annyi

a K test elemeit fizen hagyd L — L' izomorfizmus van ahdny kilonbozd gyoke
van f-nek L-ben.
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SZEPARABILITAS

Bizonyos testek esetén el6fordulhat, hogy van olyan a test felett irreducibilis
polinom, amelyeknek van tobbszoros gyoke a test feletti felbontdsi testében,
azaz a polinom nem szepardbilis. Ezen fejezetet a szeparabilitds vizsgalatdnak
szenteljik.

Testbovitések egyik fontos tulajdonsaga —a kés6bb sorra keriil6 normalitas
mellett— a szeparabilitas. E tulajdonsdg hidanydban szamos technikai nehézség-
gel keriilhetiink szembe. Azonban meg kell jegyezni, hogy nem is olyan egyszerii
nem szeparabilis polinomra példat mutatni. A kés6bbiekben latni fogjuk, hogy
szdmtestek (dltaldban 0 karakterisztikaju testek) minden testbGvitése szepara-
bilis.

5.1 Alapvet6 fogalmak

Legyenek K és L olyan testek, amelyre L : K teljesiil. Az f € K[z] irredu-
cibilis polinom szeparabilis, ha f-nek f* kiillonboz6 gyoke van barmely (K
feletti) felbontési testében, azaz f valamennyi gyoke egyszeres. Az f polinomot
inszeparabilis polinomnak nevezziik, ha nem szeparabilis. Az o € L elem
szeparabilis K felett, ha « algebrai K felett és mq x szepardbilis. Az L : K
bévités szeparabilis, ha L minden eleme szepardbilis K felett.

Az g € Klz] polinom szeparabilis, ha g minden irreducibilis tényezdje
szeparabilis.

A K testet tokéletesnek nevezziik, ha minden K[z]-beli polinom szepard-
bilis, ami ekvivalens azzal, hogy minden K{z]-beli irreducibilis polinom szepa-
rabilis.

5.1. Tétel. Legyen M az L : K szepardbilis testbovités kozbiilsé teste. Ekkor
az L : M és M : K testbovitések is szepardbilisak.

Bizonyitds. Legyen o az L test tetszOleges eleme. Mivel az L : K bovités
szeparabilis, ezért az « elem algebrai K felett, ezért M felett is algebrai, valamint
az is teljesiil, hogy ma.n | Mo k. Legyen N az mq x € M[z] polinom egy
felbontési teste M felett. Ekkor N|[x]-ben

Mok =@ —o0q) (T —ap)

teljestl, ahol ay,...,a, € N paronként kilonb6z6 elemek. fgy Mo M | Ma,K
miatt
mam = (¢ — ) (2 — )
teljesiil valamely 1 <141 < -+ <y, < n indexekre. Azaz mq, ps is szepardbilis.
Az M : K bovités szepardbilitdsa nyilvanvald. O
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5.2 Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

5.2. Tétel. Legyen a K(a) : K testbdvités d-edfoki egyszerd bévités, és legyen
j: K — L a K test injektiv homomorfizmusa az L testbe. Ha o szepardbilis a K
test felett €sjm, , elséfoki polinomok szorzatdra bomlik L felett, akkor pontosan
d darab olyan injektiv homomorfizmus van K-bol L-be, amely kiterjesztése j-nek;
kilonben pedig d-nél kevesebb.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a Kiterjesztési Lemmét (4.4. Lemma) a K' = j(K) és
n: K — K', k— j(k) vélasztdssal. Ekkor n kiterjesztéseinek szdma

| {ﬁ € L| B gyoke jmayK—nak} | = jfna,x = mZ’K =d,
mivel a pontosan akkor szepardbilis K felett, ha j,,,, , szeparabilis j(K) felett.
([l

5.3 Polinomok tobbszoros gyokei

Legyen f legalabb els6foku polinom a K test felett, és legyen L az f polinom
felbontasi teste. Ekkor az f polinom felirhaté

f=Mx— 041)[1 (- ozr)h

alakban, ahol «ay,...,a, az f polinom pdronként kiillonb6z6 gyokei L-ben. Az

l; € N egészet az «; gyok multiplicitdsanak nevezzik. Ha ¢; = 1, akkor «;

egyszeres gyoOk, kiilonben pedig tobbszoros gyok. Megjegyezziik, hogy az f

polinom gyokeinek multiplicitasa fiiggetlen a felbontési test vélasztasatol.
Legyen K tetszOleges test, és legyen D, a kovetkezo leképezés:

ha f € K,

n 0
D,: K|lz] — K|, arx® — b
. . kZ:O ) { Z:é(’f'f'l)akﬂxk, ha f*=n>1.

A D, leképezést (formadlis) drivalasnak nevezziik a K[z] halmazon.

Az alabbi tétel a formalis derivalas tulajdonsagait foglalja Gssze.

5.3. Tétel. Legyen K tetszdleges test, ekkor a D, formdlis derivdldsra teljestil-
nek a kovetkezok.

(1) D, linedris transzformdcidja a Klz] (mint K feletti) vektortérnek.

(2) D, derivdcid a K[x] halmazon, azaz tetszbleges f,g € K[x]-re Dy(fg) =
D.(f)g + fD:(g) teljesiil.

(3) Ha char(K) = 0, akkor ker (D,) = K, és a D, leképezés szirjektiv.
(4) Ha char(K) = p primszdm, akkor
ker (D) = {h(z?) | h € K[x]},

és D, képterét generdljik az x* alaki monomok, ahol ptk + 1.
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Bizonyitds. Az (1)—(3) éllitdsokat a definicié alapjan egyszerlien igazolhatjuk.
fgy csak utolsé allitassal kell foglalkoznunk.

(4) Legyen f =7, apx® olyan n-edfoki (n > 1) K feletti polinom, amely-
nek formalis derivaltja 0, azaz

n—1

D.(f) = Z(k + Dags12® =0.
k=0

Ekkor kar = 0 minden k-ra (1 < k < n). Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy
p 1k esetén ay, = 0 teljesiil, azaz f = chn:/g] arpr*P. Ekkor a h = ngz/p] apprh €

K|z] polinomra f = h(zP). O
5.4. Tétel. Legyen K test, f € K|x] és a € L az f polinom gyoke a K test

valamely L testbovitésében. Ekkor o pontosan akkor tobbszords gyoke f-nek, ha
In.k.o.(f, D.(f)) legalabb elséfoki polinom, amelynek gyike .

Bizonyitds. Tegyik fel, hogy o € L t6bbszoros gyoke f-nek a K test L bovité-
sében. Ekkor f = (x — a)’g, ahol £ > 2 és g € L[z]. Igy az 5.3. Tétel (2) pontja
szerint

Du(f) =z — )" g+ (z — @)'Da(g) = (x — a)* " (Lg + (¢ — @) Da(g)) -
Ekkor x — v osztéja az f és Dy (f) polinomoknak L[x]-ben, és igy
x —a | Inko.(f, Ds(f)).

Azaz, In.k.o.(f, D, (f)) legalabb elséfokd polinom, melynek gyoke a.

Tegyiik fel, hogy az f € KJ[z] polinomnak (f* = n € N) nincs t6bbszoros
gyoke a K test L bdvitésében. Legyen f = g1---¢g;: az f polinom irreducibilis
felbontasa L felett, valamint legyen M az f polinom felbontési teste L felett:

f=AE =) (- an)”,

ahol A € K, aq,...,as € M péaronként kiillonbozé elemek és £ + -+ - + £ = n.
Ekkor

Dz(f):Dz(gl)'92"'9t+"'+91"'9t—1'Dgc(gt)-

Ha ai,...,as ¢ L, akkor In.k.o.(f, D, (f))-nek sem lehet gyoke L-ben. Tegyiik
fel, hogy valamely i € {1,...,s}-re a; € L. Ekkor g; = = — ¢ irreducibilis
tényezdje f-nek, és (z — ;)-t6l kiilonbozé irreducibilis tényezének nem gyoke
;. Igy Do(f)(ai) = gi(ow) -+ gj-1(c) - Dol — ai)(o) - gja(aq) - - geaq) # 0
miatt a; nem lehet gyoke In.k.o.(f, D, (f))-nek sem. O

5.5. Kovetkezmény. Legyen K 0-karakterisztikdji test (pl. szdmtest), [ ir-
reducibilis polinom K felett, melynek felbontdsi teste L. Ekkor az f polinom
valamennyi gyoke egyszeres L-ben.

Bizonyitds. Mivel char(K) = 0, ezért D,(f)* = f* — 1. A legnagyobb kozos
oszt6 definiciéjabol kivetkezik, hogy Ink.o.(f, Do(f)) | f. Igy f irreducibilits-
sdnak kovetkeztében In.k.o.(f, D, (f)) ~ 1 vagy In.k.o.(f, D,(f)) ~ f teljesiil.
Mivel

ezért ez a fokszdmok miatt nem fordulhat el6. Ekkor In.k.o.(f, Di(f)) ~ 1,
aminek kovetkeztében f-nek nem lehet tobbszoros gydke L-ben.
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J
5.6. Példa. Legyen f =37, x_' € Q[z] (n > 1). Ekkor D,(f) = Z;Z;()l
4!

o
5!
Mivel Ink.o.(f, Ds(f)) | f,D(f), ezért Ink.o.(f,Dz(f)) | f — Dz(f) = %

Igy Ink.o.(f, Do(f))-nek legfeljebb egy gyéke van C-ben, a 0, ami azonban nem
gyoke f-nek. Azaz f-nek nincs tobbszords gyoke.

A 5.5. Kovetkezmény allitdsanak egyszerli ujrafogalmazdsa az alabbi tétel.
5.7. Tétel. Ha a K test karakterisztikdja 0, akkor K tokéletes.

Ez a tétel nagy jelentéséggel bir szamunkra, mivel azt is allitja, hogy minden
szamtest feletti polinom szepardbilis.

5.8. Tétel. Tegyik fel, hogy a K testre char(K) = p > 0 teljesil. Ekkor a
§: K — K, aw— of leképezés injektiv homomorfizmus, valamint az a € K
elemre pontosan akkor teljesil, hogy F(a) = «, ha o a K test primtestében van.

Bizonyitds. A bizonyitas alapjat az az észrevétel alkotja, hogy tetszOleges a,b €
K-ra

p
(atbp=>" <i> akbPF = aP 1 P, (8)
k=0

mivel p | (Z)v ha 1l <k < p—1 egész szam.
Legyenek a és b tetsz6leges K-beli elemek. Ekkor a szorzas miivelet kommu-
tativitdsa miatt

§(a-b) = (a-b)" =a”- ¥ =3F(a) - 5(b),
valamint (8) miatt
§(a+b) = (a+b) = a? + b = §(a) + 3(0)

teljesiil, azaz § homomorfizmus. Az § homomorfizmus injektivitdsa szintén (8)
kovetkezménye, mivel

Fla)=F0b) <=’ = <= ad? -0V =0<= (a—-b)P =0<=a=0.
Mivel tetszoleges a € K-ra

a € Z, < a gyoke az 2’ — x € Z,[z] polinomnak
= a’—a=0
—=ad’=a
= §(a) =a,

ezért § fixpontjai éppen a Z, test elemei. O

A fenti §: K — K, a — a? leképezést Frobenius-endomorfizmusnak?®
nevezziik.
Az 5.8. és 2.22. Tételekbdl adddik az aldbbi allitas.

5.9. Kovetkezmény. Legyen K test. Ha char(K) = p > 0 és K algebrai
testbévitése a primtestének, akkor a Frobenius-endomorfizmus automorfizmus.

25Ferdinand Georg Frobenius (1849. oktéber 26., Charlottenburg — 1917. augusztus 3.,
Berlin) német matematikus, legismertebb eredményeit a differencidlegyeneletek és a csoportok
elméletében érte el.
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5.4 Inszeparabilis polinomok
5.10. Tétel. Legyen K test. Tegyiik fel, hogy char(K) =p > 0 és legyen
f=a™+a, 12" VP 4+ ... 4 gaP +aqg € K|[z].
Ekkor az f polinom pontosan akkor irreducibilis K felett, ha a
g=a"+ap_ 12"+ +az+ao

polinom irreducibilis K [z]-ben és van olyan i € {1,...,n— 1} index, amelyre a;
nem p-hatvdny K-ban.

Amennyiben a p karakterisztikdju K test algebrai testbévitése primtesté-
nek, akkor az 5.9. Kovetkezmény szerint a K test Frobenius-endomorfizmusa
automorfizmus, azaz K minden eleme p-hatvéany. fgy TP 4 @y P 44
a1 2P +ap alaki polinom nem lehet irreducibilis K[z]-ben. Ez pedig a kovetkezét
jelenti.

5.11. Tétel. Ha ap karakterisztikaju K test algebrai testbvitése primtestének,
akkor minden K feletti polinom szepardbilis.

Mivel minden véges test a primtestének véges testbévitése —igy algebrai
testbovitése is—, ezért igaz az alabbi allités.

5.12. Kovetkezmény. Minden véges test tokéletes.
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TEST ALGEBRAI LEZARTJA

6.1 Bevezetés

6.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az L test algebrailag zdrt, ha bdarmely
f € L[z] polinomnak van gyoke L-ben.

A K test L testbovitése K algebrai lezdrtja, ha az L : K testbdvités algebrai
és az L test algebrailag zdrt.

6.2. Példa. Az Algebra Alaptétele éppen azt dllitja, hogy a komlex szamok C
teste algebrailag zdrt, azonban C nem algebrai lezdrtja Q-nak, mivel C nem
minden eleme algebrai Q felett (pl. e és m nem algebrai elemek Q felett).

6.3. Tétel. Tetszoleges L : K testbovitésre ekvivalensek az aldbbi dllitdsok.
(1) L algebrai lezdrtja K-nak.

(2) az L : K bbvités algebrai és minden irreducibilis K [x]-beli polinom elsdfoki
polinomok szorzatdra bomlik L[x]-ben.

(3) az L : K bévités algebrai, és tetszbleges L' testre, ha a L' : L testbévités
algebrai, akkor L' = L.

Bizonyitds. (1) = (2): az f irreducibilis polinom fokszdmara vonatkozé in-
dukcioval az allitds egyszeriien belathatd.

(2) = (3): legyen « az L' test tetszOleges eleme. Mivel az L : K és L' : L
bévitések is algebraiak, ezért a 2.21. Tétel szerint az L' : K bbvités is algeb-
rai, igy « algebrai elem K felett, melynek minimalpolinomja mq, x irreducibilis
polinom K{z]-ben. Ekkor a (2) pont kovetkeztében mg, k linedris tényezékre
bomlik L felett:

Mo,k =AMz — ) (x — an),

ahol n = grx(a), A € K és ay,...,a, € L. Mivel «a is gyoke m,, g-nak, ezért
valamely i-re (1 <i<n)a=a«; € L. Azaz L' = L.

(3) = (1): csak azt kell megmutatni, hogy L algebrailag zért. Legyen
f € L[x] tetsz8leges legaldbb elséfoki polinom, és legyen fi az f polinom egy
irreducibilis tényezdje. Tekintsiik az L test L' = Lix]/(f1) bovitését. Az L'
testben fi-nek, és {gy f-nek is van gyoke (o = x+ (f1)). Mivel az L’ : L bovités
algebrai, ezért a (3) pont szerint I’ = L, ami éppen azt jelenti, hogy f-nek
L-ben is van gyoke. [l

6.4. Kovetkezmény. Legyen L algebrailag zart test, és L : K tetszdleges test-
bévités. Legyen L, mindazon L-beli elemek halmaza, amelyek algebraiak K fe-
lett. Ekkor L, algebrai lezdartja K-nak.
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Bizonyitds. A 2.20. Tétel szerint az L, : K bovités algebrai. Legyen f € L,[x]
tetsz6leges irreducibilis polinom. Mivel f € Ly[z] C L[z] és L algebrailag zért,
ezért f-nek van egy a gytke L-ben. Mivel az L,(«) : L, és L, : K b6vitések
is algebraiak, ezért az L,(«) : K bovités is algebrai, azaz o € L algebrai elem
K felett, igy a € L,. Azaz f elséfoki polinom kell legyen. Ez pedig azt jelenti,
hogy az L, test algebrailag zart, és igy a K test algebrai lezartja. O

6.2 Test algebrai lezartjanak létezése

6.5. Lemma (Zorn-lemma). Legyen P = (P; <) tetszbleges részbenrendezett
halmaz. Ha bdrmely C C P lincnak van felsd korldtja P-ben, akkor P-ben van
mazimalis.

A Zorn-lemma egyik fontos kovetkezménye, hogy egy egységelemes gyiirii
tetszoleges valddi idedlja mindig része a gylirti egy maximalis idedljanak.

6.6. Tétel. Legyen K test. FEkkor van olyan algebrailag zdrt L test, amely
tartalmazza K-t.

Bizonyitds. Legyen X = {xs | f € K|x] legaldbb els6foku fépolinom}, és legyen
Iaz {f(z5) | f € K[X] legalabb els6foku f6polinom} halmaz éltal generalt ide-
alja a K[X] gylirlinek. El8szor megmutatjuk, hogy I valddi idedl.

Tegyiik fel, hogy I = K[X]. Ekkor 1 € T miatt van olyan n természetes szdm,
fis--, fn € K[X] legaldbb els6fokd f6polinomok, valamint g1,...,g, € Klx]
elemek, amelyekre

1= gifi(zs,).
=0

Legyen M olyan testbOvitése K-nak, amely tartalmazza az f1, ..., f, polinomok
egy-egy gyokét (a; € M gydke finek, i=1,...,n). A

o X — H, 2y {ai, h?f_flv (it=1,...,n),

0, kiilonben
leképezés egyértelmiien kiterjesztheté egy @: K[X] — H homomorfizmusss.
Ekkor fi(a;) = 0 miatt az 1 = @(g1 fi(xs )+ -+ gnfn(zy,)) = 0 ellentmondést
kapjuk.

Azaz I valédi idedlja K[X]-nek. Legyen J az R gyfirti I-t tartalmazé maxi-
mélis idedljainak valamelyike (a Zorn-lemma miatt van ilyen maximadlis ideél).
Legyen F(K) = K[X]/J, mivel J maximélis idedl K[X]-ben, ezért az F(K)
faktorgyfirii test, és a w: K — F(K), k — k + J leképezés injektiv homomor-
fizmus, mivel JNK = {0}. A k és k+ J elemek (k € K) azonositdsa utan ugy
tekintjik, hogy K C F(K).

Legyen f tetszéleges K[X]-beli legaldbb elséfokd polinom. Mivel f(xy) €
IC J,ezért f(xy+J)=0,ésigy x5+ J € F(K) gyoke f-nek.

Definidljuk a (K;)ien, testsorozatot a kovetkez8képpen:

Ky :K, K; :F(Kl_l) (Z EN),

és legyen L = |J;°, K;. Az L halmazon definidljuk az osszeadds (+) és szorzas
(-) miiveleteket az aldbbi médon: legyen a,b € L, ekkor van olyan n € Ny,
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amelyre a,b € K,,. Legyena+b=a+k, b ésa -k, b, ahol +x, , illetve -x, a
K,, testbeli dsszeadds, illetve szorzds. Egyszeriien igazolhato, hogy az (L; +, -)
algebra test.

Azt allitjuk, hogy az L test algebrailag zart. Legyen f € L[x] tetszileges
irreducibilis polinom. Legyen n olyan természetes azam, amelyre K,, az f po-
linom valamennyi egytitthatéjat tartalmazza. Ekkor f € K,[X], és {gy f-nek
van gyoke K11 C K-ban. Mivel f irreducibilis ez éppen azt jelenti, hogy f
els6fok.

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. O

6.7. Tétel. Legyen K test. Ekkor van olyan L bovitése a K testnek, amelyre
L algebrai lezdrtja K-nak.

Bizonyitds. A tétel éllitasa az el6z6 tételbdl és a 6.4. Tételbdl adddik. O

6.3 Test algebrai lezartjanak egyértelmiisége

Ezen fejezetet annak igazoldsaval zarjuk, hogy az algebrai lezart izomorfidtdl
eltekintve egyértelmii.

6.8. Tétel. Tegyiik fel, hogy a K és K' testek izomorfak, n: K — K’ izomor-
fizmus. Legyenek L, illetve L' a K, illetve K’ testek algebrai lezdrtjai. Ekkor
van olyan v: L — L' izomorfizmus, amely kiterjesztése n-nek, azaz ¥|x = n.

Bizonyitds. Az (E,x, E'") hdrmas jelolje azt, hogy az E és E’ testek izomorfak,
és x: E — E’' izomorfizmus. Tekintsiik a

P={(E,x,F' )| KCECLK CE CL, és x|k =n}
halmazt, amely nem {ires, mivel (K, 7, K') € P. A P halmazon a
(B,x,E') < (F.§,F')<=ECE, FCF', xC¢

reldcié parciélis rendezés. Legyen C' = {(Es, x5, Ef) | § € H} P-beli lanc, vala-
mint legyen E = Usen Es5, E' = Usen Ej§ és x = Usen xs5. Ekkor (E, x,E') € P
és nyilvan fels korlatja C-nek, és a Zorn-lemma szerint P-ben van maximélis
elem: (M, ), M'). Tegyiik fel, hogy M # L, éslegyen « € L\ M. Mivel az L : K
bévités algebrai, ezért « algebrai elem K felett. Legyen f = mg k. Mivel L'
algerai lezartja K'-nek, ezért az ny € K'[z] polinomnak van olyan o € L’ gydke,
amely nincs M’-ben (ugyanis, ha 7y valamennyi gyéke M’-ban volna, akkor f
gyokei M-ben lennének, azonban o ¢ M). Legyen ¢p: M — M’ izomorfizmus
egyértelmii kiterjesztése ¢: M(a) — M'(a’). Ekkor (M(a),v, M'(c')) € P
s (M,+p, M) < (M(a), b, M'(’)) ellentmondva (M, 1), M) maximalitdsanak.
Azaz M = L, hasonléan igazolhaté, hogy M’ = L’. Ezzel a tétel allitasat
igazoltuk. O

6.9. Kovetkezmény. Legyen K tetszbleges test. Ha L és L' is a K test al-
gebrai lezdrtja, akkor van olyan v: L — L' izomorfizmus, amely kiterjesztése K
elemeit fixen hagyja.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az €l6z6 tételt a K = K’', n = idg esetben. |
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NORMALIS BOVITESEK

7.1 Alapvet6 tulajdonsagok

Az L : K testb6vités normadlis, ha algebrai testb6vités és valahdnyszor f € K|x]
irreducibilis polinom, mindannyiszor vagy f els6foku tényezok szorzatara bomlik
L felett, vagy f-nek nincs gyoke L-ben.

Nyilvanvalé, hogy az L : K algebrai bovités pontosan akkor normadlis, ha
bérmely « € L-re mq, i elséfoki tényez6k szorzatdra bonthaté L[z]-ben.

A normalis bévitések lefrasdhoz ki kell terjeszteniink a felbontési test fogal-
méat egyetlen polinomrol polinomok halmazaira.

Legyen K tetszlleges test és S C Klz]. Azt mondjuk, hogy a K test L
bévitése felbontasi teste az S polinomhalmaznak, ha S valamennyi eleme
elsbfokt tényezdk szorzatara bonthaté L[z]-ben, és L a legsziikebb ilyen tulaj-
donsagu test.

Ha az S halmaz véges, S = {f1,..., fn}, akkor S felbontési teste megegyezik
az f = f1--- f, polinom felbontési testével.

7.1. Tétel. Az L : K testbévités pontosan akkor normdlis, ha L valamely S C
K[x] polinomhalmaz felbontdsi teste.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy L : K normélis, és legyen S = {mq,x | @ € L}.
Ekkor S valamennyi eleme elséfoki tényez8k szorzatara bonthaté L[z]-ben. To-
vabba ezzel a tulajdonsaggal nyilvan nem rendelkezik L egyetlen valodi részteste
sem.

Tegyiik fel, hogy L felbontési teste az S C K|[z] polinomhalmaznak. Legyen
R az S-beli polinomok gyokeinek halmaza. Ekkor L = K (R) és az L : K bévités
algebrai, mivel R minden eleme algebrai K felett (2.20. Kévetkezmény). Legyen
[ tetszéleges eleme az L testnek. Ekkor vannak olyan «q,...,a; € R elemek,
amelyekre 8 € K(a1,...,a¢). Minden i-re (1 < ¢ < t) vélasszunk egy f; € S
polinomot, amelynek gyoke o, és legyen f = fi--- f;. Jelolje Ry az f polinom
gyOkeinek a halmazdt L-ben. Ekkor K(Ry) felbontési teste az f polinomnak
K felett. Legyen az mg g polinom felbontdsi teste K (Ry) felett H. Tekintsiik
mg, i egy B’ # [ gyokét H-ban. Meg fogjuk mutatni, hogy 8’ € K(Rys) C L.
A K, ..., H testek egymédshoz val6 viszonya az aldbbi abran lathato.
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H

c )

K(R;) K(R;U{5})
Ul Ul
K@) K(3')

S c

K
7. abra: a K, ..., H testek egymashoz valé viszonya.

Mivel mg i a 3 és 3’ elemeknek is minimdlpolinomja a K test felett, ezért
[K(B) : K] = [K(8) : K]. (9)

Legyen nn = idg. Ekkor ny = f és n kiterjeszthetd egy olyan ¥: K(5) — K(f')
injekt{v homomorfizmussd, amelyre ¥(5) = 8’ teljesiil (v6.: 4.4. Lemma). Mivel
a K (/') testet generdlja KU{3'}, ezért O izomorfizmus. A K(Ry) test felbontési
teste f-nek K (f) felett és K (RyU{f3'}) felbontési teste 9 = f-nek K (') felett.

K(Ry) —o—=> K(R; U{3'})
Ul Ul
)
KB) —gpe=y > K@)
Ul Ul
n =idg K

8. abra: az 7 izomorfizmus és kiterjesztése.

Igy a 4.3. Tétel szerint van olyan 7: K(Rf) — K(R; U {#'}) izomorfizmus,
amelyre 7|k (g) = ¥. Ez pedig azt jelenti, hogy

[K(Ry) : K(8)] = [K(Ry U{8'}) : K(3)],
és {gy a Fokszamtétel és (9) szerint
[K(Ry) : K] = [K(Ry) : K(O)][K(B) : K]
= [K(RyU{B'}) : KB)[K(F) : K]
= [K(RpU{p'}) : K].
Mivel K(Ry) C K(RyU{0'}), ezért K(Ry) = K(RyU{f3'}). Ebbél pedig mér
kévetkezik, hogy ' € K(Ry). O

7.2. Kovetkezmény. Az L : K véges testbdvités pontosan akkor normdalis, ha
L valamely f € K|z] polinom felbontdsi teste.

Bizonyitds. Ha L valamely f € K[x] polinom felbontdsi teste, akkor az elézd
tétel szerint az L : K bovités normalis.

Tegyiik fel, hogy L : K véges és normalis. Legyen [L: K| =k ésay,...,a €
L az L, mint K feletti vektortér, bazisa. Ekkor L éppen az

f =May K Moy, K € K[x]
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polinom felbontasi teste. O

Tegyiik fel, hogy az L : K bévités normadlis. Az F : L testbévités az L : K
bovités normalis lezartja, ha valahdnyszor L < M < F és M : K normélis,
mindannyiszor M = F.

7.3. Kovetkezmény. Ha L : K véges testbovités, akkor van olyan F : L véges
bévités, amely normdlis lezdrtja L : K-nak.

Bizonyitds. Tegyik fel, hogy L : K véges, [[: K] = k és a1,...,a € L az
L, mint K feletti vektortér, bdzisa. Legyen F az f = mq, k- May,x € L[z]
polinom felbontési teste L felett. Ekkor az F : K bévités normalis, mivel F' a
K test felett is felbontasi teste f-nek. Tegyiik fel, hogy L < M < F és M : K

normalis bévités. Ekkor M tartalmazza az m,, g polinomok (i = 1,...,k)
valamennyi gyokét, igy f linedris tényezékre bomlik M[z]-ben. Ez pedig M < F
miatt éppen azt jelenti, hogy M = F. O

7.4. Kovetkezmény. Ha az L : K bévités normdlis és M kiozbiilsé teste a
bovitésnek, akkor az L : M bévités is normadlis.

7.2 Injektiv homomorfizmusok és automorfizmusok

A 7.4. Koévetkezmény szerint, ha az L : K testb&vités normalis, akkor az L :
M testbOvités is normdlis, ahol K < M < L. Vajon mi a helyzet az M :
K Dboévitéssel? Példaul legyen w egy komplex harmadik egységgyok. Ekkor a
Q(¥/2,w) : Q bévités normélis, mivel Q(v/2,w) az f = 2 — 2 polinom felbontdsi
teste. Azonban a Q(+/2) : Q bdvités nem normélis, mivel f-nek van gyoke a
Q(¥/2) testben, de f nem bomlik fel elséfokii polinomok szorzatara Q(+/2)[x]-
ben.

Legyenek K és L testek tgy, hogy K < L. Ekkor Aut(L)-lel jeloljiik az L
test automorfizmusainak csoportjat, valamint legyen

Autg (L) = {o € Aut(L) | (k) = k minden k € K-ra}.

Nyilvédnvald, hogy Autg (L) részcsoportja Aut(L)-nek. Az Autg (L) csoportot
az L : K testb8vités Galois-csoportjanak?® nevezziik, és Gal(L : K)-val
jelsljiik.

26Evariste Galois (1811. oktéber 25., Bourg-la-Rein — 1832. mdrcius 31., Périzs) francia
matematikus. Tragikus sorsi tudds, a csoportelmélet megalapozdja. Elete még Abelénél is
rovidebb és tragikusabb. Egy Périzs melletti kisvaros polgarmesterének fia volt. Tizenkét
éves koraig anyja tanitotta, aki igen miivelt holgy volt. Ezutan keriilt egy hires péarizsi gimné-
ziumba. Itt kezdte el tanulményozni Abel, Legendre és Jacobi miveit, nemsokara pedig méar
6nallé eredményeket is produkélt. Felvételi dolgozatit az Ecole Polytechnique-be azonban
kétszer is elutasitottdk. Harmadszorra eljutott a szébeliig, de az botrdnyba fulladt. Galois a
levezetéseit nem érté bizottsdghoz hajitotta szivacsdt és elrohant. Az akadémidhoz bekiildott
dolgozatai sem taldltak tobb megértésre. Egyikiiket Cauchy egyszeriien elvesztette. Végiil
1829-ben beiratkozott a tandrképzé intézetbe. Részt vett az 1830-as forradalomban, ezért
kicsaptak az iskolabdl és tobb hénapi bortonre itélték. Kiszabaduldsa utdn egy taldn provo-
kélt parbajba keveredett egy rosszhiri né miatt és a parbajban haldlos 16vést kapott. Haldla
elétti éjszakdjan vetette papirra matematikai felfedezéseit. Ezt a tudoméanyos végrendeletet
baratjanak cimezte ezekkel a sorokkal: , Nyilvanosan kérdezd meg Jacobit vagy Gausst, mi
a véleménye nem a tételek igazsagardl, hanem fontossagardl. Utana remélem akadnak em-
berek, akik érdemesnek tartjdk ennek a zagyvaléknak a kisilabizaldsat.” Ez a ,,zagyvalék” a
Galois-elmélet volt, ami lezarta a magasabbfoki egyenletek algebrai megoldhatésdganak tobb
évszazados problémajat és megnyitotta a kaput az absztrakt algebra kialakuldsa felé. A mii
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7.5. Tétel. Tegyik fel, hogy az L : K testbévités véges és normalis, €s legyen
K < M < L. Ekkor a kbvetkezok ekvivalensek:

(1

) az M : K bévités normdlis;
(2) ha o € Autg (L), akkor o(M) C M;
)

(3) ha o € Autg (L), akkor o(M) = M.

Bizonyitds. (1)==-(2): Tegyiik fel, hogy az M : K bovités normalis, és legyen
o € Autk(L). Legyen a az M test tetszéleges eleme, melynek minimalpolinomja
f =max € K[z]. Ekkor f(o()) = o(f(a)) = 0, azaz o(«a) is gyoke f-nek.
Mivel f linedris tényezékre bomlik M [z]-ben, ezért o(a) € M. Igy o(M) C M.

(2)==(3): Az &llit4s kovetkezik abbél, hogy o~! € Autg(L).

(3)==(1): Tegyiik fel, hogy tetszileges o € Autg(L)-ra o(M) = M teljesiil.
Legyen « az M test tetszéleges eleme, melynek minimalpolinomja f = mq x €
K[z]. Legyen § az f polinom a-t6l kiilonbozd gyoke L-ben (mivel az L : K
bévités normdlis, ezért f valamennyi gyoke L-ben van). Azt kell igazolnunk,
hogy B € M. A 4.4. Lemma szerint az n = idg izomorfizmus kiterjeszthet6 egy
9: K(a) — K(f) injektiv homomorfizmussd, amelyre d(«) = [ is teljesiil.

Mivel L : K véges és normédlis bévités, ezért L valamely g € K[z] polinom
felbontasi testével egyezik meg. Az L test a1y = g polinom felbontési teste mind
a K(«), mind a K () testek felett, ezért a 4.3. Tétel szerint 9 kiterjeszthetd egy
o: L — L izomorfizmussa. Ekkor o € Autg (L), és igy (3) miatt o(M) = M.
Ebbdl pedig azt kapjuk, hogy 8 = d(a) = o(a) € M. Ezzel a bizonyitdst
befejeztiik. O

megmentése Liouville érdeme, aki Galois haldla utdn 14 évvel lekozolte azt lapjaban. Galois
tragikus életérdl Leopold Infeld irt regényt Whom the Gods Love: The Story of Evariste Ga-
lois (Akit az istenek szeretnek) cimmel, utalva ezzel arra a régi gorog monddsra, hogy akit az
istenek szeretnek, koran hal meg.
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AUTOMORFIZMUSOK ES FIXTESTEK

8.1 Fixtestek és Galois-csoportok
Legyen L : K teszéleges testbévités. Definidljuk a ¢: P(Gal(L : K)) — P(L)
és y: P(L) — P(Gal(L : K)) leképezéseket az aldbbi mddon:

¢: A {a€L|o(e)=aminden o € A-ra} (A C Gal(L: K)),

v: Mw—{oe€Gal(L: K)|o(e) =a minden o € M-re} (M CL).

A (¢, 7) leképezéspart a P(Gal(L : K)) és P(L) halmazok kozotti Galois-kap-
csolatnak nevezziik.

Ebben a fejezetben az L : K testbévités kozbiilsé testel és a Gal(L : K)
Galois-csoport részcsoportjai kozotti (Galois-)kapcesolat tulajdonségait fogjuk
részletesen megvizsgalni.

8.1. Lemma. Tetszdleges A C Gal(L : K)-ra p(A) a K testet tartalmazd rész-
teste L-nek, azaz kozbiilsd teste az L : K testbovitésnek.

Bizonyitds. Legyenek a, 8 € p(A) és o € A tetszbleges elemek. Ekkor o(a) =
a(a€K)és
o(la+p) =o(a) +0(f) =a+p,
o(af) = o) (B) = af.

Azaz p(A) részgytirtije L-nek. Mivel o € L\ {0} esetén o(a™!) = o(a)"t = a™!
is teljesiil, ezért p(A) részteste L-nek, amely tartalmazza K-t. O

8.2. Lemma. Tetszdleges M C L-re v(M) az L : K bévités Galois-csoportjd-
nak részcsoportja.

Bizonyitds. Legyenek o,7 € v(M) és oo € M tetsz6leges elemek. Nyilvédnvald,
hogy idy, € v(M). Valamint teljesiilnek a kévetkezok:

(07)(@) = o(r(0)) = () E e
(™)) =07 (o(a)) = (7" 0)(a) = a,
Azaz y(M) részcsoportja Gal(L : K)-nak. O

Legyenek A és B tetsz6leges halmazok, {: P(A) — P(B) tetsz6leges leké-
pezések. Ekkor azt mondjuk, hogy a & leképezés antimonoton, ha barmely
U, U € P(A)-ra U CU’ esetén E(U’) C £(U).

Legyen A tetsz6leges halmaz, w: P(A) — P(A) tetszOleges leképezés. Az w
leképezés polaritas az A halmazon, ha w
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e monoton, azaz barmely U, U’ € P(A)-ra U C U’ esetén w(U) C w(U"),
e extenziv, azaz bédrmely U € P(A)-ra U Cw(U), és
e idempotens, azaz barmely U € P(A)-ra w(w(U)) = w(U).
Azt mondjuk, hogy az U C A halmaz zart w-ra vonatkozéan, ha w(U) =U.

8.3. Tétel. Legyen L : K teszbleges testbévités, A C Gal(L : K) és M C L.
Ekkor teljestilnek a kéovetkezdk.

(1) A ¢ ésy leképezések antimonotonok.
(2) A v, illetve ayp leképezés polaritds az L, illetve az Gal(L : K) halmazon.

(3) Az A C Gal(L : K) halmaz pontosan akkor zdrt yp-re vonatkozdan, ha
van olyan M C L, amelyre A = ~(M).

Bizonyitds. (1) Az allitds nyilvanvald.

(2) Az allitdst py-ra igazoljuk, ye-re az éllitds hasonléan igazolhatd. Legyen
M,M' C L, M C M'. Ekkor (1) felhaszndva azt kapjuk, hogy v(M') C v(M),
és igy szintén (1) szerint:

©y(M) = o(y(M)) C o(v(M')) = py(M'),

azaz @7 monoton (¢ monoton).
Legyen M tetszOleges részhalmaza L-nek. Tegyiik fel, hogy van olyan o € M,
amely nem eleme vy(M)-nek. Ekkor

a & ¢y(M) <= van olyan ¢ € (M), amelyre o(a) # «,
azonban vy definiciéja miatt azt kapjuk, hogy
o € 7y(M) = minden § € M-re, 0(8) = 3,

ami 3 = « esetben ellentmond az el6z6eknek. Ezzel igazoltuk, hogy ¢y extenziv
(v extenziv).

Legyen M tetszoleges részhalmaza L-nek. Ekkor ¢y extenzivitdsa miatt
M C ¢y(M), és igy felhasznélva, hogy v antimonoton azt kapjuk, hogy v(M) D
Y(py(M)) = yoy(M). Mésrészt, yp extenzitvitdsa miatt v(M) C yp(y(M)) =
Ypv(M), igy azt kapjuk, hogy

V(M) = ypy(M). (10)

Ebbdl pedig mar kovetkezik, hogy

vy (M) = oy (M),

azaz vy idempotens (yy idempotens). Ezzel igazoltuk, hogy a @y és o leké-
pezések polaritasok.

(3) Tegyiik fel, hogy A C Gal(L : K) zdrt yp-re vonatkozdan, azaz yp(A) =
A. Ekkor M = ¢(A) C L-re teljesiil, hogy A = yp(A) = v(p(A)) = v(M).
Forditva, tegyiik fel, hogy A = ~(M) valamely M C L-re. Ekkor (10) miatt

A=y(M) =vpy(M) = vp(v(M)) = yp(A),

azaz A zart yp-re vonatkozoan. Ezzel a tétel allitdsait igazoltuk. [l
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A tovébbiakban rogzitsiikk az L : K testbOvitéset és a (p,7y) Galois-kapcso-
latot.

8.4. Kovetkezmény. Tetszdleges A C Gal(L : K)-ra p(A) = p((4)).

Bizonyitds. Mivel A C (A), ezért ¢ antimonotonitdsa miatt p({(A)) C @(A).
Felhasznélva, hogy ~vp(A) olyan részcsoportja Gal(L : K)-nak, amely tartal-
mazza A-t, azt kapjuk, hogy A C (A) C yp(A). A 8.3. Tétel alkalmazva azt
kapjuk, hogy

p(A) = pr9(4) = p(1p(4)) C p((4)) € (A),
azaz p(A) = p((A)). Ezzel az 4llitast igazoltuk. O

A fenti kévetezmény szerint elegendé csupan Gal(L : K) részcsoportjaival
foglalkozni. Legyen G részcsoportja Gal(L : K)-nak. Tetszbleges a € L-re
definidljuk a T,,: G — L € L leképezést az alabbi médon:

To:G— L, o—o(a).
Mivel LE vektortér?” L felett, ezért LY a ¢(G) < L test felett is vektortér.

8.5. Tétel. Legyen G részcsoportja Gal(L : K)-nak, és legyen M C L. Ekkor
a kovetkezd dllitasok ekvivalensek:

(1) M linedrisan figgetlen o(G) felett;
(2) {Tw | & € M} linedrisan figgetlen o(Q) felett;
(3) {Tw | a € M} linedrisan figgetlen L felett.

Bizonyitds. (3)=(2): Mivel p(G) < L, ezért az éllitds nyilvanvald.

(2)=(1): Tegylik fel, hogy M nem linedrisan fiiggetlen p(G) felett. Ekkor
vannak olyan a1, ...,a, € M vektorok és aq,...,a, € p(G) skaldrok, amelyek
nem mind 0-ak, és amelyekre

ajoq + -+ apay = 0.
Ekkor tetszoleges o € G-re
0=o(aroq + -+ apan) = aro(ar) + -+ + ano(an),

azaz a1y, + -+ + anT,, = 0. fgy a {T, | « € M} vektorrendszer linedrisan
fiiggetlen o(G) felett.

(1)=(3): Tegyiik fel, hogy a {T, | & € M} vektorrendszer nem linedrisan
fliggetlen L felett. Ekkor vannak olyan aq,...,a, € M elemek és ay,...,a, € L
skalarok, amelyekre

arTo, + -+ + anTh, = 0. (11)

Tegyiik fel, hogy az oy, ..., a, € M ésay,...,a, € L elemeket gy valasztottuk
meg, hogy n minimélis. A (11) formuldbdl kovetkezik, hogy tetsz8leges o € G-re

aro(ar) + -+ apo(a,) =0 (12)

271G jelsli a G-b8l L-be mend leképezések halmazst.
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teljesiil, és igy tetsz6leges T € G-re fenndll az

arm to(ar) + -+ apnt to(a,) =0
egyenlOség, azaz 7-t alkalmazva mindkét oldalra azt kapjuk, hogy a G csoport
barmely o elemére

r(ar)o(ar) + -+ + 7(an)o(an) =0, (13)

Szorozzuk meg a (11) egyenléséget 7(ay,)-nel, a (13) egyenldséget pedig a,-nel,
majd a kapott egyenléségeket vonjuk ki egymasbdl. Ekkor azt kapjuk, hogy
tetszb6leges g € G-re

(alT(an) — anT(al))a(al) + -+ (an,lT(an) — anT(an,l))a(an,l) =0
teljestil, azaz
(a17(an) — an7(a1))Ta, + - + (an—17(an) — an7(an-1))Ta,_, = 0.

Ekkor az n természetes szam minimalitdsa miatt azt kapjuk, hogy az a;7(a,) —
an7(aj) elemek mindegyike 0 (j = 1,...,n). Azaz 7(a,'a;) = ay'a; (j =
1,...,n) teljesiil barmely 7 € G-re. Ez pedig azt jelenti, hogy a,,'a; € ¢(G)
(j=1,...,n). A (12) egyenléséget a, -gyel megszorozva, és o = id; € G-t
helyettesitve kapjuk, hogy

(a;lal)al 4+ (a;lan,l)an,l + ay, =0,
azaz M nem linedrisan fliggetlen ¢(G) felett. Ezzel a tételt igazoltuk. |

Legyen L : K testbévités. Azt mondjuk, hogy az « € L elem szeparabilis
(K felett), ha mq, i szepardbilis K felett, illetve azt mondjuk, hogy az L : K
bévités szeparabilis (K felett), ha minden o € L elem szepardbilis.

Az L : K testb6vitést Galois-bdvitésnek hivjuk, ha véges, normalis és
szeparabilis.

8.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy L : K wvéges testbovités. Ekkor az L : K bdvités
pontosan akkor Galois-bSvités, ha |Autx (L)| = [L : K].

8.7. Lemma. Legyenek K,L és L' testek. Tegyiik fel, hogy az L : K bévités
d-edfoki és n: K — L' injektiv homomorfizmus. Ha L : K szepardbilis, és
tetszbleges a € L-1e Ny, . linedris tényezdkre bomlik L' felett, akkor pontosan d
darab injektiv L — L' homomorfizmus van, amely kiterjesztése n-nak; ellenkezd
esetben d-nél kevesebb kiterjesztése van.

Bizonyitds. Az &allitast d-re vonatkozé teljes indukciéval igazoljuk. Ha d = 1,
akkor az allitas nyilvan teljesiil. Tegyiik fel, hogy az allitas minden olyan bovi-
tésre igaz, amelynek fokszdma kisebb, mint d, és legyen [L: K| =d > 2.
Tegyiik fel, hogy L : K szepardbilis, és tetszlleges o € L-re 7y, , linearis
tényezékre bomlik L' felett. Legyen aw € L\ K. Ekkor a 4.4. Lemma szerint
1 pontosan r-féleképpen terjeszthetd ki K () — L’ injektiv homomorfizmusss,
ahol r az 1y, , polinom kiilénbézé gyokeinek a szdma L'-ben. Mivel o szepa-
rabilis K felett, ezért 1, , szepardbilis n(K) felett. A feltétel szerint 7, ,
linedris tényezékre bomlik L’ felett, igy 7, ,-nak pontosan [K (o) : K] darab
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kiilonb6z6 gyoke van L’-ben. Azaz n ennyiféleképpen terjeszthetd ki K («) — L'
injektiv homomorfizmussa.

Legyen ¥: K(a) — L' egy injektiv homomorfizmus, mely kiterjesztése -
nak. Tekintsiik az L : K(a) testbévitést. A Fokszdmtétel miatt [L : K(«a)] =
[L: K]
[K(a) : K]
lis. Legyen j3 tetszéleges L-beli elem. Ekkor mg r(a) | mg, i teljesiil K (a)[z]-
ben. Igy Ui, x| Vg teljesiil az L'[x] polinomgyfiriiben. Ezért Jpm, ..,
linedris tényezdkre bomlik L’ felett. Az indukcids feltevés szerint ¢ [L : K («)]-
féleképpen terjeszthetd ki L — L’ injektiv homomorfizmussa. fgy ismét a Fok-
szdmtétel alkalmazva azt kapjuk, hogy n-nak pontosan [L : K] darab kiterjesz-

tése van L — L’ injektiv homomorfizmusss.

Tegyiik fel, hogy a lemma feltételei nem teljestilnek, azaz vagy L : K nem
szepardbilis vagy van olyan o € L, amelyre 7, , nem bomlik linedris ténye-
z6kre L' felett. Ekkor van olyan o € L, amelyre az 7y, ,, polinomnak kevesebb
mint [K () : K| gyoke van, és {gy n legfeljebb [K (o) : K]-féleképpen terjeszthetd
ki K(a) — K injektiv homomorfizmussd. Az indukcids feltevés szerint minden
ilyen injektiv homomorfizmus legfeljebb [L : K («)]-féleképpen terjeszthetd ki
L — L’ injektiv homomorfizmussa. fgy n-nak kevesebb mint d kiterjesztése
van. Ezzel a lemmat igazoltuk. [l

< d, a 7.4. Kovetkezmény szerint pedig az L : K(a) bOvités normé-

A 8.6. Tétel bizonyitdisa. Tekintsiik az n: K — L, k — k injektiv homomorfiz-
must.

Tegylik fel, hogy az L : K bévités Galois-bévités. Ekkor a 8.7. Lemma alkal-
mazhat6 az 7 injektiv homomorfizmusra, és a lemma szerint  pontosan [L : K]-
féleképpen terjeszthet6 ki L — L injektiv homomorfizmussa. Az 2.22. Tétel pe-
dig éppen azt allitja, hogy ezek az injektiv homomorfizmusok izomorfizmusok.
Azaz |Autg (L)| = [L : K.

Tegyiik fel, hogy |Autg(L)| = [L: K]. Mivel az Autg(L)-beli izomorfiz-
musok mindegyike kiterjesztése n-nak, ezért az L : K bévités szeparabilis és
minden « € L-re 1y, = Ma, i linedris tényezékre bomlik L felett, azaz L : K
normalis is. Ennek kovetkeztében az L : K bovités Galois-b&vités.

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk. [l

8.8. Tétel. Legyen G véges részcsoportja Aut(L)-nek. Ekkor [L : ¢(G)] = |G|,
és gy az L : p(G) testbduvités Galois-bovités.

Bizonyitds. Legyen M C L linedrisan fiiggetlen vektorrendszer ¢(G) felett. Ek-
kor a 8.5. Tétel szerint a {T,, | « € M} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen az L
feletti L@ vektortérben, melynek dimenzidja |G|. Igy azt kapjuk, hogy

[L:o(G)] = M| <|G.
A 4.3. Tétel szerint |yo(G)| < [L: ¢(G)], azaz G C vp(G) miatt [L : o(G)]

|G| és G = vp(G). Mivel yo(G) = Auty(g)(L), ezért [Auty oy (L)| = |G| =
[L: o(G)], és gy a 8.6. Tétel szerint az L : p(G) bbvités Galois-b6vités. O

8.9. Tétel. Ha az L : K testbbuvités Galois-bévités, akkor |v(K)| = [L: K]
és K = @oy(K). Mdsrészt, ha az L : K bévités nem Galois-bvités, akkor
[v(K)| < [L: K] és K valddi részteste oy(K)-nek.
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Bizonyitds. Mivel v(K) = Autx (L), ezért a |y(K)| = [L: K| egyenldség a
8.6. Tétel kovetkezménye. A 8.8. Tétel szerint |v(K)| = [L : py(K)] is teljesiil,
mivel y(K) véges részcsoportja Aut(L)-nek. A fentiekb8l mar kovetkezik, hogy
K = ¢py(K), mivel K C oy(K).

Ha az L : K bévités nem Galois-bovités, akkor a 8.6. Tétel szerint

V(K| = [Autg (L)| < [L : K],

és igy K valédi részteste ¢y(K)-nak. O

8.2 Polinom Galois-csoportja

A testbévitések elméletének legfontosabb célja a polinomok és felbontési teste-
iknek vizsgalata.

Tegyiik fel, hogy f € KJz] és L az f polinom felbontdsi teste a K szdmtest
felett. Ekkor az L : K testb6vités Gal(L : K) Galois-csoportjat az f polinom
Galois-csoportjanak nevezziik, és Galg (f)-val fogjuk jelolni.

A Galg (f) csoport természetesen fiigg f-t6l és K-tdl, de nem fligg a felbon-
tasi test valasztasatol.

A 8.9. Tételt polinomokra alkalmazva a kovetkezot kapjuk.

8.10. Tétel. Legyen L az f € Klx] polinom felbontdsi teste K felett. Ha f sze-
pardbilis, akkor |Galg (f)| = [L : K] és K = o(Galg (f)); killonben |Galg (f)] <
[L: K] és K valddi részteste o(Galk (f))-nek.

A Galg (f) csoport egy tetszéleges o eleme az L test automorfizmusa. Sza-
munkra a legfontosabb az lesz, hogy o hogyan hat az f polinom gydkeinek
halmazan. A kovetkezd tétel szerint nem vesztiink informadciét, ha csak ezt a
hatast vizsgaljuk.

8.11. Tétel. Legyen L az f € K|[x] polinom felbontdsi teste K felett, és jelolje
R az f polinom L-beli gyokeinek halmazat. Ekkor tetszdleges o € Galg (f)-re
o|lr € Sk, és a

Galg (f) — Sr, o olr

leképezés injektiv homomorfizmus, azaz Galg (f) izomorf S\p| egy részcsoport-
javal.

Ha f irreducibilis, akkor Galk (f) tranzitivan hat f gydkeinek halmazin,
azaz ha « és  az f polinom gyokei f valamely felbontasi testében, akkor van
olyan o € Galg(f), amelyre o(a) = 8. Tegyiik fel, hogy f € K|[z] egy n-edfokd
polinom, amelynek n kiillonb6z8 gyoke van egy L felbontési testében és Galg (f)
tranzitivan hat f gyockeinek halmazan. Legyen m az f polinom « gyotkének
minimalpolinomja K felett, valamint § € L az f polinom egy tetsz6leges gyoke.
Ekkor van olyan o € Galg(f), amelyre o(a) = 5. Ezért

m(f) = m(o(a)) = o(m)(o(a)) = o(m(a)) = 0,

és igy m-nek legaldbb n gyoke van. Mivel m | f, ezért m = f. Azaz f irreduci-
bilis.
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8.3 Egy példa.

Legyen G permutaciécsoport az X véges halmazon. Az X halmazon definidljuk
a «~ relaciot a kovetkezdképpen:

T ey <=z =y vagy (zy) € G.

A «wC X x X reldcié nyilvan reflexiv és szimmetrikus. Tegyiik fel, hogy az
z,y,z € X elemekre teljesiil, hogy x «~ y és y «~ z. Ekkor (zy),(yz) € G.
Mivel G csoport, ezért (zz) = (zy) - (y2) - (zy) € G. Azaz (v2z) € G, és igy
x e~ z. Ezzel igazoltuk, hogy «w ekvivalenciarelacio.

Tegyiik fel, hogy G tranzitiv, és legyen rendre F,, illetve E, az z, illetve
y elemeket tartalmazo ekvivalenciaosztaly. Mivel G tranzitiv, ezért van olyan
o € G, amelyre y = o(z) teljesiil. Ha 2’ € E,, akkor x e~ 2’ miatt (v2') € G.
Igy

Gso Yxa)o = (o(x)o(z')) = (yo(z'))

miatt o(z') € E,. Azaz o(E,) C E,. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy |E,| <
|Ey|. Az z és y elemek szerepét felcserélve azt kapjuk, hogy |E,| = |E,|. Ezzel
megmutattuk, hogy barmely két ekvivalenciaosztily elemszama megegyezik.

fgy abban a specidlis esetben, ha X elemszdma primszam és G tartalmaz
legalabb egy transzpozicidt, akkor G tranzitivitasa miatt G az Gsszes transzpo-
ziciot tartalmazza, amelyek azonban generédljak Sx-et, igy G = Sx.

8.12. Tétel. Legyen p primszam, és tegyik fel, hogy f € Qlx] olyan p-edfoki
irreducibilis polinom, amelynek pontosan p — 2 darab valds gyoéke van. Ekkor

Galg(f) = S,

Bizonyitds. Legyen L C C az f polinom felbontéasi teste Q felett. Mivel f
irreducibilis, ezért Galg(f) tranzitivan hat f (L-beli) gyokeinek R halmazan.
Az ¢: L — L, z — % leképezés nyilvdn eleme f Galois-csoportjanak, és&|r € Sr
transzpozicié. fgy a

{G|R | (RS GalK(f)} < SR

permutaciécsoport tranzitiv és tartalmaz transzpoziciét. Ekkor az el6zoek sze-
rint {o|r | 0 € Galg(f)} = Sr. Tovébbd, a 8.11. Tétel szerint,

Galg (f) = Sr = 5,.
Ezzel a bizonyitast befejeztiik. O

Tekintsiik az f = 2° — 4z + 2 € Q[z] polinomot. A Schénemann-Eisenstein-
tétel szerint az f polinom irreducibilis.
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9. 4dbra: Az f = 2° — 4z + 2 € Q[z] polinom grafikonja.

A polinomnak pontosan 3 darab valés gyoke van, és az el6z6 tétel szerint
Galg(f) = Ss.

8.4 A Galois-elmélet fotétele és alkalmazasai

A Galois-elmélet f6tétele részleteiben irja le a fejezet elején bevezetett polaritést.
Az L : K véges testbdvitésre legyen
S(L:K)={H|H<Gal(L: K)},
F(L:K)={M|K<M<KL}.
Ekkor (S(L: K); C) és (F(L : K); C) részbenrendezett halmazok. Definidljuk
a ® és I' leképezéseket a kovetkezOképpen:
O:S(L:K)— F(L:K), H— o(H),
' 7/(L: K)—-S(L:K), M —~(M).

A O és T leképezések a 8.1. és 8.2. Lemmadk, valamint a 8.4. Kovetkezmény
szerint joldefinialtak.

8.13. Tétel (A Galois-elmélet FStétele). Legyen az L : K testbdvités véges
Galois-bovités. Ekkor teljesiilnek a kovetkezdk.

(i) A ® ésT leképezések rendezésfordito bijekcick, melyek egymds inverzei.

(i) A Gal(L : K) csoport bdarmely Hy C Hy részesoportjdra [He : Hi] =
[D(H,) : D(Hs)] teljesiil.

(iii) Az N < Gal(L : K) részcsoport pontosan akkor normdlis, ha a o(N) : K
bovités normdlis.

(iv) Tegyiik fel, hogy N normdlis részcsoport az L : K bbvités Galois-csoport-
jdban, és legyen o € Gal(L : K). Ekkor o|,n) € Gal(o(N) : K), és
a
Gal(L : K) — Gal(¢(N) : K), 0+ 0|y
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leképezés sziirjektiv homomorfizmus, melynek magja N . fgy

Gal(¢(N) : K) 2 G/N.

Bizonyitds. (i) A

Sub(G) = {M | Ko < M <L}, G ¢(G)
leképezés rendezéstarto bijekcio, melynek inverze az

{M| Ko< M <L} — Sub(G), M+ (M)

leképezés.

Ha H < G, akkor H véges, és igy H = yp(H). Ezért a ¢|gun(q) leképezés
injektiv. Ha Ky < M < L, akkor az L : M bovités normals és szeparabilis,
mivel L : K, Galois-bévités. Igy ©y(M) = M kovetkeztében ¢ sziirjektiv is,
melynek inverze | {ax,<m<r}-

(ii) A G csoport H részesoportja pontosan akkor normdlis, ha a o(H) : K
bovités normadlis.

Tegytik fel, hogy Ko < M < L és 0 € G. Ekkor Ky < o(M) < L. Vegyiik
észre, hogy

TEN(o(M)) < To(m ):U(m) (Vm € M)
— o tro(m) = (Ym e M)
o 'ro ey(M )
= Tea(y(M))o~

azaz y(o(M)) = o(y(M))o~1. Tegyiik fel, hogy H < G. Ekkor tetsz6leges
o € G-re

H=oHo " =o(yp(H))o™" =(o(p(H))),

igy o(H) = o(v(o(w(H)))) = o(p(H)) teljestil tetszleges o € G-re. Ez pedig
éppen azt jelenti, hogy a ¢(H) : Ko b6vités normalis.
Tegyiik fel, hogy a ¢(H) : Ky b6vités normélis. Ekkor tetszéleges o € G-re

H =~p(H) =~(0(p(H))) = o(v(o(H))o ™" = cHo ™,

azaz H normalis részcsoport G-ben.

(iii) Tegyiik fel, hogy H normdlis részcsoport G-ben. Ha o € G, akkor
ol € Gal(p(H) : Ko). A G — Gal(p(H) : Ko), 0 — a|¥,(H) leképezés
szurjektw homomorfizmus, melynek magja H. Igy Gal(p (H) : Ko) 2 G/H.

Mivel H < G, ezért a ¢(H) : Ky b6vités normélis. Igy tetszbleges o € G-
re o(p(H)) = p(H) teljesiil, azaz o| ) € Gal(p(H) : Ko). Megmutatjuk,
hogy a leképezés sziirjektiv. Legyen ¢ € Gal(p(H) : Ko). Mivel az L : ¢(H)
bévités véges és normadlis, ezért L valamely p(H) feletti polinom felbontdsi teste.
Ezért van olyan o: L — L automorfizmus, amely kiterjesztése {-nek. Azaz a
leképezés sziirjektiv. A fennmarado allitds a homomorfia-tétel kvetkezménye.
Ezzel igazoltuk a Galois-elmélet fétételét. O
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8.14. Példa. Legyen L = Q(~v/2,1), és tekintsiik a Q(v/2,1) : Q bévitést. Mivel
L az 2*—2 polinom felbontdsi teste Q felett, ezért az L : Q bbvités Galois-bévités.
Felhaszndlva, hogy L = Q(v/2 +1) és M50 = 28 4 428 + 22% + 2822 + 1, az
adddik, hogy |Gal(L : Q)| =[L: Q] =8. A 8.11. Tétel szerint

Gal(L : @) = Gal(L : Q)lR < S4,

ahol R = {V/2,—/2,iv/2,—iv/2} az x* — 2 polinom (komplex) gyékeinek hal-
maza. Legyen o € Gal(L : Q). Ekkor

o(V2) € {V2,-V2,iV2,—iV2} és o(i) € {i, —i},

mivel a Galois-csoport tetszéleges eleme a /2 €s i (generdld) elemeket minimdl-
polinomjuk egy-eqy gyokébe viszi.
Tekintsik a Galois-csoport azon o, T elemeit, amelyekre

o(V2)=iv2,  o(i) =1,
T(V2) =iv2,  1(i)=—i

teljesil. Fkkor
o(iv2) = —V2, o(—V2)=—-iv2, o(-iv2)=V72,

T(iv2) = V2, 7(=V2)=—-iV2, 7(—=iv2)=-V2.
Azonositsuk a V2, iv/2, —v/2, —iv/2 gyokoket rendre az 1,2,3,4 egészekkel.
Ekkor o|r = (1234), 7|lr = (12)(34), és

(olr,7|r) ={id,(1234),(13)(24),(1432),(12)(34),(24),(14)(23),(13)}.
Azaz | {o|r,T|R)| = 8 miatt
Galg(z* — 2) = Gal(L : Q) = (0|r, 7|r) = Du,

ahol Dy a négyzet szimmetriacsoportja.
Keressiink bdzist L-ben a Q(v/2) : Q negyedfoki és L : Q(v/2) mdsodfoki
bovitések felhaszndldsdval. A Q feletti Q(v/2) vektortérnek bdzisa az

1, \4/57 (\475)2 = \/57 (\4/5)3
vektorrendszer. A Q(v/2) feletti L vektortérnek pedig bdzisa az
1, i

vektorrendszer. fgy a Fokszdmtétel bizonyitdsdban ldtottak szerint L-nek mint
Q feletti vektortérnek bdzisa az

1, V2, V2, (V2)3,4, iv/2, iv2, i(V2)3 (14)

vektorrendszer. Hatdrozzuk meg a Galois-csoport H = (1) = {id, 7} részcso-
portjihoz tartozo fiztestet, azaz ®(H)-t. Legyen o az L test tetszdleges eleme,
és irjuk fel az o elemet a (14) bdzisban:

a=a+bV2+evV2+d(V2)3 +ei+ fiv2+ giv2 + hi(V2)3,
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ahol a,b,c,d e, f,g,h € Q. Ekkor
(@) = a+ fV2 — V2 — h(V2)3 — ei + biv/2 4 giv2 — di(V2)>.
Igy 7(a) = a pontosan akkor teljesil, ha

a=a, b=f, c= —c, d=—h,
€ = —¢€, f:ba 9g=9, h:_da

azaz

a=a+bvV2+a(V2)? 4+ biv2 + giv2 — ai(V2)?
=a+b(1+3)V2+d(1 —i)(V2)? + giV2.

A fentiek szerint a H részcsoport dltal fizen hagyott résztest:

O(H) = {a b1+ ) V2 + ci(V2)2 +d(1 — i) (V2)? | a,b,c,d € @}

= Q((1+4)V2,i(V2)%, (1= )(V2))
=Q(V2+iv2),
. N 4 s (V240V2)2 ,
mivel (1 —i)v/2 = i és i(v/2)? = — A L : Q bévités

kozbilsd testei és a Gal(L : Q) Galois-csoport részesoportjai hdldja a 4., illetve
5. dbrdn ldthatdk. (A 4. dbrdn zolddel jelolt M kozbilsd testekre az M : Q
bévités normdlis, illetve a 5. @brdn pirossal jelolt részcsoportok normdlosztdk.)

& =vV2—iv2
&= V2+iV2 Q

10. abra: A Q(i, v2) : Q bovités kozbiilsé testei.
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11. abra: A Q(i, v'2) : Q bévités Galois-csoportjanak részcsoportjai.

8.5 Az egyszeriiség jellemzés kozbiils6 testekkel

8.15. Tétel. Az L : K algebrai bévités pontosan akkor egyszerd, ha az L : K
bévités kozbiilsd testeinek szdma véges.

Bizonyitds. Tegytk fel, hogy az L : K testbovités kozbiils6 testeinek a szama
véges. Ekkor L végesen generalt K felett. Ha K is véges, akkor L : K is
véges. A tovabbiakban tegyiik fel, hogy K végtelen. Tegyiik fel, hogy r =
min{|A| | L=K(A)} > 2és L = K(ay,...,a,). Legyen M = K(aj,as) és
tetsz6leges w € K-ra legyen F,, = K (a1 + was). Ekkor vannak olyan K-beli
és v elemek, amelyekre 3 # v és Fg = F, teljesiil. Ekkor

az = (B—=7)""((a1 + Baz) — (a1 +va2)) € Fp.

Valamint oy = (o +fag)—Pag € Fgis teljesiil, igy L = K(a1+Pag, as, ..., )
ellentmondva az r-re vonatkoz6 feltevésnek.

Tegyiik fel, hogy L = K(«) egyszerii algebrai bévitése K-nak. Legyen m =
Mmq k. Legyenek a di,...,d; f6polinomok az m polinom irreducibilis osztéi
L[z]-ben. Tegyiik fel, hogy K < F < L, és legyen mp = mq . Ekkor mp = d;
teljesiil valamely ¢ € {1,...,k}-ra. Legyen mp = ag+a1z+- - - +a,z", valamint
legyen E = K(ag,...,a,). Ekkor E' < F és mp irreducibilis E felett. Mivel
L=FE(a),ezért [L: E]=mfy =[L:F|. Azaz F = E. O

8.6 Tétel a primitiv elemekrsl

8.16. Tétel. Ha az L : K testbovités véges és szepardbilis, akkor egyszeri.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy L = K(au, ..., o) éslegyen g = ma, i -+ - Ma, K -
Legyen N a g polinom felbontési teste L felett. Ekkor N a K test felett is
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felbontési teste g-nek. Igy az N : K bévités Galois-bévités és K = o(Gal(N :
K)). Mivel Gal(N : K) véges, ezért véges sok részcsoportja van, ami a Galoi-
elmélet Fotétele szerint azt jelenti, hogy az N : K testb6vités kozbiilso testeinek
a szama is véges. fgy az el6zo tétel szerint L : K egyszert. O
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VEGES TESTEK

E fejezetben az eddig kifejlesztett eszkozeink egy alkalmazasat mutatjuk be.

9.1 Véges testek leirasa.

Legyen K véges test. Ekkor char(K) = p > 0 (p primszdm) és K primtestét
azonositjuk Z,-vel. Mivel K véges, ezért K : Z,] is véges. Ha [K : Zy] = n,
akkor K n-dimenziés vektortér a Z, test felett, és gy K = (Z,)*. Ezzel az
alabbi allitast kaptuk.

9.1. Tétel. Minden véges test elemszama primhatvdny.

Most pedig azt mutatjuk meg, hogy tetszdleges p primszamra és n termé-
szetes szamra lényegében egy test van, amelynek elemszama p™.

9.2. Tétel. Legyen p primszam ésn természetes szdm. Ekkor van olyan K test,
amelynek pontosan p™ eleme van. A K test az f = aP" — x polinom felbontdsi
teste primteste felett. Ha az L test elemszama is p™, akkor L = K.

Bizonyitds. Legyen K az f € Z,[x] polinom egy felbontdsi teste. Mivel D, (f) =
—1, ezért f-nek pontosan p™ darab kiilonb6zé gyoke van K-ban. Felhasznélva,
hogy o € K pontosan akkor gyoke f-nek, ha o?" = «, azt kapjuk, hogy f
gyokeinek halmaza éppen R = {a € K | §"(c) = a}. Igy R olyan részteste
K-nak, amely felett f els6foku tényezOk szorzatara bomlik, azaz R = K.
Legyen L olyan véges test, melynek elemszama p™. Ekkor barmely u € L*-ra
uP" ! = u, azaz L minden eleme gySke az zP" — z polinomnak. Ezért L éppen
az 2P" — x polinom felbontdsi teste a primteste, azaz Z,, felett. fgy L=K. O

9.3. Kovetkezmény. Ha K véges test, melynek primteste Z,, akkor a K : Z,
bévités Galois-bovités.

9.4. Kovetkezmény. Ha az L véges test a K test bévitése, akkor az L : K
bévités Galois-bdvités.

9.2 Véges testek multiplikativ csoportja.

Ebben a részben a K véges test K * multiplikativ csoportjat vizsgaljuk részlete-
sebben. Mdr tudjuk, hogy (K*; -) Abel-csoport, azonban szerkezetének tovabbi
tanulmanyozasahoz sziikségiink lesz az alabbi csoportelméleti eredményekre.

9.5. Tétel. Tetszdleges (G; + ) véges Abel-csoport izomorf ciklikus csoportok
direkt szorzatdval:

Gngdl Xoee XZdS-
A ¢ izomorfizmust dgy is meg tudjuk vdlasztani, hogy d; | di teljesilion min-
den 1 < j < k < s-re, valamint s-et az a tulajdonsdg hatdrozza meg, hogy G
generdlhato s elemmel, de kevesebbel nem.
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A G véges csoport e((G) exponense az a legkisebb pozitiv k egész, amelyre
g* = 1 teljesiil minden g € G-re. Példaul az S3 csoport exponense e(S3) =
|Ss| = 6, mig e(Ss) = |S6|/12 = 60.

9.6. Kovetkezmény. Ha G véges Abel-csoport, akkor van olyan g € G elem,
amelynek rendje e(G).

9.7. Tétel. Legyen K tetszdleges test és G véges részcsoportja K™ -nak. Ekkor
G ciklikus.

Bizonyitds. Legyen n a G véges Abel-csoport exponense. Ekkor g™ = 1 teljesiil
tetszbleges g € G-re, azaz G minden eleme gyoke az ™ — 1 € K[z] polinomnak,
igy |G| < n. Mivel n < |G| nyilvén teljesill, ezért n = |G|. Azaz G ciklikus. O

9.8. Kovetkezmény. Ha K véges test, akkor K* ciklikus.

9.9. Kovetkezmény. Ha az L test véges, akkor az L : K testbovités egyszeri.

9.3 Véges testek automorfizmus-csoportja.

9.10. Tétel. Legyen K p"-elemd test. Ekkor Aut(K) = (F).

9.11. Ko6vetkezmény. Ha az L test véges és L : K testbévités, akkor Gal(L :
K) ciklikus, melynek rendje [L : K].
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HARMAD- ES NEGYEDFOKU POLINOMOK

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk meg, hogy az el6z6 fejezetekben leirt esz-
ko6zok miként kapcsolédnak a harmad- és negyedfoku polinomegyenletek meg-
oldésahoz.

10.1 A diszkriminans

Legyen f egy harmadfoku szeparabilis irreducibilis f6polinom a K szamtest fe-
lett. Ekkor az f polinom Galg(f) Galois-csoportja tranztivan hat a polinom
gyokeinek halmazan (az f polinom valamely felbontdsi testében). gy Galg f)
izomorf az As vagy Ss csoportok valamelyikével. Vajon hogyan tudnank eldon-
teni, hogy melyikkel?

A fenti problémat el6szor altaldnosabban vizsgdljuk meg. Legyen f egy

K feletti polinom, melynek gyokei aq,...,q, (multiplicitidssal) az f polinom
valamely L felbontdsi testében, valamint legyen R = {a1,...,a,}. Legyen
0= H (Oéj — Ozi).
1<i<j<n

Ha f-nek van tobbszoros gyoke, akkor § = 0, kiilonben az f polinom szeparabilis
és 6 # 0. Ha o € Galg(f), akkor

o(@)= [I (o(ay) =) = sgn(o)s,
1<i<jgsn
ahol sgn(o) a o permutécié paritdsa:

(o) 41, ha o péros,
sgn(o) =
& —1, ha o péaratlan.

A kovetkez6 esetek lehetségesek:
e § = 0; ekkor az f polinomnak van t6bbszoros gyoke.

e § € K\ {0}; ekkor § az f polinom Galois-csoportjanak fixtestében van,
azaz tetszbleges o € Galg (f)-ra

0 =o0(d) =sgn(o)9d,

igy sgn(o) = +1. Ez pedig azt jelenti, hogy Galk (f) csak paros permutd-
ci6kat tartalmaz, azaz Gal(f : K) < A,.

e § ¢ K; ekkor 4 nincs az f polinom Galois-csoportjanak fixtestében, igy
Galg (f) € A,. Mésrészt, a A = §2 elemet Galg (f) minden eleme fixen
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hagyja, gy 22 — A a § elem K feletti minimalpolinomja és [K (§) : K| = 2.
Ekkor a Galg (f) N A, részcsoport indexe 2 a Galg (f) csoportban, mivel

Galk (f)/(Galk (f) N Ayn) = (Galg (f)An)/An = Sn/A, = Cs.

Igy a Galois-elmélet Fététele szerint K () éppen a Galg (f) N A, részcso-
port fixteste, és Galg (f) N A, = Gal(L : K(9)).

A A = §? elemet az f polinom diszkrimindnsanak nevezziik. Megjegyezziik,
hogy ¢ fiigg a gyokok cimkézésétél, de A nem. A fentieket Osszefoglalva az
alabbi tételt kapjuk.

10.1. Tétel. Legyen f a K szamtest feletti polinom, €és legyen A az [ polinom
diszkrimindnsa, valamint L az f polinom valamely felbontdsi teste.

(a) Ha A =0, akkor az f polinomnak van t6bbszords gyoke.
(b) Ha A #0 és A-nak van négyzetgyoke K-ban, akkor Galg (f) < A,.

(¢) Ha A-nak nincs négyzetgyoke K-ban; akkor van egy § négyzetgyoke L-ben.
Galg (f) € An, és K(90) a Galg(f) N A, részcsoport fixteste.

A gyakorlatban ¢ és A értékét az aldbbi médon kaphatjuk meg (a gyokok

ismeret nélkiil). Legyen L tetsz6leges test, aq,...,a, € L. Ekkor az a1, ..., ay
elemekhez tartoz6 V(aq, . .., ap) Vandermonde-matrix az aldbbi L feletti n x n-
es matrix:

1 1 ... 1

al a2 P an

2 2 2

Blag,...,on) = a1 Qz o Oy

0[71171 a;zfl L. az—l

Korabbi tanulmanyainkbdl jél ismert, hogy

Viaa,...,an) =det(U(ag,...,a,)) = H (0 — ).

1<i<j<n
Ekkor
1 1 1
aq (%) Oy
2 2
d=V(a,...,an) =det ar a3 an , valamint
R
A =62 =det(BV(a,...,an) - Vlag,...,a,)T)
A VIR W
DYEED VRN W

— det A2 Az 0 A

/\n—l )\n e AQTL—Q
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ahol)\j:ajll—i—---—i—a{; (j €N). Ha f = 2% + a1 + ao, akkor

1 1
a1 Q9

5:det[ ]:aQ_ala
A= (ay— a1)2 = (a1 + 0[2)2 —4doion = a% — 4ay.

Ha f = 23 + ag2?® + a1 + ag, akkor

1 1 1
0 = det [ ap Qg ] = a2a§ — agag — a1a§ + alag + a%ag — 0[%0[2,
ai a3 of
3 A A
A=det [ A1 Ao A3 | =3XAs =322 = A+ 200003 — AL
A2 A3 Mg
Legyen 01 = a1 + as + as, 02 = aya + agag + asaq és 03 = 10203, Ekkor a
Viete-formulak szerint: o7 = —as, 02 = ay és 03 = —agp. Igy
A1 =01 = —ag,

Ay = 0'% — 209 = ag — 2aq,
A3 = U% — 30901 + 03 = —ag + 3a1a — 3aq,

A = 403071 + Uil — 40’20’% + 2(7% = ag — 4@1&3 + 4aqias + 2@%,

és
A = —4da3ap + a3a} + 18asarag — 4a3 — 27a3.

10.2. Példa. Tekintsik az f = 23 —4a? +3x +1 és g = 2® — 72?2 + 32 + 1
Qlz]-beli polinomokat. Mivel az f €és g polinomnak nincs raciondlis gyoke, ezért
irreducibilisek Q felett. Az f polinom diszkrimindnsa 49, ami négyzetelem Q-
ban, igy Galg(f) = As. A g polinom diszkrimindnsa 1300, ami nem négyzetelem
Q-ban, igy Galg(g) = Ss.

10.2 Harmadfoku polinomok
Legyen f egy harmadfoku irreducibilis fopolinom a K szamtest felett:
f =23+ asx® + a1z + ao.
Legyen g az f polinom %-eltoltja:
9= foays = (x — a2/3)® + as (x — az/3)* 4 a1 (x — az/3) + ag

=2+ a—la2 m—i—a—laa +3a3
- b T A

A p=ay— 3a} és q = ap— sa1az + Za3 jeldléseket bevezetve azt kapjuk, hogy
g=1"+pr+yq,

ahol a g € K|[z] polinom is irreducibilis f6polinom. Legyen L a g € K [z] polinom
egy felbontasi teste K felett, és legyenek ay, g, a3 a g polinom gyokei L-ben.
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A g polinom diszkrimindnsa A = —4p® — 27¢%. Ekkor a 10.1. Tétel szerint
[L: K(0)]=3¢és Gal(L: K(§)) = As.
1 3
Legyen e = —35 +i7 primitiv harmadik egységgyok, és bovitsiik az L testet
e-nal. Az L(e) testben tekintsiik a

B=m +6a2+62a3, ¥ =0 + %9 + ag
elemeket. Ekkor az e = 1 és € + €2 = —1 egyenlSségeket és a Viete-formuldkat
(o1 =1 +as+a3 =0, 00 = g + oz + azar = p és 03 = vyazaz = —q)

felhasznalva azt kapjuk, hogy teljesiilnek a kovetkezok:
37% = (01 = 302)°
= —27p°,
53 + ’y?’ = 20% — 90901 + 2703
= —27q.
Ezért 52 és v3 gyokei az 22 + 27qx — 27p? polinomnak, melynek gyokei

—27q++/729¢> +108p®  27q N V—27(—4p3 — 27¢?)
. __za

2 2
27
= —Tq + Z(2e+ VA
_ 27q | 3
=—=3 + 2(26+1)6,
azaz 3%,7° € K (g, 9). gy 3,7 € K (e, 9,3), mivel v = —3p/B. Végil,
-1
1 1 —
5(64-’}/) = 3(2(11 + (8—|—6 )(Oéz + 013)) =,
1 1
5(5264— ey) = §(20¢2 + (e +%) (o + as)) = ag,
1

1
g(sﬂ +e2y) = §(2a3 + (e + %) (a2 + a3)) = as.
10.3. Példa. Legyen f = x® + 922 + 332 + 47 € Q[z]. Ekkor f irreducibilis és
fos=(x—3)>4+9(x—3)2 +33(x — 3) + 47 = 2° + 62 + 2.

Legyen g = 234+ 6x+2. Ekkor A = —972 = —22.35 és5 33, v3 az 22 4 54x — 5832
polinom gyokei, melyek 54 és —108. Legyen [ = /54 = 33/2. Ekkor v =
—3-6/8 = —3/4, és a g polinom gydkei:

%(5+7):€/§—\3/Z,

f2f f(f+f)

-, f<f+f>

1
(B8 +er) =
5(85 +e?y) =
fgy az f polinom gyokei:

V2 - V4-3, ‘ﬁ;‘y——:’)i‘f(\fjtf)

Az f polinom Galois-csoportja Ss-mal izomorf.
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10.4. Tétel (Casus Irreducibilis). Legyen f € Q[z] olyan irreducibilis har-
madfoki polinom, amelynek minden gydke valds. Ekkor f egyik gyoke sem irhato
fel olyan gydkkifejezésekkel, amelyeknél mindegyik gyékvonds a valds szamtest-
ben marad.

10.3 Negyedfoku polinomok
Legyen f egy negyedfokt irreducibilis fépolinom a K szamtest felett:

f= 2t + a3z’ + asr? + a1z + ao.
Tekintsiik az f polinom “%-eltoltjat; legyen
9= foag/a =2t 4+ p2? +qr +r € K[z],
ahol

2
p:a2—§a3,

1
q= —§a2a3 + a1 + <az,

8
r=a +iaa2—laa—ia4
IR T e B R D LT s

A g € K|[z] polinom is irreducibilis f6polinom. Legyen L a g € K|[z] polinom egy
felbontdsi teste K felett, és legyenek aq, g, a3, g & g polinom gyokei L-ben. A
g polinom diszkrimindnsa:

A = 16p*r — 4p>q® — 128p*r? + 144pg*r — 27¢* + 2567,
Legyen G < Sy az f polinom Galois-csoportja. Mivel az
V = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
részcsoport normalis részcsoportja Sy-nek, ezért H =V NG < G. Legyen M =
O(H).
El6szor az M testet hatarozzuk meg. Legyen
p=o1+a, v=o3+os, E=o1+o.

Az a3 + as + ag + ag = 0 Osszefiiggés felhaszndlasdval adodik, hogy

1?2 = (g +az)? = —(a1 + az)(az + ag),
V2 = (a1 4 a3)® = —(a1 + as) (a2 + as),
(

& = (a1 + as)® = —(a1 + a)(az + as).
A fentiek szerint p?,v2,62 € M, és fgy K(u?,v?%,62) C M. Masrészt, ha o
olyan permutaciéja az oy, as,asz, ay gyokoknek, amely fixen hagyja a u?,v? és

€2 elemeket, akkor 0 € N. Ezért

Gal(L : K (u?,v%,€%) C H = Gal(L : M),
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aminek kovetkeztében M C K (u?,v%,€%). Azaz M = K(u?,1v2,£2). Egyszer
szamoléssal adédnak a kovetkezo egyenloségek:
p 4+ v+ & = —2p,
L2024 2E% 4 €22 = p? — A,
p€ = —q.
Ekkor a Viete-formuldk szerint p2, %, €2 az
23 4 2px? 4 (p? — 4r)x — ¢

polinom gyokei, amelyet a g polinom harmadfoku rezolvensének vagy kobos
rezolvensének neveziink. Igy

1

=t r e, ar= - =)
1 1

az = 5(—ﬂ+V—f)7 Qg = 5(—M—V+§),

és L= K(u,v,§).

10.5. Példa. Legyen f = 2* —2®—4a?+4x+1 € Q[x]. Tegyiik fel, hogy vannak
olyan legaldbb elséfoki u,v € Q[z] polinomok, amelyekre f = u-v teljesil. Mivel
f-nek nincs raciondlis gydke, ezért u* = v* = 2. Az f(0) = f(1) = f(2) =
eqyenldségek kovetkeztében u(k) = v(k), ha & € {0,1,2}. Igy a Lagrange-féle
intrpoldcids tétel miatt u = v. Ez pedig nem lehetséges. Azaz az f polinom
irreducibilis.

Legyen g = f 1= o 385m2 + 8 So + 3‘512 A g polinom kobéds rezolvense:

s 35, 195 225

S S TR
melynek gyokei: p?> =2, 1% = 15 —|— 3‘/_ , £2 = 15 3‘/_ A p, v és & elemeket
gy vdlasszuk meg, hogy € = —22 s teljesuljon pl.

3\/' 3\f
H= \/ 2

Ekkor a f polinom gydkei:

3

ap = ;(H+V+€)

3

1

4

1 1
0@2—5(H—V—€) 1
_|_

)

= urumg

%I»—tﬂkl»—‘

oy = %(—N—H-f)

Valamint, az f polinom Galois-csoportja izomorf Cy-gyel.
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Legyen K tetszéleges szamtest. Barmely f = 2% + a2® + b2 +cr+d € K|x]
negyedfokid fépolinomra az

y® —by? + (ac — 4d)y — ¢ — a*d + 4bd € K|[y]

polinomot f k6bos rezolvensének vagy harmadfoki rezolvensének nevez-
ziik.

10.6. Tétel. Legyen K tetszdleges szdmtest, f = x* +ax®+bx?+cx+d € K|x]

pedig tetszdleges negyedfoki fopolinom. Ha az s szdm gyoke f kobds rezolvensé-
nek, akkor f elddll

f=<x2+(g+q)x+§+r) (3324—(%—(1)3:—}—%—7")

alakban, ahol a q és r szamokat az aldbbi feltételek hatdrozzdk meg:

2 82

q2:az—|—s—b, r2:Z—d,

és q,r eldjele gy valasztandd, hogy 2qr = 5s — c teljesiljon.

10.7. Példa. Tekintsiik a 10.5. Példdban ldtott f = x*—2®—42? +4z+1 € Qlx]
polinomot. Az [ polinom kobés rezolvense:

23 + 42? — 8z — 33,

melynek gyokei: —3, —% + % Legyen s = —3. Ekkor a 10.6. Tétel szerint

i <x2_1+\/5x+\/5—3>_<x2_1—\/5x_\/5+3>.

- 2 9 2 2
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EGYENLETEK MEGOLDASA RADIKALOKKAL

11.1 Feloldhaté csoportok

A G csoport normallancénak nevezzilkk G részcsoportjainak egy G, ...,G,
sorozatat, amelyre

{1}:G0<1G1<1-"<1G7L_1<1G7L:G

teljesiil. A G;/G;—1 faktorcsoportokat e norméllanc faktorainak nevezziik; n
a normallanc hossza.

Azt mondjuk, hogy a G csoport feloldhatd, ha G-nek van olyan normél-
lanca, amelynek faktorai Abel-csoportok.2®

11.1. Példa. (a) Az S3 csoport feloldhatd, mivel a
{id} <« A3 < S3
normdlldanc faktorai Abel-csoportok, sét ciklikus csoportok:
As/{id} 2 A3 = ((123)), S3/A32=Ch.
(b) Az Sy csoport is feloldhatd, az
{id} «{id, (12)(34)} <« {id, (12)(34),(13)(24),(14)(23)} <« A4 <S5y

normdlldanc faktorai Abel-csoportok.

(c) Legyen G wvégesen generdlt Abel-csoport, pl. G = (g1,...,9n) (n €
N, g1,...,9n € G). Legyen G; = (g1,...,9n—;) (0 < j < n). Ekkor Go = G
és G; 9 Gj_1 teljestil minden j-re (1 < j < n), s6t a Gj_1/G; csoport ciklikus,
mivel Gj_1/Gj = (gn—j+1 + Gj). Igy a G csoport feloldhatd.

28Njiels Henrik Abel (1802. augusztus 5., Findg-szigetén (Stavanger kozelében), Norvégia
— 1829. 4prilis 6., Froland, Norvégia) norvég matematikus. Abel a teolégus és filolégus
Soren Georg Abelnek, és Ane Marie Simonsonnak a fia. Hat ldanytestvére volt. Abel 1821-ben
osztondijjal beiratkozott Christiania (ma Osld) egyetemére, amit 1822-ben el is végzett. 1825-
tél 1827-ig kiilfoldon dolgozott, f6ként Parizsban, Berlinben és Gottingenben. Visszatérése
utdn docens lett a Christianiai Egyetemen és Mérnokiskolaban. 1829-ben tuberkuldézisban
halt meg. Kutatdsai:

e 1821-ben ugy vélte, megtaldlta az 6todfokiu egyenletek gyokképletét és cikket nytj-
tott be a dan Ferdinand Degenhez, a Royal Society of Copenhagen folydiratdban valé
kozlésre. Miutdn Degen numerikus példakat kért, Abel felismerte eljardasanak hibajét.

e 1824-ben mér az 6todfoku egyenlet megoldhatatlansidgdt publikédlta egy tomor, hatol-
dalas cikkben.

e Az elliptikus fliggvényekkel is foglalkozott, ezen a teriileten Carl Gustav Jacob Jacobival
dolgozott egytitt.

Abelrél nevezték el az Abel-csoportot és az Abel-dijat.
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Az A, (n > 5) permutdciécsoport egyszeriliségére vonatkozo tételt bizonyitds
nélkiil kozoljik, a tétel bizonyitdsa megtaldlhaté Kiss E. [4]-ben (4.12.31. Tétel,
249-251. old.).

11.2. Tétel. Az A, alterndlé csoport n > 5 esetén egyszeri.
Mivel A, nem Abel-csoport, ha n > 5, ezért feloldhaté sem lesz.
11.3. Tétel. Legyen G csoport, H < G és N «G. Ekkor igazak o kovetkezok:
(a) ha G feloldhato, akkor H is feloldhatd;
(b) a G csoport pontosan akkor feloldhatd, ha N és G/N is feloldhatd.

11.4. Lemma. Legyenek G és K csoportok. Legyen H részcsoport G-ben, va-
lamint M és N olyan normdlis részcsoportok G-ben, amelyekre M C N teljestil.
Legyen tovdbbd p: G — K szurjektiv homomorfizmus. Ekkor igazak a kévetke-
20Fk.

(a) ker(p) <G és G/ker (p) = K;
(b) NNH<«H, NaNH és NH/IN=H/(NNH);
(¢) MaN, NN M <G/M és (G/M)/(N/M) = G/N.

A 11.4. Lemma bizonyitdsa megtaldlhaté [2]-ben és [4]-ben is. Az (a) allitas
Homomorfia-tétel, a (b) allitds I. Izomorfia-tétel, végil a (c) allitds pedig II.
izomorfia-tétel néven ismeretes.

A 11.8. Tétel bizonyitdsa. (a) Tegyiik fel, hogy G feloldhat6. Legyen
{1} =Go<G1<---<9Gp_1 <Gy =G
olyan normallanca G-nek, melynek faktorai Abel-csoportok. Ekkor
{1} =HNGy<HNG1<---<HNGp_1<HNG,=H
normallanca H-nak, melynek faktorai:

(HNG)/(HNGio1) = (HNG:)/(HNGi) NGiz1)  (Gie1 € Gy)
~ ((HNG;)Gi—1)/Giza (11.4.(b))
< Gi/Giza

maitt Abel-csoportok. Azaz H is feloldhaté.
(b) Tegytik fel, hogy G feloldhat6 és N < G. Legyen

{1}:G0<1G1<1--'<1Gn71<1Gn:G

olyan norméllanca G-nek, melynek faktorai Abel-csoportok. Mivel N részcso-
portja is G-nek, ezért az (a) allitds szerint N feloldhaté. Mivel N normaélis
részcsoport, G; pedig részcsoport G-ben, ezért N<NG;; legyen N; = (NG;)/N.
Tekintsiik a

q¢: G— G/N, g— Ny,
¢i: Ny — Ni/Ni_1, n— N;_1n
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természetes homomorfizmusokat. Ekkor ¢(G;) = {Ng | g € G;} = N; miatt a
(9gi)|c,; leképezés létezik és sziirjektiv homomorfizmus. Tovabbd, tetszéleges
g € G; elemre

g € ker ((qqi)|Gi) < Ng € NG — g € NGz;l,

Gi) =NG;_1NG;. I,gy

azaz ker ((qq;)

NZ‘/Ni,1 = Gi/(NGZ‘,1 ﬁGZ‘) (114(&))
= (Gi/Gi-1)/(NGi—1 N Gi)/Gi-1), (11.4.(c))

azaz N;/N;_1 izomorf a G;/G;_1 Abel-csoport egy faktorcsoportjival, igy maga
is Abel-csoport. Ezzel igazoltuk, hogy G/N is feloldhatd.
Tegyiik fel, hogy N <G-re N és G/N is feloldhatd. Legyenek

{1} = No< Ny <---<aNs_1 <Ns = N, illetve
N/N:NS/N4N5+1/N<1'"<]Ns+t_1/N<lN5+t/N:G/N

olyan normélldncok N-ben, illetve G/N-ben, amelyek faktorai Abel-csoportok.
Ekkor G is feloldhaté, mivel az

{1} = Nog< N1 <-+-<Ng_1 <Ny =N=N3<adNg11<4--<dNgy4-1 <Nyt = G
normallanc faktorai Abel-csoportok. O
11.5. Tétel. Az S, csoport n > 5 esetén nem feloldhato.

Bizonyitds. Mivel n > 5 esetén S,,-nek pontosan harom darab normalis részcso-
portja van: {id}, A,, S, és a A, nem feloldhatd, ezért a 11.3. Tétel miatt S,
sem feloldhato. O

11.2 Polinomok feloldhaté Galois-csoporttal

Legyen L : K tetszOleges testbovités, 8 € L. Azt mondjuk, hogy § radikal K
felett, ha ™ € K teljesiil valamely n € N-re.

Az L : K testbovités radikalbévités, ha van az L : K testbévités kozbiilsé
testeinek olyan Ly, ..., L, sorozata, amelyre teljestilnek a kovetkezok:

(1) Lo =K, L, = L,
(2) Lj = Lj—l(ﬁi)a ahol 61 € L radikal L;_ felett.

Legyen f tetsz6leges polinom a K test felett. Azt mondjuk, hogy az f
polinom radikalokkal megoldhatd, ha van olyan L test, amelyre az L : K
testbévités olyan radikdlbévités, amely felett f elséfoku polinomok szorzatara

bonthaté. Fontos megjegyezni, hogy az L test nem feltétleniil felbontéasi teste
f-nek.

11.6. Tétel. Legyen K tetszdleges test. Tegyiik fel, hogy az f € Klx] polinom
szeparabilis és Galois-csoportja feloldhatd, valamint char(K) t |Galk (f)|. Fkkor
az f polinom radikdlokkal megoldhato.
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Bizonyitds. Legyen d = |Galk(f)|, ¢ d-edik primitiv egységgyok és L = K (e).
Mivel char(K) 1 d, ezért L pontosan d darab d-edik egységgyokot tartalmaz.
Legyen N az f polinom felbontasi teste L felett, az N testben f gyokei legyenek
a1, ..., Qn, valamint legyen M = K(a1,...,a,). Mivel az N : L testb&vités
Galois-b6vités, ezért Galp(f) = Gal(N : L) fixteste L.

Legyen o € Galr(f). Ekkor o(M) = M miatt 0|y € Gal(M : LN M).
Tovabba, a

0: Galp(f) = Gal(M : LN M), o —o|m

leképezés homomorfizmus. Ha |y = idys, akkor o = idx, mivel
N =L(aq,...,an),
azaz ¢ injektiv homomorfizmus. Ekkor

GalL(f)T)»Gal(M LN M) < Gal(M : K) = Galg(f)

kovetkeztében Galy(f) is feloldhatd, igy van olyan
{ldN} = GO 4G < <G = GalL(f)

normallanca, melynek faktorai ciklikus csoportok.

A Galois-elmélet Fététele szerint a G; < Galp(f) részcsoportnak megfeleld
résztest legyen L; (0 <i<r). Ekkor L=L, < L,_1 <+ < L3 <Ly=N és
tetszbleges j € {1,...,r}-re teljesiilnek a kovetkezdk:

Lg : L, Galois-b6vités = Lo : L; Galois-bdvités
U (a Galois-elmélet Fététele)
Lj = ¢(Gj) és Gal(Lo : L;) =~(L;) = Gy,
valamint
Lo : Lj Galois-bovités és Gj_l < Gj = Gal(Lg : Lj)
| (a Galois-elmélet Fététele)
(p(Gj_l) : Lj normalis bovités és Gal(Lj_l : Lj) = Gj/Gj_l.
Mivel Gj/Gj/_l ciklikus, ezért az L;_1 : L; tesb6vités is ciklikus és [L;j_q : L;] =
|G/Gj-1|. lgy char(K) { [Lj—1 : L;], mivel d | [G;/Gj-1|, és van olyan f; €
L;_, radikdl L; felett, amelyre L;_; = L;(B). Igy az N : L b6vités radikal-

bévités, aminek kdvetkeztében az N : K bovités is az. Az f polinom N felett
elsofoku tényezdkre bomlik, ezért f megoldhatd radikélokkal. O

Ha a K test karakterisztikdja 0, akkor a 11.6. Tétel sokkal egyszertibbé valik.

11.7. Kovetkezmény. Legyen K test, melynek karakterisztikdja 0. Ha az
f € K[z] polinom Galois-csoportja feloldhatd, akkor az f polinom radikdlok-
kal megoldhato.
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11.3 Radikalokkal megoldhat6 polinomok

11.8. Tétel. Tegyiik fel, hogy az L : K testbdvités Galois-bévités, M = L(3),
ahol B gyoke az x™ — 9 € Llx] polinomnak, és char(K) t n. Ekkor van olyan
N : M testbévités, amely radikalbovités és N : K Galois-bovités.

Bizonyitds. Legyen e primitiv n-edik gy6k. Ekkor M (g)[z]-ben
n—1
" =1 = H(x — ek,
k=0

azaz M (e) felbontési teste az 2™ —¥ polinomnak L felett, amelynek n kiilonb6z6
gyOke van M (e)-ban, ezért M () : L Galois-b6vités (és radikdl bévités is). Le-
gyen f =[], cqa(r.x)(@" — o(V)), amelynek felbontdsi teste M (e) felett legyen
N. Ha v € N gyoke 2™ — o(19), akkor

n—1

2" —o(9) = [ (e~ "),

k=0

azaz N felbontdsi teste f-nek K felett is, és f szepardbilis M () felett. Ezért
az N : K b6vités is szeparabilis. Mivel tetszéleges T € Gal(L : K)-ra 75 = f,
ezért f € K|z]. Legyen g € K[z] olyan polinom, amelynek felbontdsi teste K
felett L. Ekkor N az fg polinom felbontési teste K felett, igy az N : K bévités
normalis, valamint radikalb&vités is. O

11.9. Tétel. Tegyiik fel, hogy az L = L,: L._1: ...: Ly: K , testbovitéseknek
olyan sorozata, ahol L; = L;—1(0;) és B; az ™ — 9; € L;—1 polinom gydke
(¢t = 1,...,r). Ha char(K) { ny---n,, akkor van olyan M : L testbSvités,
amelyre M : K Galois-bdvités és radikdlbdvités.

Bizonyitds. Teljes indukciéval igazoljuk az allitdst (r-re vonatkozd). Ha r = 1,
akkor M = L(e)-ra teljesiil az &llitds, ahol £ primitiv nq-edik egységgydk. Te-
gytk fel, hogy 7 —1 (= 1)-re teljesiil az allitas, legyen M,._1 : L,_1 olyan testbd-
vités, amelyre M,_; : K Galois- és radikalb6vités. Legyen m, = mg,. . ,,
és legyen [, irreducibilis osztéja az m, € M,_1[z] polinomnak. Legyen -~
az I, polinom gydke (valamely felbontdsi testében). Tekintsiik az i: L,_q —
M,_1, o — « injektiv homomorfizmust. Mivel i, (v) = my(y) = 0, ezért
van olyan j: L,_1(8,) — M,_1(v) injektiv homomorfzmus, amely kiterjesztése
i-nek. Feltehetd, hogy L < M,._1(5). Legyen M = M, _1(5,). Ekkor M,_q : K
Galois bévités, 3, gyoke az 2™ — 1, € M,_;[x] polinomnak és char(K) { n,. Igy
van olyan M, : M,_1(0,) radikdlb&vités, amelyre M, : K Galois-bévités. Az

My: My—1(8r): Myp—1: K

testlancot tanulmanyozva kapjuk, hogy M, : K radikalb6vités. [l

11.10. Tétel. Tegyiik fel, hogy az L = L,: L._1: ...: Ly: K , testbévitések-
nek olyan sorozata, ahol L; = L;—1(0;), i az 2™ —¥; € L;_1]x] polinom gyoke
(t=1,...,r) éschar(K) {ny---n,. Ha az f € K[z] polinom L felett elséfoki
polinomok szorzatdra bonthatd, akkor Galk (f) feloldhatd.
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Bizonyitds. Feltehet6, hogy L : K Galois-bévités. Ekkor L : L; is Galois-b&vités
minden i-re (1 < ¢ < r), tovdbbd az 2™ —¥; polinomnak van gytke L-ben, ezért
els6foki polinomok szorzatdra bomlik L felett. Ez pedig biztositja, hogy L
tartalmaz primitiv n;-edik egységgyokoket. Legyen n = lk.k.t.(n1,...,n,) és e
legyen egy n-edik primitiv egységgyok. Legyen L; = L;(¢) és G; = Gal(L : LY)
(¢=0,1...,7). Mivel L} : L}_, az ™ —1; € L,_,[z] polinom felbontasi teste,
ezért az L : L, bévités ciklikus. Tgy Gi a4 Giy és Gy_1/G; = Gal(L} : L)_,).
Ezért a Go = Gal(L : L) = Gal(L : K(e)) Galois-csoport feloldhaté. A K(e)
test az " —1 € K[x] polinom felbontési teste, ezért Gal(K (¢) : K) Abel-csoport,
és emiatt feloldhato:

Gal(K(e): K) =2 Gal(L: K)/Gal(L : K(¢)) = Gal(L : K)/Go

ezért Gal(L : K)/Gy is feloldhaté. Ez pedig azt jelenti, hogy Gal(L : K) is
feloldhat6. Legyen N < L az f polinom felbontdsi teste. A Galois-elmélet
Fotétele szerint:

Galg(f) = Gal(N : K) = Gal(L : K)/Gal(L : N),
azaz Galg (f) is feloldhaté. O

Ha a K test karakterisztikaja 0, akkor a 11.10. Tétel allitasa az alabbi médon
fogalmazhaté meg.

11.11. Kovetkezmény. Tegyik fel, hogy az L = L,: L._1: ...: Lo: K , test-
bbvitéseknek olyan sorozata, ahol L; = L;—1(6;), Bi az ™ —¢; € L;_1[x] poli-
nom gyoke (i =1,...,r). Ha az f € K|[z]| polinom L felett elséfoki polinomok
szorzatdra bonthatd, akkor Galk (f) feloldhatd.
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GEOMETRIAI SZERKESZTHETOSEG

12.1 Szerkesztés korzovel és vonalzdval

A szerkesztéshez haszndlhaté két legelemibb geometriai eszkdz a vonalzé?? és a

korz630. A legegyszeriibb 1épések, amelyeket ezekkel az eszkdzokkel megtehe-

tliink, a kovetkezok:

e A vonalzot két adott ponthoz illesztve megrajzolhatjuk a két ponton &at-
haladé egyenest.

e Két adott pont tavolsagat korzonyilasba vehetjiik.
e Adott pont koriil adott korzényilassal kort rajzolhatunk.
Uj pontokat pedig a kovetkezoképpen kaphatunk:
(E71) Két metsz6 egyenes metszéspontjat megkereshetjiik.
(E2) Egy kor és az azt metsz6 egyenes metszéspontjait megkereshetjik.
(E3) Két egymast metsz6 kor metszéspontjait megkereshetjik.

12.1. Definicié. Ha egy szerkesztési feladatot pusztdn az (E1)—(E3) lépések
véges sokszori alkalmazdsdval végzink, akkor a szerkesztést euklideszi szer-
kesztésnek nevezzik.

12.2 Szerkesztés valdos alaptest felett

A tovabbiakban az euklideszi szerkesztés algebrai leirdsat szeretnénk megadni
valos alaptest felett.

12.2. Definicié. Legyen H az S sik tetszbleges részhalmaza. Aze C S egyenest
H-egyenesnek nevezzik, ha e legalabb két kilonbozé S-beli pontot tartalmaz.
Ak =k(O,r) CS kir(vonala)t H-kérnek nevezzik, ha a k kér O kézéppontja
H-ban van, és r sugara megegyezik két H-beli pont tdvolsdgdval.

12.3. Definicid. Legyen H az S sik tetszbleges részhalmaza. Definidljuk o
E1(H), E(H) és E3(H) halmazokat a kovetkezdképpen:

e &1(H) azon P pontok halmaza, amelyekhez vannak olyan kiilénbozd e és
f H-egyenesek, amelyekre P =eN f;

29Fontos, hogy a vonalzé nem a hétkéznapi értelemben vett vonalzé, hanem egy végtelen,
egyélli és beosztds nélkiili szerkezet, amellyel barmely két adott ponton &t egyenes hizhaté.
30 A kérzénk tetszélegesen nagy nyildsi.
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o & (H) azon P pontok halmaza, amelyekhez van olyan e H-egyenes és k
H-kor, amelyekre P € e N k;

e &(H) azon P pontok halmaza, amelyekhez vannak olyan kilénbozé ki és
ko H-korok, amelyekre P € k1 N ks.

AHUE(H)UE(H)UE(H) halmaz elemei éppen azok a pontok, amelyek az
(E1)—(Fs) elemi szerkesztési lépések egyszeri végrehajtdsdval adddnak.

12.4. Definicid. Legyen adott az S sik H részhalmaza, amelybdl kiindulva de-
finidljuk o H; (i € No) halmazokat a kévetkezd maodon:

HO = H7
Hiy1=H;U 51(Hl) U 52(H1‘) U 53(H¢).

Valamint legyen E(H) = U2, H;. Azt mondjuk, hogy a P € S pont euklideszi
mddon (kérzdével és vonalzéval) megszerkesztheté a H ponthalmazbdl,
ha P e E(H).

Ha |H| < 1, akkor H-bdl 1j pontot nem tudunk szerkeszteni. Ezért a to-
vébbiakban feltessziik, hogy H legaldbb két pontot tartalmaz. A (H, P) pért,
ahol H az adott ponthalmaz, P pedig a megszerkesztend6 pont, szerkesztési
feladatnak nevezziik.

A geometriai problémét a koordindta-geometria segitségével fogjuk algebrai
problémava atfogalmazni. Ennek egyik kézenfekvé modja, ha felvesziink egy
Descartes-féle koordinata-rendszert: az adott H ponthalmazbdl kivalasztunk két
kiilonb6z6 pontot, amelyeket a tovabbiakban O, illetve E jeldl, és a koordinata-
rendszer tengelyeit ugy vessziik fel, hogy O az origd, E pedig az (1,0) pont
legyen.

| »
»

0 E

12. 4bra: az O = (0,0) és E = (1,0) pontok.

12.5. Allitas. (1) A H-beli O, E pontokbdl a két tengely megszerkeszthetd.
(2) Egy (a,b) pont akkor és csak akkor szerkeszethetd meg H-bdl, ha (a,0) és
(b,0) megszerkeszthetd.

(3) Valahdnyszor az (a,0), (b,0) pontok megszerkesztheték H-bol, mindannyi-
szor megszerkeszthetok a kévetkezd pontok is:

(1) (a+1,0), (—a,0),
(i) (ab,0), (1/a,0) (ha a #0),
(iii) (y/a,0) (ha a > 0).
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Bizonyitds. Az allitas (1) és (2) pontjaban szerepld szerkesztések nyilvanvaléak.
A szerkesztés a (3)(ii) esetben hasonldsdggal, a (3)(iii) esetben pedig Thalesz-

korrel egyszeriien elvégezhets (1d. 2. és 3. dbra). O
A A
(0, )4
(07 1)’
(0,1)& 0,1/a) 1
@0 (b0) (aﬁ, 0) > 1/a0) (L) (aj()) >

13. dbra: az (ab,0) és (1/a,0) pontok szerkesztése.

12.6. Definicié. A (H, P) szerkesztési feladat alaptestén a H-beli pontok ko-
ordindtdi dltal generdlt valos szdmtestet értjiik.

A

(0, va),

»

(“1.0) Va0 (@o)

14. abra: a (1/a,0) pont szerkesztése.

12.7. Definicié. Legyen K tetszdleges szamtest. Az L testet egyszeri négy-
zetgyokbdbvitésnek hivjuk, ha L = K (\/c) valamely nemnegativ ¢ € K szdmra.
Az L testet négyzetgybkbbvitésnek nevezziik, ha van K bévitéseinek egy olyan

K=KyCK C---CK; 1CK;=1L

sorozata, hogy minden j-re (1 < j <t) a K; test egyszerd négyzetgyok blvitése
Kj_1-nek, azaz K; = K;_1(,/¢j) valamely c; € K;j_1-re (¢; > 0).

12.8. Tétel. Legyen (H, P) tetszéleges szerkesztési feladat, melynek alapteste
K. Ekkor ekvivalensek az alabbi feltételek:

(1) P megszerkesztheté H-bol;

(2) K-nak van olyan L négyzetgydkbdvitése, amely P mindkét koordindtdjdt
tartalmazza;

(3) K-nak van olyan L', illetve L" négyzetgyokbduvitése, amely P elsd, illetve
mdsodik koordindtdjdat tartalmazza.

A tétel igazoldsdhoz szitkségiink lesz az alabbi egyszer(i lemmaéra.
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12.9. Lemma. Legyen f = ax®+bx + ¢ € R[] tetszbleges mdsodfoki polinom,
melynek diszkrimindnsa D = b?> — dac. Ha az f polinom qyékei o és 3, akkor

a, 8 € Q(VD).

12.8. Tétel bizonyitdsa. (1)==-(2): Mivel a szerkesztés véges sok kozvetlen szer-
kesztés egymas utdni végrehajtisa, ezért az aldbbi tényt beldtva mar adodik a
bizonyitandé allités:

Ha egy P pont a H ponthalmazbol kozvetleniil szerkeszthetd, s a H-beli pontok
koordindtdi dltal generdlt szamtest K, akkor a H U {P} ponthalmazbeli pontok
koordindtdi dltal generdlt szamtest vagy K, vagy egyszeri négyzetgyokbdvitése
K-nak.

Tegytiik fel, hogy P kozvetleniil szerkesztheté H-bdl, azaz P € H U &E1(H) U
Ey(H) U E(H). Koordindta-geometridbdl jél ismert, hogy a H-egyenesek, il-
letve H-korok egyenletének alakja:

ax + by = ¢, illetve
(z—v)* + (y —w)® =12,

ahol a,b,c,v,w,r> € K. A P pont koordinatdi két fenti alaki egyenletrend-

szer megoldasaként adodnak. Ha mindkét egyenlet egyenes egyenlete, akkor P
koordinétai szintén K-ban lesznek, mig a tobbi esetben az egyenletrendszer meg-
oldasa K-beli egytitthatés masodfoku egyenletre vezet; ha e masodfoku egyenlet
diszkrimindnsa D (D € K), akkor a 12.9. Lemma szerint P mindkét koordind-
tédja a K (VD) test eleme.

(2)=(3): nyilvdnvald.

(3)=>(1): Tegyiik fel, hogy wu, illetve v benne van a K test egy L', illetve
L" négyzetgyokbbvitésében. Legyen

K=K¢CK C---CK; 1 CK; =1,

ahol K; = K; 1(,/¢j) (¢;j € Kj_1, ¢j > 0) minden j-re (1 < j < t). Az 4lli-
tast j szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk, azaz belatjuk, hogy tetszoleges j-re
(0 < j < t) barmely Kj-beli valés szdm megszerkesztheté H-bél. Amibdl mar
kovetkezik, hogy v € L' = K; is megszerkesztheté H-bol. Hasonlé meggondo-
lassal kapjuk, hogy v € L” is megszerkeszthetd H-bdl, és {igy a P = (u,v) pont
is megszerkesztheté6 H-bol.

A 12.5. Allitas (3)(i) és (3)(ii) részébdl kovetkezik, hogy H-bol a K = K test
megszerkeszthetd. Tegyiik fel, hogy valamely j-re (1 < j <t) a Kj_; test elemei
megszerkesztheték H-bol. A 12.5. Allitds (3)(iii) részébél az is kivetkezik, hogy
/G megszerkeszthetd H-bdl, igy a K;_1U{,/c;} altal generdlt K; = K;_1(,/¢;)
test elemei is megszerkeszthet6k H-bdl.

Ezzel a tétel allitasat bebizonyitottuk. O

Tetszbleges u valds szadm esetén a (H,u) szerkesztési feladaton a (H, (u,0))
szerkesztési feladatot értjik.

A 12.8. Tételben a (2) és (3) feltételek ekvivalencidja mutatja, hogy a szer-
keszthet6ségre kapott algebrai feltételnél is mindegy, hogy a megfelelé négy-
zetgyOkbdvités 1étezését a P pontra (azaz mindkét koordindtdjdra egyidejileg)
vagy a koordindtakra kiilon-kiilon koveteljiikk meg. Ezért a 12.8. Tétel aldbbi
véaltozata egyenértékii az eredetivel.
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12.10. Tétel. Legyen (H,u) tetszdleges szerkesztési feladat, melynek alapteste
K. Ekkor ekvivalensek az alabbi feltételek:

(1) u megszerkeszthetd H-bol;

(2) K-nak van olyan L négyzetgydkbdvitése, amely tartalmazza u-t.

12.3 Nevezetes szerkesztési feladatok

A maij értelemben vett matematikaval az ékori gérogok kezdtek foglalkozni az
i.e. VL. szdzadban (Thalész és Piithagordsz). A matematikdnak azt a formdjat,
ahogy ma is ismerjiik és miuveljik, az i.e. V. szdzadban alakitottak ki. Ebben az
id6ben fogalmaztdk meg a harom klasszikus geometriai probléméat, amelyek sok
évszazadon at lazban tartottdk a matematikusokat. Mind a harom probléma a
geometriai szerkeszthet&ségre vonatkozott (korzo és (jeldletlen) egyenes vonalzd
segitségével).

Az eddig felhalmozott ismereteink segitségével mér egyszeriien megmutat-
hatjuk, hogy az alabbi nevezetes geometriai problémék mindegyike megoldha-
tatlan euklideszi szerkesztéssel.

12.3.1 A kor négyszogesitése.

A kérdés az, hogy lehetséges-e az egységsugaru korrel azonos teriiletli négyzetet
szerkeszteni.3t Az egységsugarti kor teriilete m, fgy a korrel azonos teriiletii
négyzet oldaldnak a hossza éppen /7. A kérdés tehdt — a 12.26. Kovetkezményt
felhaszndlva — az algebra nyelvén tgy fogalmazhaté meg, hogy a /7 szdm
foka 2-hatvany-e a a szerkesztés alapteste, azaz K = Q felett, ami ekvivalens
azzal, hogy a 7 szdm foka 2-hatvény-e a a szerkesztés alapteste, azaz K = Q
felett. Azonban a 7 szdm még csak nem is végesfoki, azaz transzcendens, Q
felett, igy a kor négyszogesitése euklideszi médon nem végezheté el. A 7 szdm
transzcendencidja kévetkezik példaul az alabbi tételbdl.

12.11. Definicié. Azt mondjuk, hogy az uq,...,u, komplexr szimok algebra-
ilag fiiggetlenek a raciondlis szdmtest felett, ha tetszbleges f € Qlaq,...,x;]
polinomra f(u1,...,u,) =0 pontosan akkor teljesil, ha f = 0.

12.12. Tétel (Lindemann—Weierstrass-tétel). Legyenekuy,...,u, € C al-
gebrai szamok Q felett. Ha uy,...,u, linedrisan figgetlenek Q felett, akkor az
e" ...,e" komplex szamok algebrailag fiiggetlenek az algebrai szamok teste fe-

lett, gy Q felett is.

Ha r = 1, akkor a Lindemann—Weierstrass-tétel alkalmazva azt kapjuk, hogy
ha u # 0 algebrai szam, akkor e* transzcendens. Mivel e!™ = —1 algebrai szam,
ezért ¢m nem lehet algebrai szam, azaz im transzcendens. Mivel ¢ algebrai, ezért
7 transzcendens.

31A kérdés az i.e. V. szdzad mésodik felében olyan népszerii volt, hogy Arisztophanész
a Madarakban (i.e. 414) mdr ginyolédik a kornégyszogesitékon. A probléma mindig is a
koztudatban maradt. Még Thomas Mann A vardzshegyében cim{i miivében is van egy szerepld
(Paravant 4llamiigyész), aki megszallottan keresi a megolddst.
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12.3.2 Szégharmadolas.

Lehetséges-e egy adott szog egyharmadat megszerkeszteni? A valasz altala-
ban az, hogy nem. Megmutatjuk, hogy 60°-os szdget nem lehet harmadolni,
azaz nem lehet 20°-o0s szoget szerkeszteni. A 20°-os szerkesztése azt jelenti,
hogy a P = (c0s20°,sin20°) pont szerkesztheté a O = (0,0), £ = (1,0),
P = (cos60°,sin60°) = (3, @) pontokbdl. Ekkor a @ = (cos20°,0) is szer-
keszthetd, mivel @@ nem m&s mint a P pontbdl az OF szakaszra allitott me-
réleges talppontja. Mivel a szerkesztés alapteste K = Q(v/3) és [K : Q] = 2,
ezért elegend6 azt megmutatni, hogy cos20° foka 2-hatvany Q felett. Legyen
a = cos20°, ekkor — felhaszndlva a cos3x = 4cos®z — 3cosx azonossigot
— azt kapjuk, hogy « eleget tesz az % = 423 — 3z egyenletnek, azaz gyoke a
423 —3z—1 € Q[z] polinomnak. Tekintsiik a 2(423—3z—1) = 82°—6z—1 € Z[z]
polinomot. A Rolle-tétel (3.7. Tétel) segitségével gyorsan kiderithetd, hogy ez
utébbi polinomnak nincs racionalis gyoke, igy a 3.9. Allits szerint irreducibilis
Q felett, igy a 423 — 3z — % polinom is irreducibilis Q felett. Ez azt jelenti, hogy
Meos200,Q = 423 — 32 — %, azaz cos 20° foka Q felett 3, ami nem 2-hatvany. fgy
a 60°-o0s sz6g nem harmadolhaté euklideszi médon.

12.3.3 Déloszi probléma vagy kockakett6zés.

Olyan kockat kell szerkeszteni, amely kétszer akkora térfogati mint egy adott
kocka.?? Legyen az adott kocka élhossza 1 méter, ekkor térfogata 1 m3. Fela-
datunk egy 2 m3-es kocka élének, azaz az o = /2 valds szdmnak a szerkesztése
a H = {0, E} halmazbél. Mivel a (H, v/2) szerkesztési feladat alapteste Q és
« minimalpolinomja Q felett a (3.4. Tétel szerint irreducibilis) 2* — 2 polinom,
ezért o foka 3 a raciondlis szamtest felett, igy nem szerkeszthet6 a 12.26. Ko-
vetkezmény szerint.

12.4 Szerkesztés komplex alaptest felett

Ha a sik pontjait (a Gauss-féle szdmsikon nekik megfeleltetett) komplex szdmok-
kal adjuk meg, akkor a valds alaptest feletti szerkesztéstdl eltéré — bér azzal
sok rokonsidgot mutaté — lehetéség adddik a szerkeszthet6ség problémajanak
algebrai targyaldsdra. Ennél a megkozelitésnél barmely (H, u) szerkesztési fela-
dat esetén a valds és a képzetes tengelyt gy vessziik fel, hogy a 0,1 szamoknak
megfelel6 pontok H-ban legyenek, és ezek utan gy tekintjik, hogy H C C és
u € C (Id. 15. dbra).

32Egy Skori legenda szerint a délosziak azt a jéslatot kapték, hogy csak akkor harfthatjak
el a pestisjarvanyt, ha Apollén templomaban a kocka alaku oltar helyett kétszer akkorat
allitanak.
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v

0 1
15. abra: a 0 és 1 pontok.

12.13. Allitas. (1) 0-bdl és 1-b6l (ahol 0,1 € H) megszerkeszthetd i.

(2) a+bi akkor és csak akkor szerkeszethetd meg H-bdl, ha a és b megszerkeszt-
heté.

(3) Valahdnyszor az z,w € C megszerkeszthetdk H-bol, mindannyiszor megszer-
keszthetdk a kévetkezd pontok is:

(i) 24w, —z,
(il) zw, 1/z (ha z #£0),
(i) £/z.

A (H, P) szerkesztési feladat alaptestén a H-beli komplex szdmok és
konjugaltjaik altal generalt szamtestet értjik.

12.14. Tétel. A szerkesztési feladat alapteste fiiggetlen a Gauss-féle szamsik
vdlasztdsdtol.

Legyen K C C tetsz6leges szamtest. Az L testet egyszerii négyzetgyok-
b&vitésnek hivjuk, ha L = K(y/c) valamely nemnegativ ¢ € K szdmra. Az L
testet négyzetgyokb6vitésnek nevezziik, ha van K bévitéseinek egy olyan

K=KiCK  C---CK; 1CK;=1L

sorozata, hogy minden j-re (1 < j < t) a K test egyszeri négyzetgyok bévitése
Kj_1-nek, azaz K; = K;_1(,/cj) valamely ¢; € K;_i-re (c; > 0).

12.15. Tétel. Legyen (H,u) tetszbleges szerkesztési feladat, melynek alapteste
K. FEkkor ekvivalensek az alabbi feltételek:

(a) u megszerkeszthetd H-bol;

(b) K-nak van olyan L négyzetgyokbbuitése, amely tartalmazza u-t.

12.5 Legfeljebb negyedfokd polinom gyokének szerkeszt-
hetdsége

12.16. Tétel. Legyen (H,u) tetszbleges szerkesztési feladat, melynek alapteste
legyen K. Ha u gyoke eqy K feletti masodfoki polinomnak, akkor u megszer-
keszthetd.
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Bizonyitds. A mésodfokd polinom gyokképlete alapjan u € K(y/c) valamely
c € K-ra. Igy u szerkesztheto. [l

12.17. Tétel. Legyen (H,u) tetszdleges szerkesztési feladat, melynek alapteste
legyen K. Ha u gyoke eqy K feletti harmadfoki polinomnak, akkor az aldbbi
hdrom feltétel ekvivalens egymdssal:

(a) u megszerkeszthetd,

(b) f minden olyan gyoke megszerkeszthetd, amely a szerkesztés szempontjabdl
szoba johet,

(¢) f-nek van gyoke K-ban.

12.18. Tétel. Legyen (H,u) tetszbleges szerkesztési feladat, melynek alapteste
legyen K. Ha u gydke egy olyan K feletti negyedfoki polinomnak, amelynek
nincs gyoke K-ban, akkor az aldbbi hdrom feltétel ekvivalens egymdssal:

(a) u megszerkeszthetd,

(b) f minden olyan gyoke megszerkeszthetd, amely a szerkesztés szempontjabdl
szoba johet,

(c) f kdbéds rezolvensének van gydke K -ban.

12.6 Szabalyos sokszogek szerkeszthetdsége

Egy olyan tétellel kezdjiik e részt, amely sok szerkesztési feladat esetén hasznal-
haté a nem-szerkeszthet&ség igazolasara.

12.19. Tétel. Legyen (H,u) tetszbleges szerkesztési feladat, melynek alapteste
legyen K. Legyen f € Klz]| olyan K felett irreducibilis polinom, amelynek u
gyoke. Ha az u pont megszerkeszthetd, akkor f fokszdma 2-hatvdny.

A szabélyos sokszogek szerkeszthetésége is klasszikus szerkesztési feladat.
A kérdés az, hogy milyen n > 2 egészek esetén szerkeszhets (adott korbe)
szabdlyon mn-szog. A vialaszt az aldbbi Gausstdl és Wanzeltdl szarmazo tétel
adja meg.

12.20. Tétel. Szabdlyos n-szog (n > 2) akkor és csak akkor szerkeszthetd, ha
n primtényezds felbontdsa

n=2"p---p, (k,r>0),

ahol p1,...,p, pdronként kulonbozé primek, és p1 — 1,...,p, — 1 mindegyike
2-hatvdny.

Az altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy a kor, melybe a szabélyos
sokszoget szerkesztjiik, egységnyi sugart, s a 0 kézéppontjaval és az 1 pontjaval
van megadva. Igy a szerkesztés alapteste Q. E korbe szabélyos n-szog pontosan
akkor szerkeszthetd, ha az a szabdlyos n-szog megszerkeszthetd, amelynek egyik
csucsa az 1 pont. Ezen szabélyos n-szog megszerkeszthetdsége pedig ekvivalens
az

2 .. 2w
Ep = COS — ~+18In —
n n
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cstcs megszerkesztésével. Az n-szdg n csicsa a kovetkezd:

& 2km 2km

€ cos — +isin— (k=0,1,...,n—1).
n n

n =

Egyszerti észrevétel, hogy tetszOleges n-re a szabdlyos n-szog szerkesztése
visszavezethetd primhatvany oldald szabalyos sokszogek szerkesztésére.

12.21. Tétel. (1) Bdrmely m,n > 1 egymdshoz relativ prim egészekre, €mn
akkor és csak akkor szerkeszthetd meg, ha €y, €s €, is megszerkeszthetd.
(2) Bdrmely n = p’fl ---p,’ft egész szdmra, ahol p1,...,p: pdronként kilon-
bozd primek, €, akkor és csak akkor szerkeszthetd meg, ha € i (j=1,...,t)
J

mindegyike megszerkeszthetd.
TetszOleges p primre a
®,=aP ' +aP P+ fa+1€Zq]
polinomot p-edik koérosztasi polinomnak,
Do = 2P~ 4 gP(P=D) g 1 € Za]
polinomot pedig p?-edik kérosztasi polinomnak nevezziik.
12.22. Tétel. Tetszbleges p primre
(a) ey gyoke ®,-nek, €,2 pedig ®p2-nek;
(b) a ®, és ®,2 polinomok irreducibilisek Q felett.
A tétel bizonyitasahoz sziikségiink lesz az alabbi szamelméleti eredményekre.

12.23. Lemma. Legyen p pdratlan primszam. Ekkor igazak a kévetkezok.

a) Hol<k<p—1,1<7j<pkésptj, akkor p?e =0 (mod p).
J

(b) Ho1<j<k<p-—1, akkor (25) = (l;) (mod p).

A 12.22. Tétel bizonyitdsa. (a) Hap =2, akkor eg = —1, 4 = i és P2 =z + 1,
®, = 22 + 1. Igy ebben az esetben (a) nyilvan teljesiil.
Tegyiik fel, hogy p péaratlan primszam. Ekkor €, Eg » 7# 1 miatt

eb -1
Cplep) =ep +ep P+t +1="F =0,
ep—1
P2 1
_ p—1) | _p(p—2) S
¢p2(8p2)—5§2p +6§2p +...+8£2+1—€§2_1—0.

(b) A @, polinom irreducibilitasa. Tekintsiik a (®,)  _, polinomot:

(@)1 = S(az + 1)k =Pt 4 ;,2_:1 <£> k1

k=0 k=1
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Mivel a 12.23. Lemma (a) 4llitdsa miatt p | (?),hal <k <p—1,ép?1 (}) =p,
ezért a Schonemann-Eisenstein-Tétel szerint (®,)_ _, irreducibilis Q felett, igy
a 3.5. Tétel kovetkeztében @, is irreducibilis Q felett is.

A ®,> polinom irreducibilitdsa. Tekintsiik a (®,2)  , polinomot:

S S > M ) I

k=0 j=0 j=0 \k=0

Legyen a; = Zz;é (pjk) (1<j<plp—1)). Haptj, akkor 12.23. Lemma (a)
kévetkeztében p | aj. Ha p| j, pl. j = pu (u € N), akkor

o (k) _ K [k P
o =om =3 (pu> E;@ _ <u+1).
[gy —szintén a 12.23. Lemma (a) allitdasanak a kovetkeztében— azt kapjuk,
hogy p | aj, mivel u+ 1 < p — 1. Ezért a Schonemann-Eisenstein-Tétel szerint

(<I>p2 ) _,_, irreducibilis Q felett, igy a 3.5. Tétel kovetkeztében @, is irreducibilis
Q felett. O

A 22" 41 alakd primszémokat Fermat-primeknek nevezziik. Az elsé 6t
ilyen szam,

20 _ 2! _ 22 _ 23 _ 24 _
22 +1=3,2° +1=5,2° +1=17, 2 +1=257, 2° +1=65537

mind primszam, 22° 11 = 641-6700417 azonban nem prim. A felsoroltakon kiviil
més Fermat-prim nem ismeretes, de az sem eldontott kérdés, hogy a Fermat-
primek szama véges vagy végtelen.

A 12.19. és 12.22. Tételekbdl kozvetleniil adodik az alabbi tétel.

12.24. Tétel. Legyen p tetszdleges pdratlan primszdm.
(1) €,2 nem szerkeszthetd meg.
(2) Ha p nem Fermat-prim, akkor €, sem szerkeszthetd meg.

Bizonyitds. Legyen n = p® (b € N), és tegyiik fel, hogy szabélyos n-szog szer-
™
keszthetd. Legyen x,, = cos —, y,, = sin2wn. Ekkor az (x,,y,) pont is szer-

keszthetd, {gy van olyan r € Ny, amelyre [Q(z,,y,) : Q] = 27 teljesiil. A Fok-
szamtétel szerint pedig:

[@(xmynai) : Q] = [@(mmymz) : @(mmyn)] : [@(xmyn) : @] =27+t
Mivel g, =, + iyn € Q(Xn, Yn, ), ezért
[Q(en) : Q] = 2° alkalmas s € N-re. (15)

Tegyiik fel, hogy b > 2. Ekkor szabélyos p?-sz0g is szerkesztheté. Mivel

Me ,,Q = Pp2, ezért (15) miatt

2° =[Q(ep2) : Q=m EQ’@ =&, =p(p-1).
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Ez azonban nem lehetséges, igy ellentmondasra jutottunk. Ezzel igazoltuk az
(1) allitast.
Tegyiik fel, hogy b = 1. Mivel m., o = ®,, ezért (15) miatt

2° =[Q(ep) : Q] = m;pQ =&, =p—1,
azaz p Fermat-prim. Ezzel igazoltuk a (2) allitést. O

12.25. Tétel. Ha p Fermat-prim, akkor €, megszerkesztheto.

Bizonyitds. Legyen p = 2° + 1 Fermat-féle primszam. Ekkor
[Q(ep) : Q =@; =p—1=27%,

Q(ep) felbontdsi teste a ®, polinomnak Q felett. Legyen G az ®, polinom
Galois-csoportja, azaz

G = Galg(®,) = Gal(Q(e,) : Q).

Allités. G ciklikus csoport.

Legyen o tetszéleges eleme a G csoportnak, tovabba legyen € = ¢,. Ekkor
®,, gyokei pontosan a primitiv p-edik egységgyokok, azaz e, €2, ..., P~ L. fgy ao
automorfizmust egyértelmfien meghatarozza o, ha eo = e*= teljesiil valamely
ko-ra (k, € {1,2,...,p—1}), akkor tetszéleges t € {1,2,...,p—1}-reclo = etho.
Tekintsiik az

w:G— Ry, o0k,

leképezést. Legyen « és [ tetszbleges eleme G-nek. Mivel tetszbleges t-re (t €
{1,2,...,p—1}) teljesiil, hogy
e(af) = (c'a)f = ethe g = cthaks,
ezért kog = kokg, azaz w homomorfizmus. Az w leképezés injektiv is, mivel
ow=1=c0=c<+=0=id

Azaz w injektiv homomorfizmus, igy G izomorf Rpy-vel. Mivel R, ciklikus, igy
G is az. Ezzel az allitast igazoltuk.

Legyen o a G csoport egy generdtora, és tetszéleges t-re (¢t € {0,1,...,s})
legyen G4, = <g2s_t>. Ekkor |G,_| = 2'. Jelolje L; a G, részcsoport fixtestét
( €{0,1,...,s}). Mivel

{ld}:ngGs—lggGO:G éS |GJ—1/GJ|:2(1<_]<S),
ezért a Galois-elmélet Fététele szerint
Q(8)2L82L571>"'>L0:Q és [LJLJ,1]22(1<]<5)7

Allités. Ha z € Q(¢,) és z = x + iy, akkor (x,y) szerkeszthetd.

Az allitast teljes indukcidval igazoljuk, megmutatjuk, hogy ha z € L; (j €
{0,1,...,8}) és z = x + iy, akkor (x,y) szerkeszthetd. Az allitds j = O-ra
nyilvan teljesiil. Tegylik fel, hogy (j — 1)-re igaz az allitds, és legyen a =
a1 +iay € Ly \ Lj_1. Ekkor mar, , = 22 + 2bx + ¢ € Lj_q[z], vala-
mint &« = —b + v, ahol ? = wo= 2 —c € L;_1. Legyen b = by + ibo,
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v=uv1+ivy és i = 1 + ipg = r(cos¥ +isind). Mivel pp € Lj_q, az indukcids
hipotézis szerint (p1, u2) szerkeszthetd, igy szerkesztheték az (r,0), (v/r,0) és
(£+/rcos(¥/2), £+/rsin(d/2)) pontok is. Felhasznélva, hogy b € L;_; miatt
(b1, b2) is szerkeszthetd az indukcids hipotézis szerint, végiil azt kapjuk, hogy
(a1, ) is szerkeszthetd. Ezzel az allitdst bizonyitottuk.

Mivel €, € Q(gp), ezért az (z,,yp) szerkeszthetd, azaz szabdlyos p-szog is
szerkeszthetd. O

12.7 A szerkeszthetOség sziikséges és elegendo feltétele
A szerkeszthet&ség egy sziikséges feltétele.

12.26. Tétel. Legyen (H,u) tetszdleges szerkesztési feladat, melynek alapteste
K. Ha u megszerkeszthetd H-bol, akkor u algebrai K felett, melynek foka 2-
hatvdny.

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy u € R szerkesztheté H-bdl. Ekkor v benne van a
K test egy L négyzetgyokbdvitésében. Legyen

K=KyCKiC---CKi1 CKi=1,

ahol K; = K; 1(,/¢j) (¢j € Kj_1, ¢; > 0) minden j-re (1 < j < t). Mivel
tetszoleges j-re (1 <j<t)a K, : K;j_1=K,;_1(,/¢) : Kj_1 b6vités els6- vagy
mésodfokd, ezért a Fokszamtétel (2.3. Tétel) szerint

[L:K]: [KtiKo] = li[[KjIKjfl] =2°

valamely s € No-ra. Ekkor a 2.18. Tétel szerint az L : K testbdvités algebrai,
igy u algebrai K felett és a 2.11. Allitas kovetkeztében u foka is 2-hatvany K
felett. O

A szerkeszthetdség egy elegendd feltétele.

12.27. Tétel. Legyen (H,u) tetszbleges szerkesztési feladat, melynek alapteste
K. Ha u algebrai K felett és u (K feletti) minimdlpolinomjdnak a foka 2-
hatvdny, tovabbd K (u) ezen polinom minden (komplex) gyokét tartalmazza, ak-
kor az u pont megszerkesztheté H-bol.

Az el6bbi tétel feltétele tdavolrdl sem sziikséges feltétele a szerkeszthetéség-
nek. Ha példaul Q az alaptest, akkor u = v/2 megszerkeszthetd, de Q(u) nem
tartalmazza az m Y50 = z* — 2 minimélpolinomjdnak &sszes gyokét.

A 12.15. Tétel szerint elegendd az alabbi (tisztdn algebrai) tételt igazolni.

12.28. Tétel. Legyen K tetszdleges szamtest, u € C pedig tetszdleges komplex
szdm. Ha u algebrai K felett és u (K feletti) minimdlpolinomjanak a fokszdma
2-hatvdny, tovdbbd K(u) ezen polinom minden (komplex) gyokét tartalmazza,
akkor K (u) négyzetgyokbdvitése K-nak.

Végiil, a szerkeszthetOség sziikséges és elegendo feltétele.

12.29. Tétel. Legyen (H,u) tetszbleges szerkesztési feladat, melynek alapteste
K. Az u pont akkor és csak akkor szerkeszthetd meg, u algebrai K felett, és u
K feletti minimadlpolinomjanak K feletti felbontdsi teste K-nak 2-hatvdny foki
bovitése.
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12.8 Hétkoznapi szerkesztési feladatok

A szerkesztési problémak esetében tobbnyire van a megszerkesztendé alakzatnak
olyan adata, amelynek segitségével az alakzat mar konnyen megszerkeszthetd.
A célunk az lesz, hogy erre az adatra a megadott adatok segitségével alkalmas
algebrai egyenletet &llitsunk fel. A szerkeszthetéség kivitelezhetOségét pedig
ezen polinom vizsgalataval dontjiik el.

A fenti eljarast néhany példan mutatjuk be.

12.30. Feladat. Megszerkesztheté-e az ABC derékszogl hdromszdg, ha adott
az AB dtfogojanak és az A csicsbdl kiinduld szogfelezdjének a hossza?

Az atfogd és az A cstcsbdl kiinduld szogfelezo hosszat jelolje rendre ¢ és f, a
szogfelez6 talppontja legyen D (1d. 16. dbra). A tovabbiakban az AC' befogé b
hosszéara fogunk egy algebrai egyenletet felirni, mivel b ismeretében a haromszog
mar egyszeriien megszerkesztheto.

B

16. abra.
A Szogfelezé-tétel szerint BD : DC = ¢ : b. Mivel DC = a — BD, ezért

DC =

bte”

Alkalmazzuk Pithagorasz tételét az ABC és ADC haromszogekre:

a?+b% =2,

2
a> +0% = f2.
A fenti egyenlOségek felhasznaldsaval azt kapjuk, hogy b gyoke a
p=(2c)2% — f?z — f?c

—=2
DC™ +b* = f?
C + f ;}(IH-C

polinomnak. Valasszuk a ¢ hosszisagot egységnyinek. Ekkor a szerkesztés K
alapteste az f &ltal generdlt szdmtest, a szerkesztendd b pont pedig a p € K|x]
masodfokid polinom gydke. A 12.16. Tétel szerint b — és {gy az ABC hiromszog
is — szerkeszthetd.
A p polinom gyokei:
24 /fi 8 22
4c '

Mivel a gyokok koziil nyilvan csak a poztiv johet széba, ezért

PR
o 4c '

b
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A szerkesztend6 haromszog csak akkor létezhet, ha 0 < f < c¢. Ezen feltétel
teljesiilése esetén azonban
4+ Vet 822

b =
< 4c “

azaz létezik a c atfogoju, b befogdju derékszogli haromszog.

12.31. Feladat. Megszerkeszthetd-e az ABC' derékszogli hdromszdg, ha adott
az BC' befogdjanak és az A csicsbdl kiindulé szogfelezdjének a hossza?

Az el6z6 feladat jeloléseit fogjuk haszndlni, tovdbbé az A csticsndl 1évE szoget
jelolje « (1d. 17. &bra).

B

17. &bra.

Ismét b-t szeretnénk megszerkeszteni, mivel b ismeretében mar az ABC ha-
romszog is megszerkesztheto. Keressiink olyan polinomot, amelynek egytitthatoi
a szerkesztés alaptestében vannak.

Felhasznalva, hogy az «a szoghoz tartozé szogfelezd hossza

_ 2be cos 2
Cb+tec 2’
b
valamint ¢ = a? — b? (Pithagorasz-tétel) és cos% =% azt kapjuk, hogy
po_2 b % 11
1 1 f f2 b ¢
— + —
b ¢

> c(20® — f*) = f%
— C2(2b2 _ f2)2 _ f4b2
= (a® +b7)(26% — f2)? = [,
azaz b gyoke a p = 428 +4(a® — f2)2* —4a® f22? +a® f* polinomnak. Mivel b pon-

tosan akkor szerkeszthetd, ha b? szerkeszthet, ezért jelen esetben érdemesebb
b2-et valasztani szerkesztendd adatnak, mivel b2 a harmadfoku

42 + 4(a® — f2)a? — 4ad® f2x + d® f* (16)

polinomnak gyoke.
Megmutatjuk, hogy az a és f hosszusdgok alkalmas valasztdsa esetén az
ABC héaromszog 1étezik, de nem szerkesztheté meg.
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Legyen a = f = 1, ekkor a szerkesztés alapteste Q, és (16) szerint b? gyoke
a 4z3 — 4z + 1 € Q[z] polinomnak. Rolle tételét (3.7. Tétel) alkalmazva azt
kapjuk, hogy e polinomnak nincs racionélis gyoke. fgy a 12.17. Tétel szerint b2
nem szerkeszthetd, de a hdromszog létezik (b ~ 0,915).
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MAPLE, PONTOSABBAN MAPLE 8

Ezen fejezetben azt szeretnénk bemutatni (a teljesség igénye nélkiil), hogy
milyen médon hasznalhatjuk fel a szamitégépes algebrai rendszerek nyujtotta
lehet&ségeket. A példdkban a Maple programcsomag utasitdsai szerepelnek,
ezért azokban —tobbnyire— a Maple szintaxisidt hasznaljuk.

13.1 Polinomok irreducibilitasa

A feladatok megolddsa soran gyakran keriiliink szembe olyan probléma melynek
sordn valamely Z vagy K feletti (K test) polinomrdl kell elddnteniink, hogy
irreducibilis-e. A Maple-ben két iranybdl is kozelithetiink a probléma felé, az
irreduc, illetve a factor utasitasok alkalmazasaval.

irreduc(f) | az f € Qx] polinom irreducibilitisdnak ellendrzése, visszatérési

érték: true, ha az f polinom irreducibilis, illetve false, ha nem irreducibilis.

1. Példa.

> irreduc(x? +1);
true

> irreduc(x’ —4*x® +6%x® —5xx* —3xx3+4xx? —x—1);

false

A maésodik esetben azonkiviil, hogy az f polinom nem irreducibilis sajnos m&s
informéciét nem kaptunk. Ezen a hidnyossagon fog segiteni a factor utasités.

factor(f) | az f € Q[z] polinom felbontdsa irreducibilis tényezdk szorzatdra,

visszatérési érték: az f polinom irreducibilis felbontdsa.

2. Példa.

> factor(x® + 1);
8 +1

> factor(x® —7*x" +15%x® — 5% x® — 14 % x* + 7T+ x5+ 3% x2 —3xx — 1);
(z* =323 + 22 + 2 — 1)(2? — 22 — 1)?

Igy az 8 +1 polinom irreducibilis Q felett, mivel az utasités visszatérései értéke
énmaga, az 2% — 727 + 1525 — 52° — 142 + 723 + 322 — 32 — 1 polinom azonban
nem irreducibilis.

Mindkét utasitas esetében igaz, hogy nem csak Q felett, hanem Q véges foku
algebrai bévitéseiben is miikddnek. Példaként tekintsiik a Q felett irreducibilis
f = 2® + 1 polinomot. Vajon irreducibilis-e a Q(v/2) test felett az f polinom?
A /2 valés algebrai szamot a minimalpolinomjival Root0f(x? — 2) alakban
adhatjuk meg.
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3. Példa.
> f:=x841;
> irreduc(f,Root0f(x?— 2));
false

Azaz Q(v2)[z]-ben az f polinom mér nem irreducibilis. Allitsuk el8 az irredu-
cibilis felbontsat is!

4. Példa.

> restar;
> fi=x8%41;
> factor(f, {Root0f(x? —2)});

(z* + 22RootOf(_Z? — 2) + 1)(2* — 22RootOf(_Z?% — 2) + 1)
Egy kicsit szebbé tehetjiik, ha a , RootOf”-os kifejezést helyettesitjiik.
> alias(alpha = Root0f(x% — 1)) :
> factor(f, {alpha};

(x* + 2%+ 1) (2* — 2%2a + 1)

Most prébélkozzunk a Q(v/2,1) testtel. A célunk az, hogy elsé fokt polinom
szorzatara bontsuk f-et.

5. Példa.

> restar;

> f:=x841;

> alias(alpha = Root0f(x? — 1), beta = Root0f(x?+ 1)) :
> factor(f, {alpha, beta};

(222 4+ a — Ba) (222 + a + pa)(22? — a + Ba)(22? — a — Ba)
16
Ez mar majdnem j6 — legalabbis a polinom gyokeit mar konnyen megkaphatjuk
—, de még nem tokéletes.
> alias(epsilon = Root0f(x®+1)):
> factor(f, {epsilon};
(z+e%)(—z+e)(—a+e)(—z+e)(x+e3)(z+eT)(x+e)(—x +e¢)
Ez mér tokéletes. Igy az f polinom felbontési teste Q(e)

Azt fontos megjegyezni, hogy a Root0f utasitds argumentuma irreducibilis
kell legyen.

13.2 Minimalpolinomok meghatarozasa

Ez mar egy kicsit bonyolultabb feladat. A Maple egy érdekes eljardst kindl e
probléma , kozelit6” megoldasara.

MinimalPolynomial (r,n) ‘ az eljaras eqgy legfeljebb n-edfoki egész egytitthatds

polinomot ad visszatérési értékil, amelynek az r algebrai szdm kozelitése gyoke.

Azaz nem feltétleniil az r algebrai szam minimélpolinomjat kapjuk meg!!!
Els6 példankban a /2 (2-foki) algebrai szdm minimdalpolinomjét hatarozzuk
meg.
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=2}

. Példa.

restart :
with(PolinomialTools):
T := sqrt(2);
mp[1] := MinimalPolynomial(r,1):
mpy = —8119 4 5741 % _X
> mp[2] := MinimalPolynomial(zr,2):
mpy = —2 4+ _X?2

V V V V

Az mp[1] polinomnak biztosan nem gydke a v/2, de a polinom egyetlen gydke
jol kozeliti v/2-t. A maésodik esetben mér egy Q feletti irreducibilis polinomot
kaptunk, amelynek /2 gyke, igy mps a minimalpolinom, azaz mps = m V3.0
Most mar batran nekivaghatunk valami bonyolultabbnak is, példaul az r =
V2 + /3 + /5 algebrai szdm minimalpolinomja meghatérozasanak. Vigyézat,
»a nemzetkozi helyzet egyre fokozddik”: ezen a ponton egy a szamitogépével
kevésbé barati viszonyt apold ,,Homo sapiens sapiens” esetleg mar megriadhat.

7. Példa.

> restart:
> with(PolinomialTools):
> r:= sqrt(2) + sqrt(3) + sqrt(5);
ri=v2+V3+ V5
Egyszerre tébb polinomot is ki fogunk iratni egy un. for-ciklussal:

> for n from 1 to 8 do mp[n]:=MinimalPolynomial(r,n) od;
mpy := —15415 4 2864_X
mpo = 117 — 673X + 121_X?
mps := 237+ 50_X —39_X2 +4._X3
mpy = —26 +46_X — X2 - 12.X3+2.Xx*
mps = —26 +46_X — _X? - 12.X3 +2_Xx*
mpe == —7+ 18X —21_ X2 +10_.X3 +10_.X* - 29 X° +5_X6

mpr =23 —6.X +4.X? - 17 X347 X*-21.X° - 7.X6 +2 X"

mpg =23 —6.X +4.X? 17 X34+ 7.X*-21.X° - 7.X6+2.X"
Sajnos, ezen polinom egyikének sem gyoke r. Noveljik a szamitdsok pontossa-
gat. Mostantdl szamoljunk 30 értékes jegyre pontosan (ezt a Digits paraméter
értékének bedllitasaval fogjuk elérni).
> Digits :=30:
> for n from 1 to 8 do mp[n]:= MinimalPolynomial(r,n) od;

mp; = —32078891133454 + 5960035364353 _X
mpy = —1643893970 — 1838934657_X + 398406975_X>
mps3 := 2087394 — 28718181 _X — 1983070_X 2 + 1346378_X3
mpy 1= 48001 + 934452_X + 204309 X2 — 172777_X3 + 18998_X*
mps 1= 23336 + 78529_X — 73162_X2 + 29751 _X3 — 70156 _X* + 12378_X°
mpe = 8009 + 10231_X — 27737_X? — 8069_X?3 4 19675_X* — 8337_X° + - --
mpr := —1033 + 7130_X + 6309_X? + 989_X3 + 1463_X* — 3046_X5 + ...
mpg == 576 — 960_X?2 + 352_X* — 40_X6 + X8

Az mpg polinomnak gyoéke r. Mivel ezen polinom irreducibilis is, ezért megvan
a minimalpolinomunk: M54 /34+vEQ = 076 — 96022 + 3522* — 4025 + 8.

A kovetkezo példa azt mutatja, hogy hasznos, ha tudunk valamilyen infromé-
ci6t az algebrai szdm fokszamardl. Hatarozzuk meg az 7 = 1+ v/2+ v/5 algebrai
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szadm miniméalpolinomjat Q felett. Azt mar tudjuk, hogy r foka legfeljebb 12.
Igy csak a szamitas pontossagat fogjuk valtoztatni.

8. Példa.

> restart:
> with(PolinomialTools):
> r:=1+root[3|(2) + root[4](5);
ri=1+201/3) 4 5(1/9;
> Digits:= 20 : mp[20] := MinimalPolynomial(r, 12);
Mpao =33 —5.X —15.X2 — 111.X3 + 24 X* +11.X° + - --
> Digits:= 30 : mp[30] := MinimalPolynomial(r, 12);
mpso := 309 — 332_X + 5_X?% 4 133_.X3 — 313_X* + 230_X5 + - --
> Digits:= 40 : mp[40] := MinimalPolynomial(r, 12);
mpao = 1382 + 52_X + 128 X2 + 3225_X3 — 505X + 2067_X° + - - -
> Digits:= 50 : mp[50] := MinimalPolynomial(r, 12);
mpso = 496 — 2304_X + 5040_X? — 5664_X3 + 3288_X* — 1584 X° + - -
> irreduc(mp[50));
true

Az mp20, MP30, MPao polinomoknak nem gyocke r, de az mpsg ireducibilis
polinomnak mar igen. Igy
My, s, y5.g = 496 — 2304_X + 5040_X* — 5664 X" + 3288 X"
— 1584_X° +1200_X° — 960_X" + 552_X8
— 228 X% +66_X10 —12 X1t + _Xx12

13.3 Galois-csoport meghatarozasa
Ez egy nagyon egyszeri feladat a Maple-nek, de ...

galois(f) | az f irreduciblis polinom Galois-csoportjit hatdrozza meg, sajnos
csak f* <9 esetén. Az eljdrds visszatérési értéke az aldbbi elemekbdl dll:

1. A Galois-csoportot leiré név G. Butler és J. McKay ”The Transitive Gro-
ups of Degree up to Eleven” cimi cikke alapjdn, amely (Communications
in Algebra, 11(8) 1983). Példaul "8T24” jeloli a 24-dik csoportot a listd-
ban, amely egy 8-adfoki tranzitiv permutdciocsoport.

2. Egy masik név J. H. Conway, A. Hulpke és J. McKay ”On Transitive
Permutation Groups” cimi cikke alapjin (London Mathematical Society
Journal of Computation and Mathematics).

3. Egy karakter, amely a permutdcidcsoport paritdsdt jeloli (" +7 a pdros
csoportokra, azaz az alterndld csoport részcsoportjaira, és” —" a tobbire).

4. A Galois-csoport rendje.
5. A Galois-csoporttal izomorf permutdciocsoport generdtorai.

A jeldlések megértéséhez nyujthat még segitséget a Maple ,,Help”-jében a Mathe-
matics/Discrete Mathematics/Combinatorics/Permutations/transgrp helyen ta-
ldlhato leirds.



13.3 GALOIS-CSOPORT MEGHATAROZASA [88]

9. Példa.
> restart:
> galois(x? +x3 4+ x? +x + 1);
774T1”, {770(4)” }’ » _” , 4’ {77 (1 2 3 4)77}

Az 2* 4+ 23 + 2% +  + 1 € Q[z] polinom Galois-csoportja izomorf C(4)-gyel.?3
> galois(x*+x®>+ 5% x? + 8xx + 4);

774T2”, {77E(4)77 , ”2[)(]2” }’ 9 _|_ 9 , 4’ {77 (1 4)(2 3)77 , 9 (1 2)(3 4)”}
Az 2% + 2% + 522 4+ 81 + 4 € Q[z] polinom Galois-csoportja izomorf E(4)-gyel.?*

> galois(x* +x3 +x2 4+ 2% x + 4);
4T3, {"D(4)},” —=7,8,{7(1234)7,7(13)"}
Az 2* + 2% + 2% + 22 + 4 € Q[z] polinom Galois-csoportja izomorf D(4)-gyel.®>
> galois(x*+ x>+ 4% %%+ 7xx+ 8);
AT {7 A4)"},7 4+ 7,12,{7(234)7,7(124)”}
Az x* + 2% + 422 + Tz + 8 € Q[z] polinom Galois-csoportja izomorf A(4)-gyel.?6

> galois(x? +x3 4+ x? + x + 2);
774T5” , {775(4)77 }’ b _ ” , 24’ {77 (1 4)77 , ” (3 4)” , 2 (2 4)”}
Az 2% + 23 + 22 + x + 2 € Q[z] polinom Galois-csoportja izomorf S(4)-gyel.”

33 Azaz a négyelemfi ciklikus csoporttal (Z4).

34 Azaz a Klein-csoporttal (V 2 Zs X Zs).

35 Azaz a 4-edfoki diédercsoporttal (Dy).

36 Azaz a 4-edfoku alterndlé csoporttal (Ag).

37 Azaz a 4-edfoki szimmetrikus csoporttal (S4).
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KIS FOKSZAMU POLINOMOK GALOIS-CSOPORTJAI

Legyen Py, i (n € N) az aldbbi polinom halmaz:
Pn,k = {xn + an—lxn_l +---taix+tap € Z[I] | Inax{an_l, ...,aq, CLQ} < k} .

Ebben a fejezetben a P, 4-beli irreducibilis polinomok Galois-csoportjat vizs-
galjuk meg n € {2,3,4,5,6}-ra. A tovabbiakban sy jeloli az

{f € Pax | Galg(f) = G}

halmaz elemszamat.

13.1 Harmadfoku irreducibilis f6polinomok

A P37 polinom halmaz elemszama 153 = 3375. Ebbél az irreducibilis polinomok
szama 2718. A Galois-csoportjuk szerinti megoszlasuk pedig a kovetkezd:

G s Lo o | i ] s ] s | s
Az 0 4 10 18 25 36 48
S3 12 | 68 | 216 | 496 | 976 | 1668 | 2670

13.2 Negyedfoku irreducibilis f6polinomok

A Py 4 polinom halmaz elemszdma 9% = 6561. Ebb6l az irreducibilis polinomok
szama 4712. A Galois-csoportjuk szerinti megoszlasuk pedig a kovetkezd:

G || S1 | S92 | S3 | S4
Zy 2 2 4 20
Vi 2 6 9 32
Dy || 10| 70 188 444
Ay 0 2 8 12
Sy || 20 | 274 | 1382 | 4204

Néhdany Py 3-beli polinom, melynek Galois-csoportja izomorf Z,-gyel:

a2+ 41, z* 4+ 322 — 22 -3z + 1.

Néhany Py 3-beli polinom, melynek Galois-csoportja izomorf V4-gyel:
at — 2% +1, 41,

x4 322 + 1, ot + a2+ 222 — x4+ 1,
x4+ 223 + 222 — 22 + 1, xt + 323 + 222 — 3z + 1.
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Néhany Py 1-beli polinom, melynek Galois-csoportja izomort Dy-gyel:

at — 2% —1, zt 4+ 2% —1,
a2t ard— a2 — a4 1, a2 — 2?41,
2t —x+1, 2 4+ a2 —z+ 1.
Néhany Py 3-beli polinom, melynek Galois-csoportja izomorf A4-gyel:
zt 4+ 22% + 222 + 2, ot + 22 + 222 + 2 + 3,
2t + 223 + 322 — 32 + 1, xt + 323 + 322 — 22 + 1.
Néhany Py, 1-beli polinom, melynek Galois-csoportja izomorf Sy-gyel:
et -1, ottt 1,
[ S a2t — 2% -z —1,
ot 42— 2?1, ot a2’ -1,
a3+ 1, 32— —1,
2t 43+ +1, a4+ —1.

13.3 Otodfoku irreducibilis fépolinomok

A P54 polinom halmaz elemszama 95 = 59049. Ebbél az irreducibilis polinomok
szama 43684. A Galois-csoportjuk szerinti megoszlasuk pedig a kovetkezd:

G || S1 | S92 | S3 | S4
Zs 0 0 0 4

Ds 0 10 78 116
13 0 4 14 44

As 0 8 32 96
Ss || 104 | 1790 | 11324 | 43464

Zs: 2+ 32t — 323 4’ + 2 £ 1, 2+t — 43 £322+ 32+ 1
Ds: 2t + 2 — 1, Pt +a?—20+1,
x® £2204 4203 £ 2% £ 1, Pt 203 2?20 +2
F5: x® £224 — 223 — x4+ 2, z® +2
As: a2ttt -2+ +1, Pttt F2t 41
% + 223 £ 222 — 2 F 2, Lt F22 — 20 F2
Sk: [ 2 -2 +1
2 —at—ad -2t —1, 2+t T 222 -2 T2

13.4 Hatodfokt irreducibilis f6polinomok

A Pg 3 polinom halmaz elemszdma 7° = 117649. Ebbél az irreducibilis polino-
mok szdma 81940. A Galois-csoportjuk szerinti megoszlasuk pedig a kévetkezo:

¢ s ]s] s ¢ || s | s
67'1 4 4 4 619 0 8 36
672 0 0 10 6710 0 0 0
613 2 | 46 | 108 6111 18 167 819
674 0 2 6 67112 0 4 22
61’5 0 |12 28 6113 8 278 1056
676 0 8 48 6714 0 0 6
617 || 20 | 54 | 136 6115 0 4 46
6718 0 5 19 6716 || 240 | 8672 | 79596
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67T1: a8+ +at4+a3+22+2+1

672: 25 +32°5+2* — 323 + 22 + 3z + 1,
20 +32° +22% — 23 + 222 + 3z + 1,
28 + 325 + 32t + 23 + 322 + 3x + 1

673: a5+23—1

6T4: 25 +2*—222—1

675 ab +a2* —223 + 2% + 22 +1

676: 2% —a2* —22%2+1

67T7: a5+22-1

678: 28—zt 422242

679: 2%+ 2% +2

6710: 25 — 625 +8x* + 2% + 322+ + 1,
20+ 525 + 62t + 223 + 422 + 2+ 1

6711: 2% +2%2+1

6712: 28+ 25—zt + 2% —222 -2

6713: 28 +2%+2z+1

6714: 254+ 22° +32* + 23 +22%2 — 32— 1,
20 +325 — 22 — a3 — 322 —22 -1

6715: 28 —2z*+ 2% -2 —1

6716: 2% +z+1

A 6Tk (k=1,2,...,16) csoportok a kovetkezdk:

| 6Tk | G | IG] | generatorok |
6T1 | Cg 6 (123450)
672 | De(6) 6 (135)(246), (14)(23)(56)
673 | D(6) 2 (123456), (14)(23)(56)
674 | A4(0) 12 (135)(246), (14)(25)
675 | Fis(6) | 18 246), 14)(25)(36)
676 | 24.(6) | 24 (135)(246), (36)
677 [ Si(6d) | 24 | (135)(246), (19)(25), (15)(21)
6T8 | 54(60) 51 | (135)(246), (14)(25), (15)(24)(36)
6T9 | Fs(6) 2 | 36 | (246), (15)(24), (14)(25)(36)
6710 | Fy(6) | 36 (T152)(36), (246), (15)(24)
6T11 | 25,(6) | 48 (135)(246), (15)(24), (36)
6712 | A5(6) 60 (12346), (14)(56)
6T13 | Fas(6):2 | 72 (246), (14)(25)(36), (24)
6T14 | 55(0) 120 (12346), (12)34)(506)
6T15 | A(6) 360 (126), (236), (346), (456)
6776 | 5(6) 720 (12), (13), (14), (15), (16)

A jeldlések az alabbi cikkekbél, cimekrdl ismerheték meg:

e Butler, G. and McKay, J., The Transitive Groups of Degree up to Eleven,
Communications in Algebra, 11(8) 1983.

e Conway, J.H., Hulpke, A. and McKay, J., On Transitive Permutation Gro-
ups, London Mathematical Society Journal of Computation and Mathema-
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tics, 1. (1998) (http://www.lms.ac.uk/jem/1/1lms1996-001/sub/lms1996-
001.pdf).

e http://www.math.uni-duesseldorf.de/ klueners/minimum/minimum.html

e Maple (8) Help: Transitive Groups Naming Scheme.



