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Geometriai szerkeszthet6ség komplex alaptest felett

Ha a sik pontjait (a Gauss-féle szamsikon nekik megfeleltetett)
komplex szamokkal adjuk meg, akkor a valds alaptest feletti
szerkesztéstol eltéré —bar azzal sok rokonsdgot mutaté— lehetség
adddik a szerkeszthetOség problémdjanak algebrai targyaldsara.
Ennél a megkozelitésnél barmely (H, u) szerkesztési feladat esetén
a valds és a képzetes tengelyt lgy vessziik fel, hogy a 0,1
szamoknak megfelel6 pontok H-ban legyenek, és ezek utan dgy
tekintjik, hogy H C C és u € C.
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Allitss.
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Allitss.

(1) 0-bdl és 1-bél (ahol 0,1 € H) megszerkeszthetd i.
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Allitas.
(1) 0-bdl és 1-bél (ahol 0,1 € H) megszerkeszthetd i.

(2) a+ bi akkor és csak akkor szerkeszetheté meg H-bdl, ha a és
b megszerkeszthetd.
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Allitas.
(1) 0-bdl és 1-bél (ahol 0,1 € H) megszerkeszthetd i.

(2) a+ bi akkor és csak akkor szerkeszetheté meg H-bdl, ha a és
b megszerkeszthetd.

(3) Valahdnyszor az z, w € C megszerkesztheték H-bdl,
mindannyiszor megszerkeszthetok a kovetkezo pontok is:
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Allitas.

(1) 0-bdl és 1-bél (ahol 0,1 € H) megszerkeszthetd i.

(2) a+ bi akkor és csak akkor szerkeszetheté meg H-bdl, ha a és
b megszerkeszthetd.

(3) Valahdnyszor az z, w € C megszerkesztheték H-bdl,
mindannyiszor megszerkeszthetok a kovetkezo pontok is:

i) z+w, —2z,
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Allitas.

(1) 0-bdl és 1-bél (ahol 0,1 € H) megszerkeszthetd i.

(2) a+ bi akkor és csak akkor szerkeszetheté meg H-bdl, ha a és
b megszerkeszthetd.

(3) Valahdnyszor az z, w € C megszerkesztheték H-bdl,
mindannyiszor megszerkeszthetok a kovetkezo pontok is:
i) z+w, —2z,
(ii) zw, 1/z (ha z #0),
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Allitas.
(1) 0-bdl és 1-bél (ahol 0,1 € H) megszerkeszthetd i.

(2) a+ bi akkor és csak akkor szerkeszetheté meg H-bdl, ha a és
b megszerkeszthetd.

(3) Valahdnyszor az z, w € C megszerkesztheték H-bdl,
mindannyiszor megszerkeszthetok a kovetkezo pontok is:

i) z+w, —2z,
(ii) zw, 1/z (ha z # 0),
(ifi) +v/z.

Dorman Miklés Magasabbfokii egyenletek és ...



Definicid: a szerkesztési feladat alapteste.

A (H, P) szerkesztési feladat alaptestén a H-beli komplex
szamok és konjugiltjaik altal generalt szamtestet értjiik.
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Definicid: a szerkesztési feladat alapteste.

A (H, P) szerkesztési feladat alaptestén a H-beli komplex
szamok és konjugiltjaik altal generalt szamtestet értjiik.

A szerkesztési feladat alapteste fiiggetlen a Gauss-féle szamsik
valasztasatdl.
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Definicié: négyzetgyokbovités.

Legyenek K < L szamtestek. Az L : K testbovitést egyszerii
négyzetgyokbdvitésnek hivjuk, ha L = K(4/c) teljesiil valamely
nemnegativ ¢ € K szdmra. Az L : K tesbovitést
négyzetgyokbovitésnek nevezziik, ha van K bovitéseinek egy
olyan

K=KoCKiC---CKi1CKe=1L

sorozata, hogy minden j-re (1 < j < t) a K] test egyszerii
négyzetgyok bovitése K;_1-nek, azaz Kj = K;_1(,/c;) valamely
G € Kj_l—re.

Dorman Miklés Magasabbfoki egyenletek és ...



Legyen (H, u) tetszbleges szerkesztési feladat, melynek alapteste
K. Ekkor ekvivalensek az alabbi feltételek:
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Legyen (H, u) tetszbleges szerkesztési feladat, melynek alapteste
K. Ekkor ekvivalensek az alabbi feltételek:

(a) u megszerkesztheté H-bdl;
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Tétel.

Legyen (H, u) tetszbleges szerkesztési feladat, melynek alapteste
K. Ekkor ekvivalensek az alabbi feltételek:

(a) u megszerkesztheté H-bdl;

(b) K-nak van olyan L négyzetgyokbd&vitése, amely tartalmazza
u-t.
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Geometriai szerkeszthetoség

Szabalyos sokszogek szerkeszthetbsége.

Legyen (H, u) tetszbleges szerkesztési feladat, melynek alapteste
legyen K. Legyen f € K|[x] olyan K felett irreducibilis polinom,
amelynek u gyoke. Ha az u pont megszerkeszthetd, akkor f
fokszama 2-hatvany.
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Geometriai szerkeszthetoség

Szabalyos sokszogek szerkeszthetbsége.

Tétel.

Legyen (H, u) tetszbleges szerkesztési feladat, melynek alapteste
legyen K. Legyen f € K|[x] olyan K felett irreducibilis polinom,
amelynek u gyoke. Ha az u pont megszerkeszthetd, akkor f
fokszama 2-hatvany.

Tétel (Gauss-Wanzel).

Szabdlyos n-szog (n > 2) akkor és csak akkor szerkeszthetd, ha n
primtényezés felbontasa

n=2%p---p, (k,r>0),

ahol pi,...,p, paronként kulonbozé primek, és p1 — 1,...,p, — 1
mindegyike 2-hatvény.
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Az altaldnossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy a kor, melybe
a szabalyos sokszoget szerkesztjiik, egységnyi sugarid, s a 0
kozéppontjdval és az 1 pontjaval van megadva. I/gy a szerkesztés
alapteste Q. E korbe szabalyos n-szog pontosan akkor
szerkeszthetd, ha az a szabdlyos n-szog megszerkesztheto,
amelynek egyik csticsa az 1 pont. Ezen szabalyos n-szog
megszerkeszthetésége pedig ekvivalens az

2r .. 2w
E€n = COS — +I1SIn —
n n

cstics megszerkesztésével. Az n-szog n csticsa a kovetkezo:

2k 2k
ﬁ:cos—ﬂJrisin—?T (k=0,1,...,n—1).
n n

g
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Egyszerl észrevétel, hogy tetszOleges n-re a szabdlyos n-szog
szerkesztése visszavezethet6 primhatvany oldald szabalyos
sokszogek szerkesztésére.
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Egyszerl észrevétel, hogy tetszbleges n-re a szabdlyos n-szog
szerkesztése visszavezethet6 primhatvany oldald szabalyos
sokszogek szerkesztésére.

Tétel.

(1) Barmely m,n > 1 egymashoz relativ prim egészekre, e, akkor
és csak akkor szerkesztheté meg, ha €, és €, is megszerkeszthetd.

(2) Barmely n = pfl .- pkt egész szémra, ahol py, ..., p:
paronként kiillonbozo primek, £, akkor és csak akkor szerkesztheto
meg, ha € i (j=1,...,t) mindegyike megszerkeszthetd.

i
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Definicié: korosztasi polinomok.

Tetszbleges p primre a
o, =xPl4xP24 ... 4 x+1€ Z|x]
polinomot p-edik korosztasi polinomnak, a
®p = xP(P=1) 4 xP(P=2) ... 4 xP +1 € Z[x]

polinomot pedig p>-edik korosztasi polinomnak nevezziik.
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Tetszbleges p primre

Dorman Miklés Magasabbfoki egyenletek és ...



Tetszbleges p primre

(a) €p gyoke ®,-nek, €,2 pedig ®2-nek;

Dorman Miklés Magasabbfoki egyenletek és ...



Tetszbleges p primre

(a) €p gyoke ®,-nek, €,2 pedig ®2-nek;
(b) a &, és > polinomok irreducibilisek Q felett.
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Tetszbleges p primre
(a) €p gyoke ®,-nek, €,2 pedig ®2-nek;
(b) a &, és > polinomok irreducibilisek Q felett.

| A

Definicié: Fermat-féle szamok.
A 22" 4+ 1 alakd primszdmokat Fermat-primeknek nevezziik. Az

elso ot ilyen szam,

220 41=3,2241=5, 2241 =17, 2241 =257, 2% +1 = 65537

mind primszam, 22° 4 1 = 641 - 6700417 azonban nem prim.
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Legyen p tetszOleges paratlan primszam.
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Legyen p tetszOleges paratlan primszam.

(1) €2 nem szerkesztheté meg.
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Legyen p tetszOleges paratlan primszam.

(1) €2 nem szerkesztheté meg.

(2) Ha p nem Fermat-prim, akkor €, sem szerkesztheté meg.
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Legyen p tetszOleges paratlan primszam.

(1) €2 nem szerkesztheté meg.

(2) Ha p nem Fermat-prim, akkor €, sem szerkesztheté meg.

Ha p Fermat-prim, akkor £, megszerkeszthetd.
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Geometriai szerkeszthetoség

A szerkeszthet8ség sziikséges és elegendé feltétele.

Tétel (A szerkeszthetbség egy sziikséges feltétele).

Legyen (H, u) tetszbleges szerkesztési feladat, melynek alapteste

K. Ha u megszerkesztheté H-bdl, akkor u algebrai K felett,
melynek foka 2-hatvany.
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Geometriai szerkeszthetoség

A szerkeszthet&ség sziikséges és elegendé feltétele.

Tétel (A szerkeszthetbség egy sziikséges feltétele).

Legyen (H, u) tetszbleges szerkesztési feladat, melynek alapteste
K. Ha u megszerkesztheté H-bdl, akkor u algebrai K felett,
melynek foka 2-hatvany.

Tétel (A szerkeszthetéség egy elegendd feltétele).

Legyen (H, u) tetszéleges szerkesztési feladat, melynek alapteste
K. Ha u algebrai K felett és u (K feletti) minimalpolinomjénak a
foka 2-hatvany, tovabbd K(u) ezen polinom minden (komplex)
gyokét tartalmazza, akkor az u pont megszerkesztheté H-bdl.
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Az eldbbi tétel feltétele tdvolrdl sem sziikséges feltétele a
szerkeszthetéségnek. Ha példaul Q az alaptest, akkor u = v/2
megszerkeszthetd, de Q(u) nem tartalmazza az mys5 o = x*—2
minimalpolinomjanak osszes gyokét.
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Az eldbbi tétel feltétele tdvolrdl sem sziikséges feltétele a
szerkeszthetéségnek. Ha példiul Q az alaptest, akkor u = v/2
megszerkeszthetd, de Q(u) nem tartalmazza az mys5 o = x*—2
minimalpolinomjanak osszes gyokét.

Tétel.

Legyen K tetszOleges szamtest, u € C pedig tetszoleges komplex
szam. Ha u algebrai K felett és u (K feletti) minimdlpolinomjanak
a fokszama 2-hatvany, tovabbd K(u) ezen polinom minden
(komplex) gyokét tartalmazza, akkor K(u) négyzetgyokbdvitése
K-nak.
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21. Tétel (A szerkeszthetdség sziikséges és elegendd feltétele).

Legyen (H, u) tetszéleges szerkesztési feladat, melynek alapteste
K. Az u pont akkor és csak akkor szerkesztheté meg, u algebrai K
felett, és u K feletti minimalpolinomjanak K feletti felbontasi teste
K-nak 2-hatvany fokd bovitése.
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Geometriai szerkeszthetoség

Hétkoznap szerkesztési feladatok.

A szerkesztési problémak esetében tobbnyire van a
megszerkesztendd alakzatnak olyan adata, amelynek segitségével
az alakzat mar konnyen megszerkesztheto. A célunk az lesz, hogy
erre az adatra a megadott adatok segitségével alkalmas algebrai
egyenletet allitsunk fel. A szerkeszthetség kivitelezhetéségét pedig
ezen polinom vizsgalataval dontjik el.
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Feladat.

Megszerkesztheté-e az ABC derékszogli haromszog, ha adott az
AB atfogdjanak és az A cslicsbdl kiinduld szogfelezjének a hossza?
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C b A

1. abra: Az ABC hiromszog adatai.
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A Szogfelezé-tétel szerint BD : DC = ¢ : b. Mivel DC = a — BD,

ezért "
DC =

a.
Alkalmazzuk Pithagorasz tételét az ABC és ADC haromszogekre:

a’ + b? = 3,

2
D_Cz+b2:f2<:>< a) + b% = 2.

b+ c
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A fenti egyenlGségek felhasznaldsaval azt kapjuk, hogy b gyoke a
p=(2c)b*> — f2b— ¢

polinomnak. Valasszuk a ¢ hosszlsagot egységnyinek. Ekkor a
szerkesztés K alapteste az f altal generdlt szamtest, a
szerkesztendd b pont pedig a p € K[x] masodfoki polinom gyoke.
A 9. Tétel szerint b — és igy az ABC hdromszog is —
szerkeszthetd.
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Megszerkeszthet6-e az ABC derékszogii haromszog, ha adott az
BC befogdjanak és az A csticsbdl kiinduld szogfelezéjének a
hossza?
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2. abra: Az ABC haromszog adatai.




Felhaszndlva, hogy az av szoghoz tartozé szogfelezé hossza

_ 2be cos 2
 b+c 2’

: . e b
valamint ¢? = a® — b? (Pithagorasz-tétel) és cos% =< azt
kapjuk, hogy

2 b 2b 1 1
f— o
=

o2 2 2\ _ 2
1 1 = m C<:>c(2b <) =1f<b
C

b
= 226 — F2)? =
= (a° + b%)(2b% — £2)? = 412,
azaz b gydke a p = 4x% + 4(a% — 2)x* — 42%F2x° + a°f*
polinomnak.
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Mivel b pontosan akkor szerkeszthetd, ha b? szerkeszthetd, ezért
jelen esetben érdemesebb b?-et valasztani szerkesztendd adatnak,
mivel b?> a harmadfokii

43 + M@ — F2)x% — 422 FPx + 3 F (1)

polinomnak gyoke.
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Mivel b pontosan akkor szerkeszthetd, ha b? szerkeszthetd, ezért
jelen esetben érdemesebb b2-et valasztani szerkesztendd adatnak,
mivel b2 a harmadfokd

4x3 + 4(a° — FA)x? — 4a%Fx + a°F* (1)

polinomnak gyoke.

Megmutatjuk, hogy az a és f hosszisagok alkalmas vélasztasa
esetén az ABC haromszog |étezik, de nem szerkeszthet6 meg.
Legyen a = f = 1, ekkor a szerkesztés alapteste Q, és (1) szerint
b? gyoke a 4x3 — 4x + 1 € Q[x] polinomnak. Rolle tételét
alkalmazva azt kapjuk, hogy e polinomnak nincs racionalis gyoke.
igy b% nem szerkeszthet, de a haromszog létezik (b = 0,915).
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