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Automorfizmusok és fixtestek

Tétel.

Legyen L az f € K[x] polinom felbontési teste K felett, és jeldlje R
az f polinom L-beli gyokeinek halmazat. Ekkor tetszoleges
o € Galk(f)-ra o|r € Sg, és a

GalK(f) — SR, g J’R

leképezés injektiv homomorfizmus.
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Ha f irreducibilis, akkor Galk(f) tranzitivan hat f gyokeinek
halmazan, azaz ha « és 3 az f polinom gyokei f valamely
felbontasi testében, akkor van olyan o € Galk(f), amelyre

o(a) = p.
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Ha f irreducibilis, akkor Galk(f) tranzitivan hat f gyokeinek
halmazan, azaz ha « és 3 az f polinom gyokei f valamely
felbontdsi testében, akkor van olyan o € Galk(f), amelyre
o(a) = (. Tegyik fel, hogy f € K|[x] egy n-edfokid polinom,
amelynek n kiilonbozé gyoke van egy L felbontasi testében és
Galk(f) tranzitivan hat f gyokeinek halmazan.
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Ha f irreducibilis, akkor Galyk(f) tranzitivan hat f gyokeinek
halmazan, azaz ha « és 3 az f polinom gyokei f valamely
felbontdsi testében, akkor van olyan o € Galk(f), amelyre

o(a) = (. Tegyik fel, hogy f € K|[x] egy n-edfokid polinom,
amelynek n kiilonbozé gyoke van egy L felbontasi testében és
Galk (f) tranzitivan hat f gyokeinek halmazan. Legyen m az f
polinom « gyokének minimalpolinomja K felett, valamint 8 € L az
f polinom egy tetszoleges gyoke.
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Ha f irreducibilis, akkor Galk(f) tranzitivan hat f gyokeinek
halmazan, azaz ha « és 3 az f polinom gyokei f valamely
felbontasi testében, akkor van olyan o € Galk(f), amelyre

o(a) = (. Tegyik fel, hogy f € K|[x] egy n-edfokid polinom,
amelynek n kiilonbozé gyoke van egy L felbontasi testében és
Galk (f) tranzitivan hat f gyokeinek halmazan. Legyen m az f
polinom « gyokének minimalpolinomja K felett, valamint 8 € L az
f polinom egy tetszdleges gyoke. Ekkor van olyan o € Galk(f),
amelyre o(a) = 3. Ezért

és igy m-nek legaldbb n gydke van. Mivel m | f, ezért m = f.
Azaz f irreducibilis.
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Legyen G permutacidcsoport az X véges halmazon. Az X
halmazon definidljuk a ~ relaciét a kovetkezoképpen:

X~ y<= x=yvagy (xy) € G.
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halmazon definidljuk a ~ relaciét a kovetkezoképpen:

X~ y<= x=yvagy (xy) € G.

Dorman Miklés Magasabbfoki egyenletek és ...



Legyen G permutacidcsoport az X véges halmazon. Az X
halmazon definidljuk a ~ relaciét a kovetkezoképpen:

X~ y<= x=yvagy (xy) € G.

A ~C X x X relacié nyilvan reflexiv és szimmetrikus. Tegyiik fel,
hogy az x, y,z € X elemekre teljesiil, hogy x ~ y és y ~ z. Ekkor
(xy),(yz) € G. Mivel G csoport, ezért

(xz)=(xy)-(yz) - (xy) € G. Azaz (xz) € G, és igy x ~ z.
Ezzel igazoltuk, hogy ~ ekvivalenciarelacio.
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Tegylik fel, hogy G tranzitiv, és legyen rendre E,, illetve E, az x,
illetve y elemeket tartalmazé ekvivalenciaosztily. Mivel G
tranzitiv, ezért van olyan o € G, amelyre y = o(x) teljesiil. Ha
x' € Ey, akkor x ~ x' miatt (xx') € G. igy

G 3o HxxX)o = (o(x)o(x)) = (yo(xX))

miatt o(x’) € E,. Azaz o(E) C E,. Ez pedig éppen azt jelenti,
hogy |Ex| < |Ey|. Az x és y elemek szerepét felcserélve azt kapjuk,
hogy |Ex| = |Ey|. Ezzel megmutattuk, hogy barmely két
ekvivalenciaosztaly elemszama megegyezik.
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Tegylik fel, hogy G tranzitiv, és legyen rendre E,, illetve E, az x,
illetve y elemeket tartalmazé ekvivalenciaosztily. Mivel G
tranzitiv, ezért van olyan o € G, amelyre y = o(x) teljesiil. Ha
x' € Ey, akkor x ~ x' miatt (xx') € G. igy

G 3o ' (xx)o = (o(x)o(x)) = (yo(x))

miatt o(x’) € E,. Azaz o(E) C E,. Ez pedig éppen azt jelenti,
hogy |Ex| < |Ey|. Az x és y elemek szerepét felcserélve azt kapjuk,
hogy |Ex| = |Ey|. Ezzel megmutattuk, hogy barmely két
ekvivalenciaosztaly elemszama megegyezik.

Ha X elemszdma primszam és G tartalmaz legaldbb egy
transzpoziciét, akkor G tranzitivitdsa miatt G az Osszes

transzpoziciét tartalmazza, amelyek azonban generdljdk Sx-et, igy
G = Sx.
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Legyen p primszam, és tegyiik fel, hogy f € Q[x] olyan p-edfokii
irreducibilis polinom, amelynek pontosan p — 2 darab valds gyoke
van. Ekkor Galg(f) = Sp.
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Legyen L C C az f polinom felbontdsi teste Q felett. Mivel £
irreducibilis, ezért Galg(f) tranzitivan hat f (L-beli) gyokeinek R
halmazan. Az &: L — L, z — Z leképezés nyilvan eleme f
Galois-csoportjanak, és &|g € Sg transzpozicié. Igy a

{O’|R | (S GalK(f)} < Sgp

permutaciécsoport tranzitiv és tartalmaz transzpoziciét. Ekkor az
elézéek szerint {o|g | o € Galk(f)} = Sg. Tovabbg,

GalK(f) = SR = Sp.
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Tekintsiik az f = x° — 4x + 2 € Q[x] polinomot.
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Tekintsiik az f = x° — 4x + 2 € Q[x] polinomot.
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Tekintsiik az f = x> — 4x + 2 € Q[x] polinomot. A
Schonemann—Eisenstein-tétel szerint az f polinom irreducibilis.
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1. abra: Az f és D.(f) polinomok grafikonja.
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A polinomnak pontosan 3 darab valds gyoke van. Az el6z6 tétel
szerint Galg(f) = Ss.




A Galois-elmélet fotétele részleteiben irja le a fejezet elején
bevezetett polaritast.




A Galois-elmélet fotétele részleteiben irja le a fejezet elején
bevezetett polaritast.

Tétel (A Galois-elmélet Fététele).

Legyen L : K véges bovités, G = Gal(L : K) és Ko = ¢(G). Az
L : Ky bovités tetszoleges M kozblils6 testére legyen
v(M) = Gal(L : M). Ekkor teljesiilnek a kovetkezok.
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Tétel (A Galois-elmélet Fététele).
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Tétel (A Galois-elmélet Fététele).
(a) A

Sub(G) — {M | M kozbiilsd teste az L : Koy bbvitésnek} ,
G — ¢(6)

leképezés rendezéstarté bijekcid, melynek inverze

{M | M kozbiilsé teste az L : Ky bévitésnek} — Sub(G),
M — ~(M).
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Tétel (A Galois-elmélet Fététele).

(a) A

Sub(G) — {M | M kozbiilsd teste az L : Koy bbvitésnek} ,
G — ¢(6)

leképezés rendezéstarté bijekcid, melynek inverze

{M | M kozbiilsé teste az L : Ky bévitésnek} — Sub(G),
M — ~(M).

(b) A G csoport H részcsoportja pontosan akkor normidlis, ha a
©(H) : Ko bbvités normilis.
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Tétel (A Galois-elmélet Fététele).
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Tétel (A Galois-elmélet Fététele).

(c) Tegyiik fel, hogy H normadlis részcsoport G-ben. Ha o € G,
akkor o,y € Gal(p(H) : Ko). A

G — Gal(p(H) : Ko), 0+ alum)
leképezés sziirjektiv homomorfizmus, melynek magja H. igy

Gal(p(H) : Ko) = G/H.
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Tétel (A Galois-elmélet Fététele).

(c) Tegyiik fel, hogy H normadlis részcsoport G-ben. Ha o € G,
akkor o,y € Gal(p(H) : Ko). A

G — Gal(p(H) : Ko), 0+ alum)
leképezés sziirjektiv homomorfizmus, melynek magja H. igy

Gal(p(H) : Ko) = G/H.

Ha az L : K bovités Galois-bdvités, akkor Ky = K

Dorman Miklés Magasabbfoki egyenletek és ...



Példa: az x* — 2 € Q[x] polinom vizsgélata.

Az x* — 2 polinom Q feletti felbontasi teste

F=0(¥2,1) = Q{3+ )
x*—2=(x—V2)(x+ V2)(x — iv2)(x + iV?2).

Mivel v/2 + i minimalpolinomja Q felett:

x8 4 4x0 4 2x* + 28x% + 1, ezért

[F: Q] =8 =|Gal(F : Q)| = |Galgy(x* — 2)|. Ha

pE Gal(@(x4 — 2), akkor go(\ﬁ) € {\ﬁ, iv2,—v/?2, —i{ﬁ} és
(i) € {—i,i}. Az x* — 2 (Q felett irrdeucibilis) polinom
Galois-csoportja izomorf D4-gyel. A Galois-elmélet fotételét a
kovetkezd abra szemlélteti.
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L =Q(,v2) {id}

; Q) (@023
Q¥a) . Q(¥3) (@3) :

((13),(24)

&=V2-iV2
L=V2+iV2 Q Dy

2. abra: Az L : QQ bdvités és kozbiilsd testei.




Legyen K szamtest, « € K és p primszam. Ekkor az xP — «
polinom vagy irreducibilis K felett, vagy van gyoke K-ban. Ha
legalabb két gyoke van K-ban, akkor elséfoki polinomok
szorzatara bomlik K felett.
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Legyen K szamtest, « € K és p primszam. Ekkor az xP — «
polinom vagy irreducibilis K felett, vagy van gyoke K-ban. Ha
legalabb két gyoke van K-ban, akkor elséfoki polinomok
szorzatara bomlik K felett.

Legyen K szamtest, a € K, és p primszam. Ha K tartalmazza a
p-edik egységgyokoket, akkor a K(3) : K bdvités normdlis, ahol
BP = .. A bovités foka 1 vagy p. Ez utdbbi esetben xP — «
irreducibilis K felett.
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Definicié: normaéllanc, faktor, feloldhaté csoport

A G csoport normallancanak nevezziik G részcsoportjainak egy
Go, . .., G, sorozatat, amelyre

{1}:G0<1G1<1'-‘<1Gn_1<1Gn:G

teljesiil. A G;/G;j_1 faktorcsoportokat e normallanc faktorainak
nevezziik; n a normdllanc hossza.

Azt mondjuk, hogy a G csoport feloldhatd, ha G-nek van olyan
normallanca, amelynek faktorai Abel-csoportok.

Dorman Miklés Magasabbfoki egyenletek és ...



Példak feloldhatd csoportokra.

Az S3 csoport feloldhatd, mivel a
{id} <« A3 < 53
normallanc faktorai Abel-csoportok, sét ciklikus csoportok:
As/{id} = A3 =((123)), S3/A3=C.
Az S, csoport is feloldhatd, az

{id} < {id, (12)(34)} < {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} < As <S5

normallanc faktorai Abel-csoportok.
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Az A, alterndlé csoport n > 5 esetén nem feloldhaté.
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Az A, alterndlé csoport n > 5 esetén nem feloldhaté.

Legyen G csoport, H < G és N < G. Ekkor igazak a kovetkezok:
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Az A, alterndlé csoport n > 5 esetén nem feloldhaté.

Legyen G csoport, H < G és N < G. Ekkor igazak a kovetkezok:
(a) ha G feloldhatd, akkor H is feloldhato;
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Az A, alterndlé csoport n > 5 esetén nem feloldhaté.

Legyen G csoport, H < G és N < G. Ekkor igazak a kovetkezok:
(a) ha G feloldhatd, akkor H is feloldhato;

(b) a G csoport pontosan akkor feloldhatd, ha N és G/N is
feloldhaté.
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Az A, alterndlé csoport n > 5 esetén nem feloldhaté.

Legyen G csoport, H < G és N < G. Ekkor igazak a kovetkezok:
(a) ha G feloldhatd, akkor H is feloldhato;

(b) a G csoport pontosan akkor feloldhatd, ha N és G/N is
feloldhaté.

Az S, csoport n > 5 esetén nem feloldhatd.
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Legyen K szamtest, és € primitiv n-edik egységgyok. Ekkor a
K(e) : K bévités normdlis, és Gal(K(¢) : K) izomorf Z) egy
részcsoportjaval.
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Tétel.

Legyen K szamtest, és € primitiv n-edik egységgyok. Ekkor a
K(e) : K bévités normdlis, és Gal(K(¢) : K) izomorf Z) egy
részcsoportjaval.

Tétel.

Legyen K szamtest és f € K|[x] irreducibilis polinom. Ha f
valamelyik komplex gyoke felirhaté egy olyan képlettel, amely f
egylitthatdibdl a négy alapmiivelet és gyokvondsok felhasznaldsaval
keletkezik, akkor az f polinom K feletti Galois-csoportja feloldhaté
csoport.
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Tétel.

Legyen K szamtest, és € primitiv n-edik egységgyok. Ekkor a
K(e) : K bévités normdlis, és Gal(K(¢) : K) izomorf Z) egy
részcsoportjaval.

Tétel.

Legyen K szamtest és f € K|[x] irreducibilis polinom. Ha f
valamelyik komplex gyoke felirhaté egy olyan képlettel, amely f
egylitthatdibdl a négy alapmiivelet és gyokvondsok felhasznaldsaval
keletkezik, akkor az f polinom K feletti Galois-csoportja feloldhaté
csoport.

Az x® — 4x + 2 polinom egyik gyoke sem gyokkifejezés Q felett.
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Tétel.

Legyenek yi, ..., y, hatdrozatlanok, K a Q[y1,- .., ya]
hanyadosteste, és

F=x"4+yix" P ypix+yn € K|x].

Legyen F egy felbontdsi teste f-nek. Ekkor Gal(F : K) izomorf
S,-nel.
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Tétel.

Legyenek yi, ..., y, hatdrozatlanok, K a Q[y1,- .., ya]
hanyadosteste, és

1

f=x"+yx""" 4+ 4+ ya_1x+ yn € K[x].

Legyen F egy felbontdsi teste f-nek. Ekkor Gal(F : K) izomorf
S,-nel.

| \

Tétel (Ruffini-Abel).
Ha n > 5, akkor az 4ltalanos n-edfoki egyenletre nem létezik
gyokképlet.
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Definicié: gyokkifejezés.

Legyen K szamtest. Azt mondjuk, hogy a z € C komlex szdm
gyokkifejezés K felett, ha van olyan n € Ny és egy

K=Ky<Ki< --- <K, 1<K, <C

testlanc, amelyre z € K,,, és minden 0 < i < n— 1-re
Kiy1 = Ki(8;), ahol 8% € K;, p; primszam, és az xP — (3; polinom
irreducibilis K; felett.
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Legyen K szdmtest és p primszam Tegyiik fel, hogy a K szamtest
tartalmazza a p-edik egységgyokoket. Ha az L : K bovités egy
p-edfokd normiélis bévités, akkor van olyan a € K, hogy az L test
az xP — a € K|[x] irreducibilis polinom felbontasi teste K felett.
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Lemma.

Legyen K szdmtest és p primszam Tegyiik fel, hogy a K szamtest
tartalmazza a p-edik egységgyokoket. Ha az L : K bovités egy
p-edfokd normiélis bévités, akkor van olyan a € K, hogy az L test
az xP — a € K|[x] irreducibilis polinom felbontasi teste K felett.

Tétel.

Legyen K olyan szamtest, amelynek minden eleme gyokkifejezés
egy Ko < K szdmtest felett. Ha e primitiv n-edik egységgyok,
akkor K(g) minden eleme gyokkifejezés Kj felett.

| \
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Legyen K szdmtest, és L : K véges normalis bovités, amelynek
Galois-csoportja feloldhaté. Ekkor L minden eleme gyokkifejezés K
felett.
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Legyen K szdmtest, és L : K véges normalis bovités, amelynek
Galois-csoportja feloldhaté. Ekkor L minden eleme gyokkifejezés K
felett.

Kovetkezmény.

Ha az f € K[x] polinom egyik gyoke gyokkifejezés, akkor
mindegyik gyoke az.
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