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Definicié: felbontdsi test.

Legyen K test, és f € K[x] \ {0} tetszéleges polinom. Azt
mondjuk, hogy a K test L bovitése felbontasi teste f-nek K
felett, ha f els6fokid tényezOk szorzatdra bonthaté L felett, azaz
vannak olyan ay,...,a, € L és A\ € K elemek, amelyekre

f=Ax—a1) - (x—a)

teljestil L[x]-ben, és L = K(aq,...,a;).
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Definicid: felbontasi test.

Legyen K test, és f € K[x] \ {0} tetszéleges polinom. Azt
mondjuk, hogy a K test L bovitése felbontasi teste f-nek K
felett, ha f els6fokid tényezOk szorzatdra bonthaté L felett, azaz
vannak olyan ay,...,a, € L és A\ € K elemek, amelyekre

f=Ax—a1) - (x—a)

teljestil L[x]-ben, és L = K(aq,...,a;).

A felbontasi test definicidjanak kozvetlen kovetkezménye az alabbi
allitas.

Dorman Miklés Magasabbfoki egyenletek és ...



Definicid: felbontasi test.

Legyen K test, és f € K[x] \ {0} tetszéleges polinom. Azt
mondjuk, hogy a K test L bovitése felbontasi teste f-nek K
felett, ha f els6fokid tényezOk szorzatdra bonthaté L felett, azaz
vannak olyan ay,...,a, € L és A\ € K elemek, amelyekre

f=Ax—a1) - (x—a)

teljestil L[x]-ben, és L = K(aq,...,a;).

A felbontasi test definicidjanak kozvetlen kovetkezménye az alabbi
allitas.

Allitas.
Ha L felbontasi teste az f € K|[x] polinomnak K felett, akkor az
L : K bovités véges algebrai bovités.
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Tekintsiik az f = x?> + 1 € Q[x] polinomot. Mivel f-nek pontosan
két gyoke van C-ben, ezért felbontasi teste

Q(i,—i) = Q(i) = {a+ bi| a,b € Q} .
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Tekintsiik az f = x?> + 1 € Q[x] polinomot. Mivel f-nek pontosan
két gyoke van C-ben, ezért felbontasi teste

Q(i,—i) = Q(i) = {a+ bi| a,b € Q} .

N
| \

Példa

Legyen f = x3 -2 € Q[x]. Az f polinom gyékei C-ben:
ek¥/2 (k =0,1,2), ahol & = cos & + sin Z. Ekkor f felbontasi
teste Q felett

Q(V2,ev/2,e2V2) = Q(V/2,¢).
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Tétel (A felbontdsi test létezése).

Legyen K test, és f n-edfokd (n € N) polinom K felett. Ekkor

f-nek van felbontdsi teste, és az f polinom tetszbleges L felbontasi
testére [L : K] < n! teljesiil.
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Tétel (A felbontdsi test létezése).

Legyen K test, és f n-edfokd (n € N) polinom K felett. Ekkor
f-nek van felbontdsi teste, és az f polinom tetszbleges L felbontasi
testére [L : K] < n! teljesiil.

Bizonyitas.

Az allitast az f polinom fokszama szerinti indukcidval bizonyitjuk.
Ha f* < 1, akkor az allitas nyilvanvaldan teljestil. Tegyiik fel, hogy
az allitas igaz tetszbleges K testre és tetszOleges K feletti
legfeljebb (n — 1)-edfoki polinomra. Legyen f egy n-edfoku
polinom. A tovabbiakban a bizonyitds két esetre bomlik aszerint,
hogy f reducibilis vagy irreducibilis.
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Bizonyitas (folytatas).

1. eset. Ha f reducibilis K[x]-ben, akkor f = gh teljesiil valamely
g, h € K[x] polinomokra, ahol 1 < g* =s, h* =t < n. Az
indukcids feltevés szerint van a K testnek egy olyan L bovitése,
amely felbontdsi teste az g polinomnak K felett és [L : K] < s!.
Ekkor

g=ANx—a1) - (x —as),

ahol ag,...,as € L, e Kés L= K(aa,...,as). Tekintsiik a

h € K[x] C L[x] polinomot. Szintén az indukcids feltevés szerint
van az L testnek egy olyan M bovitése, amely felbontasi teste a h
polinomnak az L test felett és [M : L] < tl.
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Bizonyitas (folytatds).
Ekkor

h=p(x—B1)- (x = Be),
ahol B,....8: €M, peLés M=L(B,...,0). Tovibba,
f=Xu(x —a1) - (x —as)(x = B1) - (x = )

miatt Ay € K, valamint M = K(aa, ..., as, 01, .., Bt), azaz M
felbontasi teste f-nek K felett. Valamint, a Fokszamtétel miatt az

[M:K]=[M:L]-[L:K]<tls! <(s+1t)! <nl

egyenldtlenség is teljesiil.
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Bizonyitas (folytatds).

2. eset. Ha f irreducibilis K felett, akkor tekintsiik a K test

L = K[x]/(f) bdvitését. Tudjuk, hogy a = x + (f) € L gyoke
f-nek, L = K(«a) és [L : K] = n. A Bézout-tétel szerint

f = (x — a)h teljesiil valamely (n — 1)-edfokd h € L[x] polinomra.
Alkalmazzuk az indukcids feltevést h-ra: az L testnek van egy
olyan M bovitése, mely felbontasi teste h-nak L felett és

[M: L] <(n—1)l. Ekkor h= pu(x — (1) - (x — Bn-1), ahol
Biye.s 1 €M, pe L és M= L(p1,...,0h—1). Ezért azt
kapjuk, hogy

f=px—a)(x—p1) - (x—Pn-1)

miatt u € K, tovdbbd M = L(B4,...,0n-1) = K(a, b1, .-+, Bn-1),
azaz M felbontdsi teste f-nek K felett. Végil a Fokszamtétel
kovetkeztében [M: K] =[M: L]-[L: K] < (n—1)ln=nlis
teljestl.

Dorman Miklés Magasabbfokii egyenletek és ...



Legyenek Ki, K> testek, és n: K1 — K5 izmorfizmus. TetszOleges
f=>F_oaix" € Ki[x] polinomra legyen

n

nfF = Z(a;n)xi € K[x].

k=0

Egyszerlien igazolhatd, hogy a Ki[x] — Ka[x], f +— 1 leképezés
izomorfizmus.
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Tétel (A felbontési test egyértelmiisége.)

Legyenek K, K’ testek, n: K — K’ izomorfizmus, és f € K|[x] egy
n-edfokd polinom (n > 1). Legyenek tovabba rendre L és L' az f
és ¢ polinomok felbontasi testei a K, illetve K’ testek felett.
Ekkor 7 kiterjeszthetb egy L — L' izomorfizmussd. Tovabba, az n
izomorfizmust legfeljebb [L : K] féleképpen tudjuk kiterjeszteni; a
kiterjesztések szdma pontosan [L : K], ha ns gyokei paronként
kiillonbozéek L'-ben.
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Vizsgdljuk meg azt az esetet, amikor az el6z8 tételben K = K’
teljesil, és n = idk. Ekkor ¢ = f, és a kovetkezot kapjuk.

J
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Vizsgdljuk meg azt az esetet, amikor az el6z8 tételben K = K’
teljesil, és n = idk. Ekkor ¢ = f, és a kovetkezot kapjuk.

Kovetkezmény.

Legyen K tetszdleges test, f € K[x], és L, L’ az f polinom
felbontdsi testei. Ekkor az L és L’ testek izomorfak, sét olyan

L — L’ izomorfizmus is van, amely a K(C L, L’) test elemeit fixen
hagyja. Tovabba, pontosan annyi a K test elemeit fixen hagyd

L — L' izomorfizmus van ahdny kiilonb6z8 gyoke van f-nek L-ben.
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Legyen f legaldbb els6fokl polinom a K test felett, és legyen L az
f polinom felbontasi teste. Ekkor az f polinom felirhaté

f=Ax—oa1)2 - (x — )"

alakban, ahol a1, ..., @, az f polinom paronként kiilonboz6 gyokei
L-ben. Az ¢; € N egészet az «j gyok multiplicitasdnak nevezziik.
Ha ¢; = 1, akkor a; egyszeres gyok, kiilonben pedig tobbszoros
gyok. Megjegyezziik, hogy az f polinom gyokeinek multiplicitdsa
fliggetlen a felbontasi test valasztasatdl.
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Definicié: (formdlis) derivalas.

Legyen K tetszbleges test, és legyen D, a kovetkez6 leképezés:

D, : K[X] — K[x]7

- k 0, ha f € K,
Zakx = n—1 k "
k=0 r—o(k+1)agp1x*, haf*=n>1.

A D, leképezést (formalis) drivalasnak nevezziik a K|[x]
halmazon.

A kovetkezo tétel a formalis derivalas tulajdonsagait foglalja Ossze.
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Legyen K tetszlleges test, ekkor a Dy formalis derivalasra
teljesiilnek a kovetkezok.
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Tétel.

Legyen K tetszlleges test, ekkor a Dy formalis derivalasra
teljesiilnek a kovetkezok.

(1) Dy linearis transzformacidja a K test feletti K[x] vektortérnek.
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Legyen K tetszlleges test, ekkor a Dy formalis derivalasra
teljesiilnek a kovetkezok.

(1) Dy linearis transzformacidja a K test feletti K[x] vektortérnek.

(2) Dy derivacié K|x]-en, azaz tetszlleges f, g € K|[x]-re
Dy (f - g) = D«(f) - g + f - Dx(g) teljesiil.
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Legyen K tetszlleges test, ekkor a Dy formalis derivalasra
teljesiilnek a kovetkezok.

(1) Dy linearis transzformacidja a K test feletti K[x] vektortérnek.

(2) Dy derivacié K|x]-en, azaz tetszlleges f, g € K|[x]-re
Dy (f - g) = Du(f) - g+ f - Di(g) teljesiil.
(3) ker (Dyx) = K, és a Dy leképezés sziirjektiv.
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Legyen f a K test feletti polinom, és « € L az f polinom gyoke a
K test valamely L bovitésében. Ekkor v pontosan akkor
tobbszoros gyoke f-nek, ha In.k.o.(f, Dx(f)) legalabb elséfokd
polinom, amelynek gyoke «.
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Tétel.

Legyen f a K test feletti polinom, és « € L az f polinom gyoke a
K test valamely L bovitésében. Ekkor v pontosan akkor
tobbszoros gyoke f-nek, ha In.k.o.(f, Dx(f)) legalabb elséfokd
polinom, amelynek gyoke «.

Bizonyitas.

Tegylik fel, hogy o € L tobbszoros gyoke f-nek a K test L
b8vitésében. Ekkor f = (x — a)’g, ahol £ > 2 és g € L[x]. igy a
formalis derivalas (2) tulajdonsdga szerint

Di(f) = £(x — o) g + (x — @) D(f)
= (x — @)1 (bg + (x — @) D(f)) -
Ekkor x — « osztéja az f és Dy(f) polinomoknak L[x]-ben, és igy

x —a | Ink.o.(f, Dx(f)). Azaz In.k.o.(f, Dy(f)) legalabb elséfokd
polinom, melynek gyoke az a.

\
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Bizonyitas (folytatas).

Tegyiik fel, hogy az f € K|[x] polinomnak (f* = n € N) nincs
tobbszoros gyoke a K test L bovitésében. Legyen f = gy --- g az
f polinom irreducibilis felbontdsa L felett, valamint legyen M az f
polinom felbontdsi teste L felett:

fF=Ax—o)% - (x—as)”,

ahol A € K, ag,...,as € M paronként kilonbozé elemek és
b1+ ---+4€s = n. Ekkor

Di(f)=D(g1) &8+ +g& - 8—1-Dxlgt)
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Bizonyitas (folytatas).

Ha ai,...,as € L, akkor In.k.o.(f, Dy(f))-nek sem lehet gyoke
L-ben. Tegyiik fel, hogy valamely i € {1,...,s}-re a; € L. Ekkor
gj = x — «; irreducibilis tényezdje f-nek, és x — «;-t6l kiilonboz6
irreducibilis tényezének nem gydke a;. Igy Dy(f)(a;) =

gi(ei) - - gji—1(ai) - Dx(x — ai)(e) - gj+1(cvi) - - - ge(ei) # 0 miatt
aj nem lehet gyoke In.k.o.(f, Dyx(f))-nek sem.
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Kovetkezmény.

Ha f irreducibilis polinom a K szamtest felett, melynek felbontasi
teste L, akkor az f polinom valamennyi gyoke egyszeres L-ben.
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Kovetkezmény.

Ha f irreducibilis polinom a K szamtest felett, melynek felbontasi
teste L, akkor az f polinom valamennyi gyoke egyszeres L-ben.

Bizonyitas.

Mivel Dy(f)* = n— 1 és az f polinom irreducibilis, ezért
In.k.o.(f, De(F)) ~ 1,

igy f-nek nem lehet tobbszoros gyoke L-ben.
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Példa.

|

n—1 X

n XJ
Legyen f =3 ", 7 € Q[x] (n > 1). Ekkor Dy(f) = > /" i
Legyen d = In.k.o.(f, D«(f)). Mivel d | f, Di(f), ezért
n
d|f—Dy(f)= % lgy d-nek legfeljebb egy gyoke van C-ben, a
0, ami azonban nem gydke f-nek. Azaz f-nek nincs tobbszords
gyoke.
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Definicié: szeparabilis polinom.

Legyen f irreducibilis polinom a K test felett (f* =n>1). Az f
polinom szeparabilis, ha f-nek n kiilonboz6 gyoke van L-ben, ahol
L az f polinom felbontasi teste K felett.

A g € K|x| polinom szeparabilis, ha g minden irreducibilis
tényez6je szepardbilis.
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Definicié: szeparabilis polinom.

Legyen f irreducibilis polinom a K test felett (f* =n>1). Az f
polinom szeparabilis, ha f-nek n kiilonboz6 gyoke van L-ben, ahol
L az f polinom felbontasi teste K felett.

A g € K[x] polinom szeparabilis, ha g minden irreducibilis
tényez6je szepardbilis.

Ha K szdmtest, akkor minden K|[x]-beli polinom szeparabilis.
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Definicié: alegbrailag zart test, algebrai lezart.

Azt mondjuk, hogy az L test algebrailag zart, ha barmely

f € L[x] polinomnak van gyocke L-ben.

A K test L testbovitése K algebrai lezartja, ha L : K algebrai és L
algebrailag zart.
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Definicié: alegbrailag zart test, algebrai lezart.

Azt mondjuk, hogy az L test algebrailag zart, ha barmely

f € L[x] polinomnak van gyocke L-ben.

A K test L testbovitése K algebrai lezartja, ha L : K algebrai és L
algebrailag zart.

Az Algebra Alaptétele éppen azt allitja, hogy a komlex szamok C
teste algebrailag zart, azonban C nem algebrai lezartja Q-nak,
mivel C nem minden eleme algebrai Q felett.

Dorman Miklés Magasabbfokii egyenletek és ...



Legyen f = x% 4+ 3x5 + 6x* +3x3 + 9x + 9 € Q[x] és a = V/2.
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Legyen f = x% 4+ 3x5 + 6x* +3x3 + 9x + 9 € Q[x] és a = V/2.
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Példa.

Legyen f = x% 4+ 3x5 + 6x* +3x3 + 9x + 9 € Q[x] és a = V/2.
Ekkor f-nek van gydke az L = Q(«, ¢) testben, mivel
fla+e)=0.
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Példa.

Legyen f = x% 4+ 3x% 4+ 6x* +3x3 4+ 9x 4+ 9 € Q[x] és a = V/2.
Ekkor f-nek van gydke az L = Q(«, ¢) testben, mivel
f(a+e¢)=0. Valamint — els6 latdsra taldn meglepé médon — f
els6foku tényezok szorzatdra bomlik L felett:
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Példa.

Legyen f = x% 4+ 3x% 4+ 6x* +3x3 4+ 9x 4+ 9 € Q[x] és a = V/2.
Ekkor f-nek van gydke az L = Q(«, ¢) testben, mivel
f(a+e¢)=0. Valamint — els6 latdsra taldn meglepé médon — f
els6foku tényezok szorzatdra bomlik L felett:

f=(x+14+ec—a) - (x+1—ca+e) - (x+14+a+ea+e)

(x—et+a+tea) (x—e—ca) (x—e—a).
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Példa.

Legyen f = x% 4+ 3x% 4+ 6x* +3x3 4+ 9x 4+ 9 € Q[x] és a = V/2.
Ekkor f-nek van gydke az L = Q(«, ¢) testben, mivel
f(a+¢)=0. Valamint — els6 ltdsra taldan meglepé médon — f
els6foku tényezok szorzatdra bomlik L felett:

f=(x+14+ec—a) - (x+1—ca+e) - (x+14+a+ea+e)

(x—et+a+tea) (x—e—ca) (x—e—a).

Tétel.

Legyen L felbontasi teste az f € K[x]| polinomnam K felett. Ha a
g € K|[x] irreducibilis polinom, akkor g-nek vagy valamennyi gyoke
benne van L-ben, vagy nincs egyetlen gyoke sem L-ben.

\
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Definicié: normalis bovités.

Az L : K testbOvités normalis, ha algebrai bovités és valahanyszor
f € K|[x] irreducibilis polinom, mindannyiszor vagy f elséfokd
tényezOk szorzatara bomlik L felett, vagy f-nek nincs gyoke L-ben.
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Definicié: normalis bovités.

Az L : K testbOvités normalis, ha algebrai bovités és valahanyszor
f € K|[x] irreducibilis polinom, mindannyiszor vagy f elséfokd
tényezOk szorzatara bomlik L felett, vagy f-nek nincs gyoke L-ben.

Kovetkezmény.

Ha L az f € K[x] polinom felbontési teste, akkor az L : K bovités
normalis.

Dorman Miklés Magasabbfoki egyenletek és ...



Definicié: normalis bovités.

Az L : K testbOvités normalis, ha algebrai bovités és valahanyszor
f € K|[x] irreducibilis polinom, mindannyiszor vagy f elséfokd
tényezOk szorzatara bomlik L felett, vagy f-nek nincs gyoke L-ben.

Kovetkezmény.

Ha L az f € K[x] polinom felbontési teste, akkor az L : K bovités
normalis.

Kovetkezmény.

s

Az L : K algebrai bovités pontosan akkor normélis, ha barmely
a € L-re m, i els6foki tényezOk szorzatara bonthaté L[x]-ben.
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A normilis bovitések leirasahoz ki kell terjeszteniink a felbontasi
test fogalmat egyetlen polinomrdl polinomok halmazaira.
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A normalis bovitések leirdsahoz ki kell terjeszteniink a felbontasi
test fogalmat egyetlen polinomrdl polinomok halmazaira.

Definicié: polinomhalmaz felbontasi teste.

Legyen K tetszbleges test és S C K[x]. Azt mondjuk, hogy a K
test L bovitése felbontasi teste az S polinomhalmaznak, ha S
valamennyi eleme els6foki tényez6k szorzatdra bonthatd L[x]-ben,
és L a legsziikebb ilyen tulajdonsagu test.
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A normalis bovitések leirdsahoz ki kell terjeszteniink a felbontasi
test fogalmat egyetlen polinomrdl polinomok halmazaira.

Definicié: polinomhalmaz felbontasi teste.

Legyen K tetszbleges test és S C K[x]. Azt mondjuk, hogy a K
test L bovitése felbontasi teste az S polinomhalmaznak, ha S
valamennyi eleme els6foki tényez6k szorzatdra bonthatd L[x]-ben,
és L a legsziikebb ilyen tulajdonsagu test.

Ha az S halmaz véges, S = {f1,...,fp}, akkor S felbontési teste
megegyezik az f = f - - - f, polinom felbontasi testével.
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Az L : K testbOvités pontosan akkor normalis, ha L valamely
S C K[x] polinomhalmaz felbont3si teste.

Dorman Miklés Magasabbfoki egyenletek és ...



Az L : K testbOvités pontosan akkor normalis, ha L valamely
S C K[x] polinomhalmaz felbont3si teste.

Kovetkezmény.

Az L : K véges testbovités pontosan akkor normalis, ha L valamely
f € K[x] polinom felbontdsi teste.
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Az L : K testbOvités pontosan akkor normalis, ha L valamely
S C K[x] polinomhalmaz felbont3si teste.

.

Kovetkezmény.

Az L : K véges testbovités pontosan akkor normalis, ha L valamely
f € K[x] polinom felbontdsi teste.

Bizonyitas.

Ha L valamely f € K[x] polinom felbontdsi teste, akkor az el6z6
tétel szerint az L : K bovités normalis. Forditva, tegyuk fel, hogy
L : K véges és normilis. Legyen [L: K] =k és ai,...,ax € L az
L, mint K feletti vektortér, bazisa. Ekkor L éppen az

f =mq, k- My, k € K[x] polinom felbontasi teste.

\
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Ha az L : K bovités normalis és M kozbulso teste a bovitésnek,
akkor az L : M bovités is normalis.
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Ha az L : K bovités normalis és M kozbulso teste a bovitésnek,

akkor az L : M bovités is normalis.

Példa.

Vajon mi a helyzet az M : K bovitéssel? Legyen e egy komplex
harmadik egységgyck. Ekkor a Q(v/2,¢) : Q bdvités normalis,
mivel Q(v/2,¢) az f = x3 — 2 polinom felbont&si teste. Azonban a
Q(v/2) : Q bdvités nem normalis, mivel f-nek van gyoke a Q(+/2)
testben, de f nem bomlik fel els6fokd polinomok szorzatéra

Q(v/2)[x]-ben.
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Definicié: testbdvités Galois-csoportja.

Legyenek K és L testek dgy, hogy K < L. Ekkor Aut(L)-lel jeldljik
az L test automorfizmusainak csoportjat, valamint

Autk(L) = {o € Aut(L) | (k) = k minden k € K-ra}.

Nyilvanvald, hogy Autk(L) részcsoportja Aut(L)-nek. Az L test
automorfizmuscsoportjanak Auty(L) részcsoportjat az L : K
testbovités Galois-csoportjanak nevezziik, és Gal(L : K)-val
jeldljiik.
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Tegyiik fel, hogy az L : K testbdvités véges és normailis, és legyen
K < M < L. Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:
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Tétel.

Tegyiik fel, hogy az L : K testbdvités véges és normailis, és legyen
K < M < L. Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:

(1) az M : K bdvités normilis;
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Tegyiik fel, hogy az L : K testbdvités véges és normailis, és legyen
K < M < L. Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:

(1) az M : K bdvités normilis;
(2) ha o € Autk(L), akkor o(M) C M;
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Tegyiik fel, hogy az L : K testbdvités véges és normailis, és legyen
K < M < L. Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:

(1) az M : K bdvités normilis;
(2) ha o € Autk(L), akkor o(M) C M;
(3) ha o € Autk(L), akkor o(M) = M.
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Tegyiik fel, hogy az L : K testbdvités véges és normailis, és legyen
K < M < L. Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:

(1) az M : K bdvités normilis;
(2) ha o € Autk(L), akkor o(M) C M;
(3) ha o € Autk(L), akkor o(M) = M.

Bizonyitas.

| \

(1)=(2): Tegyiik fel, hogy az M : K bévités normilis, és legyen
o € Autk(L). Legyen o az M test tetszéleges eleme, melynek
minimalpolinomja f = m, x € K[x]. Ekkor

f(o(a)) = o(f(a)) = 0, azaz o(«) is gyoke f-nek. Mivel f linedris
tényezékre bomlik M[x]-ben, ezért o(a) € M. igy o(M) C M.
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Bizonyitds (folytatas).

(2)==(3): Az 4llitas kovetkezik abbdl, hogy o1 € Auty(L).
(3)=(1): Tegyiik fel, hogy tetszéleges o € Autk(L)-ra

(M) = M teljesiil. Legyen v az M test tetszbleges eleme,
melynek minimalpolinomja f = m, x € K[x]. Legyen 3 az f
polinom a-tdl kiilonbozé gyoke L-ben (mivel az L : K bdvités
normdlis, ezért f valamennyi gyoke L-ben van). Azt kell
igazolnunk, hogy # € M. A Kiterjesztési Lemma szerint az

1 = idk izomorfizmus kiterjeszthetd egy ¥: K(a) — K(f3) injektiv
homomorfizmussd, amelyre 9(«) = (3 is teljesiil.
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Bizonyitds (folytatas).

Mivel L : K véges és normalis bévités, ezért L valamely g € K[x]
polinom felbontdsi testével egyezik meg. Az L test a Uy, = g
polinom felbontasi teste mind a K(«), mind a K([3) testek felett,
ezért a felbontdsi test egyértelmiisége szerint ¢ kiterjeszthetd egy
o: L — L izomorfizmussa. Ekkor o € Autyk(L), és igy (3) miatt
(M) = M. Ebbédl pedig azt kapjuk, hogy = V(o) = o(a) € M.
Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Dorman Miklés Magasabbfoki egyenletek és ...



Definicié: Galois-kapcsolat.

Legyenek A és B tetszoleges halmazok, és A C A x B. Legyenek ¢
és v a kovetkezd leképezések:

¢: P(A) — P(B), Uw~— {be B|(u,b) € A minden u € U-ra},
v: P(B) — P(A), Vw—{acA|(a,v)e€ A minden v e V-re}.

A (p,7) leképezéspéart a P(A) és P(B) halmazok kozotti (a A
megfeleltetéshez tartozé) Galois-kapcsolatnak nevezziik.
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Definicié: antimonoton leképezés.

Legyenek A és B tetszéleges halmazok, £: P(A) — P(B)
tetszoleges leképezések. Ekkor azt mondjuk, hogy a & leképezés
antimonoton, ha barmely U, U’ € P(A)-ra U C U’ esetén

§(U') € £(U).
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Definicié: polaritas
Legyen A tetszéleges halmaz, w: P(A) — P(A) tetszbleges
leképezés. Az w leképezés polaritas az A halmazon, ha w
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Legyen A tetszéleges halmaz, w: P(A) — P(A) tetszbleges
leképezés. Az w leképezés polaritas az A halmazon, ha w
e monoton, azaz barmely U, U’ € P(A)-ra U C U’ esetén
w(V) € w(U'),
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Legyen A tetszéleges halmaz, w: P(A) — P(A) tetszbleges
leképezés. Az w leképezés polaritas az A halmazon, ha w
e monoton, azaz barmely U, U’ € P(A)-ra U C U’ esetén
w(V) € w(U'),
e extenziv, azaz barmely U € P(A)-ra U C w(U), és
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Definicié: polaritas
Legyen A tetszéleges halmaz, w: P(A) — P(A) tetszbleges
leképezés. Az w leképezés polaritas az A halmazon, ha w

e monoton, azaz barmely U, U’ € P(A)-ra U C U’ esetén
w(U) Cw(U),

e extenziv, azaz barmely U € P(A)-ra U C w(U), és

e idempotens, azaz barmely U € P(A)-ra w(w(U)) = w(U).
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Definicié: polaritas
Legyen A tetszéleges halmaz, w: P(A) — P(A) tetszbleges
leképezés. Az w leképezés polaritas az A halmazon, ha w

e monoton, azaz barmely U, U’ € P(A)-ra U C U’ esetén
w(U) Cw(U),

e extenziv, azaz barmely U € P(A)-ra U C w(U), és

e idempotens, azaz barmely U € P(A)-ra w(w(U)) = w(U).
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Definicié: polaritas
Legyen A tetszéleges halmaz, w: P(A) — P(A) tetszbleges
leképezés. Az w leképezés polaritas az A halmazon, ha w

e monoton, azaz barmely U, U’ € P(A)-ra U C U’ esetén

w(U) Cw(U),

e extenziv, azaz barmely U € P(A)-ra U C w(U), és

e idempotens, azaz barmely U € P(A)-ra w(w(U)) = w(U).
Azt mondjuk, hogy az U C A halmaz zart w-ra vonatkozéan, ha

w(U)=U.
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Tétel (A Galois-kapcsolat tulajdonséagai).

Legyenek A és B nemiires halmazok, és (¢, ) Galois-kapcsolat a
P(A) és P(B) halmazok kozott. Ekkor teljesiilnek a kovetkezdk.
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Tétel (A Galois-kapcsolat tulajdonséagai).

Legyenek A és B nemiires halmazok, és (¢, ) Galois-kapcsolat a
P(A) és P(B) halmazok kozott. Ekkor teljesiilnek a kovetkezdk.

(1) A ¢ és v leképezések antimonotonok.
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Tétel (A Galois-kapcsolat tulajdonséagai).

Legyenek A és B nemiires halmazok, és (¢, ) Galois-kapcsolat a
P(A) és P(B) halmazok kozott. Ekkor teljesiilnek a kovetkezdk.

(1) A ¢ és v leképezések antimonotonok.

(2) A ¢, illetve a vy leképezés polaritds a B, illetve az A
halmazon.
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Tétel (A Galois-kapcsolat tulajdonséagai).

Legyenek A és B nemiires halmazok, és (¢, ) Galois-kapcsolat a
P(A) és P(B) halmazok kozott. Ekkor teljesiilnek a kovetkezdk.

(1) A ¢ és v leképezések antimonotonok.
(2) A ¢, illetve a vy leképezés polaritds a B, illetve az A
halmazon.

(3) Az U C A halmaz pontosan akkor zart ~yp-re vonatkozdéan, ha
van olyan V C B, amelyre U = (V).
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(1) Az llitas nyilvanvalé.
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Bizonyitas.

(1) Az 4llitas nyilvanvals.

(2) Az allitast ¢~y-ra igazoljuk, yp-re az allitds hasonléan
igazolhatd. Legyen U, U’ € P(A), U C U'. Ekkor (1) felhasznava
azt kapjuk, hogy v(U’) C v(U), és igy szintén (1) szerint:

1 (U) = p(7(V)) C p(v(U) = py(U),

azaz 7y monoton (¢ monoton).
Legyen V tetszbleges részhalmaza B-nek. Tegyiik fel, hogy van
olyan v € V, amely nem eleme ¢y(V)-nek. Ekkor

v & ¢y(V) <= van olyan up € v(V), amelyre (ug, v) & A.
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Bizonyitds (folytatds).

fgy azonban -~y definiciéja miatt azt kapjuk, hogy
up € (V) < minden v € V-re, (up,v) € A,

ami ellentmond az el6z6eknek. Ezzel igazoltuk, hogy ¢y extenziv
(e extenziv). Legyen V tetszdleges részhalmaza B-nek. Ekkor ¢~y
extenzivitdsa miatt V' C ¢~y(V), és igy felhaszndlva, hogy v
antimonoton azt kapjuk, hogy v(V) 2 v(¢v(V)) = vey(V).
Masrészt, v extenzitvitdsa miatt v(V) C yo(7(V)) = vy (V),
igy azt kapjuk, hogy

(V) =vey(V). (1)
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Bizonyitds (folytatds).

Ebbdl pedig mar kovetkezik, hogy

©vev(V) = ey (V),

azaz ry idempotens (¢ idempotens). Ezzel igazoltuk, hogy a ¢y
és v leképezések polaritdsok.

(3) Tegyiik fel, hogy U C A zart y¢-re vonatkozdan, azaz

yo(U) = U. Ekkor V = ¢(U) C B-re teljesiil, hogy

U =~vp(U) =~(p(U)) = (V). Forditva, tegyiik fel, hogy

U = ~(V) valamely V C B-re. Ekkor (1) miatt

U=7(V)=y¢1(V) = vp(v(V)) = v¢(U),

azaz U zart ~yp-re vonatkozdan. Ezzel a tétel allitasait igazoltuk.
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Példa.

Legyen L test, A= Aut(L), B = L, valamint legyen A az aldbbi
megfeleltetés A-bdl B-be: A = {(o,a) € Aut(L) x L | o(a) = a}.
Ekkor tetszéleges U C Aut(L), V C L halmazokra azt kapjuk, hogy

p(U)={ae L|(r,a) € A minden 7 € U-ra},
={aec L|7(a) = aminden 7 € U-ra},

Y(V) = {o € Aut(L) | (0,v) € A minden v € V-re},
={o € Aut(L) | o(v) = v minden v € V-re},

azaz ¢(U) azon L-beli elemek halmaza, melyeket U valamennyi
eleme fixen hagy, illetve v(V) az L test automorfizmuscsoportjdnak
azon elemeit tartalmazza, amelyek minden V-beli elemet fixen
hagynak.

A tovabbiakban rogzitsiik az L testet és a (i, ) Galois-kapcsolatot.
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Legyen L tetszbleges test és U C Aut(L). Ekkor ¢(U) részteste
L-nek, valamint ¢(U) = ¢((U)).
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Legyen L tetszbleges test és U C Aut(L). Ekkor ¢(U) részteste
L-nek, valamint ¢(U) = ¢((U)).

Bizonyitas.

Az, hogy ¢(U) test, azaz részteste L-nek, nyilvdnvalé. Mivel

U C (U), ezért ¢ antimonotonitdsa miatt p((U)) C ¢(U).
Felhasznalva, hogy ~vp(U) olyan részcsoportja Aut(L)-nek, amely
tartalmazza U-t, azt kapjuk, hogy U C (U) C yp(U). A
Galois-kapcsolatok tulajdonsdgait alkalmazva azt kapjuk, hogy

(V) = ove(U) = p(ve(U)) C o({U)) C ¢(V),

azaz o(U) = ¢((U)). Ezzel az éllitast igazoltuk.
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Az el6z6 Allitas éppen azt mondja, hogy altaldban elegend6 csupan
Aut(L) részcsoportjaival foglalkozni. Legyen G részcsoportja
Aut(L)-nek. Tetszbleges a € L-re definidljuk a T, leképezést az
aldbbi médon:

Ta: G— L, o o(a).

Mivel LG vektortér L felett, ezért L a o(G) < L test felett is
vektortér.

Tétel.

Legyen G részcsoportja Aut(L)-nek, és legyen A C L. Ekkor a
kovetkez6 allitasok ekvivalensek:
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Az el6z6 Allitas éppen azt mondja, hogy altaldban elegend6 csupan
Aut(L) részcsoportjaival foglalkozni. Legyen G részcsoportja
Aut(L)-nek. Tetszbleges a € L-re definidljuk a T, leképezést az
aldbbi médon:

Ta: G— L, o o(a).

Mivel LG vektortér L felett, ezért L a o(G) < L test felett is
vektortér.

Tétel.

Legyen G részcsoportja Aut(L)-nek, és legyen A C L. Ekkor a
kovetkez6 allitasok ekvivalensek:

(1) A linedrisan fiiggetlen ¢(G) felett;
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Az el6z6 Allitas éppen azt mondja, hogy altaldban elegend6 csupan
Aut(L) részcsoportjaival foglalkozni. Legyen G részcsoportja
Aut(L)-nek. Tetszbleges a € L-re definidljuk a T, leképezést az
aldbbi médon:

Ta: G— L, o o(a).

Mivel LG vektortér L felett, ezért L a o(G) < L test felett is
vektortér.

Tétel.

Legyen G részcsoportja Aut(L)-nek, és legyen A C L. Ekkor a
kovetkez6 allitasok ekvivalensek:

(1) A linedrisan fiiggetlen ¢(G) felett;
(2) {Ta | @ € A} linedrisan fiiggetlen ¢(G) felett;
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Az el6z6 Allitas éppen azt mondja, hogy altaldban elegend6 csupan
Aut(L) részcsoportjaival foglalkozni. Legyen G részcsoportja
Aut(L)-nek. Tetszbleges a € L-re definidljuk a T, leképezést az
aldbbi médon:

Ta: G— L, o o(a).

Mivel LG vektortér L felett, ezért L a o(G) < L test felett is
vektortér.

Tétel.

Legyen G részcsoportja Aut(L)-nek, és legyen A C L. Ekkor a
kovetkez6 allitasok ekvivalensek:

(1) A linedrisan fiiggetlen ¢(G) felett;
(2) {To | a € A} linedrisan figgetlen ¢(G) felett;
(3) {Tw | @ € A} linedrisan fuggetlen L felett.
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Definicié: Galos-bovités.

Az L : K testbOvitést Galois-bovitésnek hivjuk, ha véges és
normilis.
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Definicié: Galos-bovités.
Az L : K testbOvitést Galois-bovitésnek hivjuk, ha véges és
normilis.

Lemma.

Legyenek K, L és L’ testek. Tegyiik fel, hogy az L : K bdvités
d-edfokd és n: K — L’ injektiv homomorfizmus. Ekkor ha
tetszéleges v € L-re nm,, , linedris tényezkre bomlik L' felett,
akkor pontosan d darab injektiv L — L’ homomorfizmus van,
amely kiterjesztése n-nak; ellenkezd esetben d-nél kevesebb
kiterjesztése van.
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Tétel (A Galois-bévitések Tétele).

Tegylik fel, hogy L : K véges testbdvités. Ekkor az L : K bovités
pontosan akkor Galois-bévités, ha |Gal(L : K)| = [L : K].
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Legyen G véges részcsoportja Aut(L)-nek. Ekkor [L: p(G)] = |G],
és igy az L : ¢(G) testbdvités Galois-bSvités.
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Legyen G véges részcsoportja Aut(L)-nek. Ekkor [L: p(G)] = |G],
és igy az L : ¢(G) testbdvités Galois-bSvités.

Tétel.

Ha az L : K testbbvités Galois-bdvités, akkor |v(K)| = [L : K] és
K = ¢v(K). Masrészt, ha az L : K bdvités nem Galois-bdvités,
akkor |v(K)| < [L: K] és K valddi részteste py(K)-nek.
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A testbévitések elméletének legfontosabb célja a polinomok és
felbontasi testeiknek vizsgalata.

J




A testbovitések elméletének legfontosabb célja a polinomok és
felbontasi testeiknek vizsgalata.

Definicié: polinom Galois-csoportja.

Tegyiik fel, hogy f € K[x] és L az f polinom felbontasi teste a K
szamtest felett. Ekkor az L : K testbdvités Gal(L : K)
Galois-csoportjat az f polinom Galois-csoportjanak nevezziik, és
Galk (f)-val fogjuk jeldlni.
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A testbovitések elméletének legfontosabb célja a polinomok és
felbontasi testeiknek vizsgalata.

Definicié: polinom Galois-csoportja.

Tegyiik fel, hogy f € K[x] és L az f polinom felbontasi teste a K
szamtest felett. Ekkor az L : K testbdvités Gal(L : K)
Galois-csoportjat az f polinom Galois-csoportjanak nevezziik, és
Galk (f)-val fogjuk jeldlni.

A Galk(f) csoport természetesen fiigg f-tél és K-tdl, de nem fiigg
a felbontasi test valasztasatol.
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Legyen L az f € K[x] polinom felbontési teste K felett. Ekkor
|Galk(f)| =[L: K] és K = o(Galk(f)).
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A Galgk(f) csoport egy tetszéleges o eleme az L test
automorfizmusa. Szamunkra a legfontosabb az lesz, hogy o
hogyan hat az f polinom gyokeinek halmazan. A kovetkez6 tétel
szerint nem vesztiink informdciét, ha csak ezt a hatast vizsgaljuk.
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A Galgk(f) csoport egy tetszleges o eleme az L test
automorfizmusa. Szamunkra a legfontosabb az lesz, hogy o
hogyan hat az f polinom gyokeinek halmazan. A kovetkez6 tétel
szerint nem vesztiink informacidt, ha csak ezt a hatast vizsgéljuk.

Tétel.

Legyen L az f € K[x] polinom felbontési teste K felett, és jeldlje R
az f polinom L-beli gyokeinek halmazat. Ekkor tetszoleges
o c GalK(f)-ra U‘R € Sg, és a

Galk(f) — Sg, 0 — olR

leképezés injektiv homomorfizmus.

Dorman Miklés Magasabbfokii egyenletek és ...



