
Alkalmazott Algebra

8. feladatsor MBN412G 2010/2011. őszi félév

Polinom felbontási teste. Véges testek tulajdonságai. Számolás véges testekben.

1. Döntse el,hogy a megadott F test, és ezen test feletti f polinom esetén F[x]/(f) testet alkot-e. Ha
igen, akkor határozzuk meg az ı́gy kapott test karakterisztikáját és pŕımestét.

(a) F = Z2, f ∈ {x2 + x, x2 + x + 1, x3 + x2 + 1, x4 + x2 + 1, x4 + x3 + 1};
(b) F = Z3, f ∈ {x2 + 1, x2 + x + 1, x3 + 2x + 1};
(c) F = Z4, f ∈ {3x2 + 3, 2x2 + x − 1, x3 + 2x + 1}.

2. Adjuk meg a Z3[x]/(x3 + x2 + 2) test alábbi elemeit h = h + (x3 + x2 + 2) alakban, ahol h ∈ Z3[x] és
h∗ 6 2:

x3 + 2, x3 + 2 + 2x3 + 1x2 + 1, x3 + 2 · 2x3 + 1x2 + 1, x3 + 2
−1

.

3. Igazolja, hogy az f = x4 + x + 1 ∈ Z2[x] polinom irreducibilis Z2 felett. Írja fel az

(

x3 + x + 1 + x2 + x + 1
)

−1

· x5

elemet h alakban, ahol h ∈ Z2[x] és h∗ 6 3.

4. Határozza meg az F testben az a elem rendjét, majd döntse el, hogy a primit́ıv-e.

(a) F = Z17, a ∈ {2, 3, 4};

(b) F = Z2[y], a ∈
{

y, y + 1
}

;

(c) F = Z3[y], a ∈
{

y + 1, y2 + 1
}

;

5. Határozza meg az f = x4 − 5x2 + 6 polinom felbontási testét Q, Q(
√

2) és R felett.

6. Határozza meg az f = x4 − 10x2 + 1 polinom felbontási testét Q, Q(
√

2) és R felett.

7. Határozza meg a Z2[x] polinomgyűrűben a másod- és harmadfokú irreducibilis polinomokat.

8. Legyen K = Z2[x]/(x4 + x3 + 1). Határozza meg az x2 + 1 ∈ K elem minimálpolinomját Z2 felett.

9. Legyen α ∈ GF(23) gyöke az f = x3 + x2 + 1 ∈ Z2[x] polinomnak. Határozza meg az n = 2010 egész
szám Z(n) Zech-logaritmusát.1

10. Legyen α ∈ GF(q) primit́ıv elem, ahol q pŕımhatvány. Igazolja, hogy tetszőleges m és n egészekre

αm + αn = αn+Z(n−m)

teljesül, ha Z(n − m) definiált.

11. Határozza meg az összes primit́ıv elemet a Z3[x]/(x4 + x + 2) testben.

Szorgami feladat(ok)

18. Legyen E = (E; + , · ) egységelemes gyűrű az e egységelemmel. Definiáljuk a ∗ 2-változós műveletet
E-n a következőképpen:

a ∗ b = a + b − a · b.
1Legyen α primit́ıv elem az F véges testben. Ekkor az n egész szám Zech-logaritmusa az a Z(n) egész szám, amelyre

α
Z(n) = 1 + α

n.



Legyen G mindazon E-beli a elemek halmaza, amelyekhez van olyan w ∈ E, hogy a ∗ w = w ∗ a = 0.
Bizonýıtsa be, hogy (G; ∗) csoport, és a ∈ E pontosan akkor eleme G-nek, ha e− a invertálható E-ben.

19. Legyen

R =

{(

a b
√

5

−b
√

5 a

)

| a, b ∈ Z
}

,

I =

{(

x (3y + x)
√

5

−(3y + x)
√

5 x

)

| x, y ∈ Z
}

.

Mutassuk meg, hogy

(a) R = (R; +, ·) részgyűrűje (R2×2; +, ·)-nak;

(b) I ideál R-ben, de nem főideál.

20. Legyen Pn = {f ∈ Z2[x] | f∗ = n és f irreducibilis} (n ∈ N). Határozza meg a P1, P2, · · · , P8 hal-
mazok elemszámát.

21. Legyen α primit́ıv elem a GF(pk) testben (p pŕımszám, k ∈ N). Igazolja, hogy az α elem Zp feletti
minimálpoinomja k-adfokú.

22. Van-e olyan Z2 feletti f negyedfokú irreducibilis polinom, amelyre a Z2[x]/(f) test f eleme nem
primit́ıv?
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