ALKALMAZOTT ALGEBRA

7. FELADATSOR MBN412G 2010/2011. 8sz1 FELEV

CSOPORTOK

1. Legyen G = (G} - ) tetsz8leges csoport, tovabbd legyen
Z(G)={2€Glg-z=2-g (Vge@)}.

Mutassa meg, hogy Z(G) < G. A Z(G) normalis részcsoportot a G csoport centruménak nevezziik.
2. Legyen N kételem(i normaélis részcsoport a G csoportban. Igazolja, hogy N C Z(G).
3. Hatdrozza meg a Dy, Sy, Ay és Q csoportok centrumét.
4. Mely ismert csoporttal izomorf a G/N faktorcsoport?
(a) G=(S450), N=V;
(b) G = (Dy; 0), N ={1, f?} (f a n/4 szdgii forgatés).
(c) G=(C\{0}; -),N={z€C|z-z=1}

GYURUK

5. Legyen A tetsz6leges halmaz. Mutassuk meg, hogy a (P(A); A, N) algebra gy{irti.

6. Legyen R = (R; +, - ) egységelemes gyliri. Bizonyitsa be, hogy ha az a,b € R elemekre 1 —a - b
invertalhaté, akkor 1 — b - a is.

7. Déntse el, hogy az R gyfirii I és J részhalmazai részgytiriit, illetve idealt alkot-e. Amennyiben I <R,
akkor dontse el, hogy I féidedl-e, valamint adja meg az R/I elemeit és miivelettdbldzatat.

) R=(
YR=(Z[i: +, ) [=2,J=2-7+2i Z
(¢c) R=(Z[z]; +, -), I ={f € Z]z] | f£(0) oszthaté 3-mal}, J = {f € Z[z] | f(0) # 1};
) R=R[z]; +, ), I ={f€Zz] | f(1) =0}, J ={f € Z[x] | f(0) =1}

) R=(R>?2 +, ), I ={4AeR?>?|det(A) #0}, J = {4 € R>? | det(A) =1}.

8. Az R = (R; +, - ) egységelemes gyliriit Boole-gytiriinek nevezziik, ha r? = r teljesiil tetsz6leges r € R
elemre. Mutassa meg, hogy ha R Boole-gytirii, akkor barmely r € R elemre igaz, hogy r +r = 0,
valamint R kommutativ gytirii.

9. Legyen « az alabbi leképezés:

. N 2x2 — f(O) 0
a: Rla] = R, f (f’(O) f(0)>'

Igazolja, hogy o homomorfizmus. Hatdrozza meg a kép- és magterét.

10. Legyen A tetsz6leges halmaz. Mutassa meg, hogy tetsz8leges B C A halmazra P(B)<P(A), valamint
igazolja, hogy P(A)/P(B) 2 P(A\ B).

11. Igazolja, hogy R[z]/(2? + 1) = C. Igaz-e, hogy R[z]/(2? + 2) = C, illetve R[z]/(2? — 1) 2 C?

12. Hatdrozza meg az x> + x + 1 € R[z] elem inverzét az R[z]/(z® + 22 + 1) faktorgytiriiben.




KOTELEZO HAZI FELADAT(OK)

8. Legyen R = (R; +, - ) egységelemes gylirii. Legyenek @ és ® az aldbbi miiveletek R-en:

®:R* >R, adb=a+b-1,
®:R*> >R a®b=a+b—a-b,

ahol 1 € R az R gyfirii egységeleme. Mutassa meg, hogy (R; &, ®) is gylirt.
9. Igaz-e, hogy a (Z[i]; +, - ) gylirQi I = (1 + 2,3 + 4) idedlja {6idedl?

SZORGAMI FELADAT(OK)

16. Mutassa meg, hogy ha G nem Abel-csoport, akkor rendje legaldbb 6.

a b
Rf:{(c 0>|a,b,c€R},
Raz{(a 0>|a,b,c€R}.
b ¢

(a) Ry = (Ry;+,) és Ry = (Rq;+, ) részgyfirtije R?*2-nek.

17. Legyen

Bizonyitsuk be a kovetkezoket:

(b) az Ry és R, gyfiriik anti-izomorfak, azaz van olyan ¢: Ry — R, leképezés, amelyre tetszéleges
A, B € Ry esetén
(A+B)p=Ap+ By és (A-B)p=Byp-Ap

teljesiil.

Igaz-e, hogy az Ry és R, gy(iriik izomorfak?

Kedves Hallgat6im!
Kérem, hogy —lehet6ség szerint— a Kotelez6 Hazi Feladatokat és a Szorgalmi feladatokat is feladaton-
ként kiilon lapra irva adjak be, a feladat sorszdméanak megjelolésével.

Szeged, 2010. november 22.

Koszonettel: Dorman Miklds



