ALKALMAZOTT ALGEBRA

5. FELADATSOR MBN412G 2010/2011. 8sz1 FELEV

LINEARIS TRANSZFORMACIOK ES MATRIXOK MINIMALPOLINOMJA, CAYLEY-HAMILTON-TETEL. MAT-
RIXOK JORDAN-FELE NORMALALAKJA.

1. Legyen V véges dimenziés valds euklideszi tér, valamint ¢: V' — V olyan linedris transzformacio,
amely szimmetrikus és ortogondlis. Mutassa meg, hogy ©? = idy .

2. Legyen A € R3*3 ortogonalis métrix. Mutassuk meg, hogy van olyan B € R2*2 ortogonalis és
C € R3*3 invertdlhaté matrix, amelyekre
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teljestl.

3. Hatdrozzuk meg az 6sszes Q feletti Jordan-matrixot, amely

(a) 4 x 4-es és minimalpolinomja (x + 1)?;

(b) 6 x 6-0s és minimalpolinomja (x + 2)2(xz — 1);
(c) 7 x T-es és minimdlpolinomja (z + 1)%(x — 3);
(d) 6 x 6-os és minimalpolinomja (x* — 1)(2? — 1).

4. Hatérozzuk meg az alabbi matrixok Jordan-féle nomralalakjat a Q, R és C testek felett:
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5. Hatdrozzuk meg az aldbbi A = (a;;) € R™*™ matrixok Jordan-féle nomrélalakjat:

1, haj—i=1,
(a) ai; = S

0, egyébként;

1, haj—14i=1 (modn),
(b) ai; = S
0, egyébként;

1, hai+j5=n+1,
(c) ay = .
0, egyébként.

6. Lehetnek-e egy valés matrix invaridns faktorai a kovetkez6k? Ha a valasz ‘igen’, akkor irjuk fel a
matrix Jordan-féle normalalakjat.

(a) 1, 1, 1, (x —2)%, (z —1)(2® 4+ 2 +1);

b) 1, 1, 2 -2, (x—2)(z —1);

() 1,1, z—1, (z —1)(2? + 22 — 2);

() 1, 2—3, (x—3)3, (z —3)3@® +z+1);

(e) 1, 1, 1, 1, 2 — V2, (z —+2)%, (z — v2)?(2? — x + 10).



A tovabbi feladatokban V mindig véges dimenzids vektortér a K test felett.

7. Melyek azok a ¢ € £(V) linedris transzformécidk, amelyek m,, minimélpolinomja elséfoka?

8. Hogyan olvashaté le a ¢ € L(V) linedris transzformdcié minimdlpolinomjérdl, hogy ¢-nek létezik
inverze?

9. Legyen ¢ € L(V) invertdlhaté linedris transzformdcié. Bizonyitsa be, hogy van olyan f € K|[z]

polinom, amelyre ¢~ = f(¢) teljesiil. Mi a kapcsolat ¢ és ¢! minimalpolinomja kézott?

10. Legyenek o, ¢ € L(V) linedris transzformécick. Mi a kapcsolat ¢y és 1 minimélpolinomja kézott?

11. Legyen ¢ € L(V). Mely u € V vektorokra lesz [v, ¢] legfeljebb 1-dimenzids?
12. Tekintsiik az
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sorozatot, ahol a1 = b1 =1és a, = ap—1 + 2b,_1, by = @pn_1 + b—1. Hatdrozzuk meg a

hatéarértéket.

13. Legyen u = (1,1,0) € R3, »: R? — R3, ¢(z,y,2) = (x +y,x — y,2). Jelolje U az u vektor altal
generalt p-invaridns alteret. Hatdrozza meg a ¢y = |y linedris transzformécié minimélpolinomjét.

14. A 3 x 3-as M € C3*3 matrix biivds, ha minden sordban, minden oszlopaban és a két atléjaban 16vé
szamok Osszege egyenld valamely 9 € C-vel.

(a) Bizonyitsa be, hogy ha az M maétrix biivos, akkor ¢ = 3mas.

(b) Mutassa meg, hogy tetszéleges «, 3,7 € C-re pontosan egy olyan M («a, 3,v) bilivés métrix van,

amelyre
mox =a, mp=a+B, mzy=a+ty
teljestl.
(c) Igazolja, hogy {M(a, 3,7) : a, 3,7y € C} altere C3*3-nek, amelynek bazisa M(1,0,0), M(0,1,0),
M(0,0,1).

(d) Legyen f: C3 — C? az a linedris transzforméacié, amelynek matrixa a standard bazisban M («, 3,7).
Hatarozza meg f sajatértékeit.




