ALKALMAZOTT ALGEBRA

4. FELADATSOR MBN412G 2010/2011. 8sz1 FELEV

ONADJUNGALT £S ORTOGONALIS LEKEPEZESEK, ORTOGONALIS MATRIXOK.

1. Legyen V a legfeljebb masodfoku valds egyiitthatés polinomok szokasos vektortere. Igaz-e, hogy az
alabbi leképezések skalarszorzatot definialnak?

(a) S:V xV =R, S(f,g) = [T, f(D)g(t) dr:
(b) S:V xV =R, S(f,g9) = f(L)g(1) + f'(1)g'(1) + f"(1)g" (1);
(c) §:V xV =R, S(f,9) =Y j__4 f()9()-
Hatdrozzuk meg a ¢: V — V, f+ f” linedris transzformécié adjungdltjét.

2. Tekintsiik a térvektorok R3 vektorterében a szokésos skaldrszorzatot. Hatdrozzuk meg a ¢: R? —
R3, wu > u X ug linedris transzformécié adjungéltjat, ahol ug € R? rogzitett vektor.

3. Legyen a ¢: R? — R? linedris transzformécié métrixa a standard bazisban
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(a) (1 2 0];
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Adjon meg ¢ sajatvektoraibdl 4ll6 ortonormalt bazist az R3 euklideszi térben.

4. Legyen

Adjon meg olyan D ortogonalis matrixot, amelyre a D~!AD matrix diagonalis.

5. Hajtson végre fétengelytranszformaciét az aldbbi kvadratikus alakon:

2x7 + 223 + 23 + 27172

s sz

Adjon meg bézist a v vektor altal generalt invaridns altérben.

3 5 -1
(a) A=|-1 -2 0 ],v=(1,2,-1);
0o 0 -1
2 1 -1 0
4 1 -2 0
(b) A= 5 0 -3 —1 ,v=(1,1,-1,0).
-7 0 5 2

7. Igazolja, hogy egy ortogondlis transzformadcié karakterisztikus polinomjanak minden valds gyocke 1
abszolut értékd.

8. Adjon példat olyan ortogonalis transzforméciéra, amelynek nincs valds sajatértéke.

9. Mutassuk meg, hogy ha a ¢: V — V linedris transzformdciéra p? = 0 teljesiil, akkor o(u) L ©*(u)
(weV).

10. Legyenek ¢ és 1) a V' véges dimenzids euklideszi tér linedris transzforméaciéi. Igazoljuk az aldbbiakat.



(a) Ha ¢*p =0, akkor ¢ = 0.
(b) Ker (¢"p) = Ker (¢) és Im (¢*p) = Im ().
(¢) Ha ¢*¢p =0, akkor Im () L Im (¢)) és Ker (¢ + 1) = Ker (¢) N Ker (¢).

KOTELEZO HAZI FELADAT(OK)

5. Legyen a ¢: R3 — R3 linedris transzformacié méatrixa az £ = {(1,1, -1), (-1,2,0), (2,1, —2)} bdzisban
1 -1
1 0
0 1

2
A=11
-1

1 1 1

Hatarozza meg a ¢* transzformdcié métrixat az F = {—2 -(1,1,0), 75 (1,-1,1), 75 (-1,1, 2)} bazis-

ban.

SZORGAMI FELADAT(OK)
7. Legyen ¢ € L(V) 6nadjungélt linedris transzformécié. Mutassuk meg, hogy ha a ® = {¢" : n € N}
halmaz elemei nem paronként kiilénbozdek, akkor |®| < 2.
8. Legyen ¢ € L£(V). Mutassuk meg, hogy
(i) Ker(¢*) = (Im(¢))*,
(i) Im (") = (Ker (¢))*.

9. Bizonyitsa be, hogy minden, legalabb két dimenzids euklideszi térben végtelen sok ortonormalt bazis
van.




