ALKALMAZOTT ALGEBRA

3. FELADATSOR MBN412G 2010/2011. 8sz1 FELEV

EUKLIDESZI TEREK,
LINEARIS LEKEPEZES ADJUNGALTJA ES MATRIXA ORTONORMALT BAZISBAN

Legyen V valdés Euklideszi tér a
(=, =) VxV =R, (u,v) — (u,v)

belsdszorzattal, U altere V-nek és f € L(V). Ekkor az U altér ortogondlis komp-
lementere az
Ut ={veV:uLl minden u € U-ra}

altér. Az f linedris transzforméco adjungdltja az az egyértelmiien meghatarozott
f*:V — V linedris transzformacid, amelyre

<uf,v>::<u,vf*>

teljesiil tetszéleges u,v € V-re. Az f linedris transzformécié énadjungdlt, ha

f=r

1. Legyen V véges dimenzids valos Euklideszi tér, U, W < V. Mutassuk meg, hogy
(a) (UnW)t=U+4+Ww,
®) (U+W)t=Urnw.

2. Hatarozza meg az U altér ortogondlis komplementerét a V' vektortérben.

3. Legyen V valés FEuklideszi tér. Mutassa meg, hogy
<U ) M> 0
[

4. Hajtsa végre a Gram-Schmidt-féle ortogonalizacids eljarast az alabbi vektorrendszerekre:

(a) {(172)7(072)7(372)};
(b) {(1,2,3),(1,0,1),(0,1,1) };
(¢) {(1,1,1,1),(0,1,0,1),(2,—1,-1,0)}.

teljestl tetszoleges u,v € V-re.

5. Hatarozza meg az U < R* altér U+ ortogonélis komplementerének egy ortonormalt bazisat.
(a) U=[(1,2,1,-1)}
(b) U =1(1,2,0,-3),(1,0,1,0)];
(¢) U=A{(a,b,¢c,d):a—b+c—d=0}.

6. Legyen I = {r e R:0<r <1}. Jelolje C(I) az I intervallumon folytonos valés értékii fiiggvények
vektorterét.



(a) Mutassa meg, hogy C(I) val6s Euklideszi tér az

1
(— =) : C) x C(I) — R, (f.q) = / F(B)g(t) dt
0

belsOszorzattal.

(b) Legyen f:[0,1] = R, z+— 1, g: [0,1] = R,  + x és h: [0,1] - R, x — 1 — 22 Adjon meg
ortonormadlt bazist [f, g, h]-ben.

7. Hatdrozza meg a ¢ € L(V) linedris transzformécié ¢* adjungaltjat.

(a) V=R2 (a,b)p = (a+b,a—b) (a,beR);

3 1 4
(b) V =R3 és ¢ métrixa az F = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} bazisban [1 5 9 |;

2 6 5
(c) V=C() (1d. el8zé feladat), ¢: V — V, u '+ (u, f) - g, ahol f,g: [0,1] = R

, T

8. Legyen ¢ az S sikon az y = = egyenesre vonatkoz6 meroleges vetités. Hatarozzuk meg ¢ adjungaltjat.

KOTELEZO HAZI FELADAT(OK)

3. Legyen V valés Euklideszi tér. Mutassa meg, hogy tetszéleges u,v € V-re teljesiilnek az alabbiak:
2 2 2
(@) flu+vl” = llull”+ vl” + 2 (u, v);
2 2 2 2
(b) flu+ol” + [Ju = l|” = 2[[ul|” + 2o
(c) ha |jul| = ||v||, akkor (u + v,u — v) = 0.

4. Hajtsa végre a Gram-Schmidt-féle ortogonalizacids eljarast az alabbi vektorrendszerekre:

(a) {(271)7(17_1)7(273)}§
(b) {(1,-1,1,1),(-1,1,1,1),(1,-1,—-1,1)}.

SZORGAMI FELADAT(OK)

4. Hényféleképpen &llithaté els a Zi vektortér két valodi alterének osszegeként?

Legyen V vektortér és f € L(V). Az f linedris leképezést projekcidnak nevezzik,

ha fo f=f.

5. Legyen V vektrotér R felett és e, f € L(V) projekcidk. Mutassuk meg, hogy e + f pontosan akkor
projekcié, ha eo f = foe = 0. Hatdrozzuk meg az Im (e + f) és Ker (e + f) altereket, ha e+ f projekeid.

6. Legyen U = {(a,a,0) : a € R} <R3,

(a) Van-e olyan U’ altér az R? vektortérben, amelyre R3 = U & U’ teljesiil?

(b) Vannak-eolyane, f € L(V) projekcidk, amelyre Im (e) = U, Ker (e) = U’ ésIm (f) = U’, Ker (f) =
U teljesiil?




