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I. SZALLITASI FELADAT

OPERACIOKUTATAS 2009/2010. TAVASZI FELEV

A szallitasi feladat megfogalmazasa

Adott m szamnu telephely, melyeken valamilyen homogén és tetszés szerint oszthatd
anyag vagy arucikk aq,...,a, mennyiségei talalhaték, valamint adott n szamu felvevo-
hely, amelyek rendre by, ...,b, mennyiségeket igényelnek. Feltessziik, hogy a szallitési
koltség barmely viszonylatban az elszallitand6 mennyiséggel ardnyos, vagyis, ha z; ; (1 <
i <m, 1 <j<n)azi-edik telephelyrél a j-edik felvevohelyre elszéllitandé mennyiség,
és az i-edik telephelyrdl a j-edik felvevéhelyre egy egység szallitasi koltsége c; ;, akkor az
Osszes szallitési koltség:

DD cistig (1)
i=1 j=1

Azt is feltessziik, hogy egyik viszonylatban sincs korlatozva a szallitasi kapacitéds, valamint
ai+---+a, =b +---+b,. Célunk olyan szallitasi terv megadasa, amely eleget tesz a
felvevéhelyek igényeinek és a koltsége minimalis.

A feladat matematikailag a kovetkezéképpen fogalmazhaté meg. Adott a

C= (Ci,j)nxm € R™™
matrix, ahol ¢; ; az egységnyi anyagmennyiségnek a szallitasai koltsége, ha a szallitas az
i-edik telephelyrél a j-edik felvevohelyre torténik (1 <i < m, 1 < j < n), a C matrix a
szallitasi feladat koltségmatrixa. Adottak tovabba

al,...,am>0, bl,...,bn>0

valds szamok. Keressiik az (1) kifejezés minimumaét, feltéve, hogy
n
in,j =a; (1<i<m),
j=1

in,jzbj (1<j<n),
i=1
z; ;20 (1<i<m, 1<j<n).

A feladatot gy is megfogalmazhatjuk, hogy kitoltendd egy (m x n)-es tabla nemnegativ
valos szamokkal gy, hogy

x1,1 1,2 | | T1,n ay
T 1 | L2,2 | " | Tan a2
Tm,1 | Tm,2 | Tmyn (€779

b, by e b,



az egyes sorokban az elemek 0sszege megegyezzen a tabla jobb oldalan, az egyes oszlopok-
ban az elemek Osszege megegyezzen a tabla aljan 4ll6 megfeleld a;, illetve b; szamokkal,
és az (1) kifejezés értéke minimédlis legyen.

A szallitasi feladat specialis linedris programozasi feladat. Legyen

XT:(xl,la"‘7x1,n7'r2,17"'7'r2,n7"'7xm,17“‘7xm,n)ERS@?
CT:(01,17"'7cl,n7c2,17'"702,n7'"7cm,17"'7cm,n>ERmn7
bT:(al,...,am,bl,...,bn)ER’;OJF”,
valamint
(17 o” o” ... 07
o" 17 o” ... o7
o" o 17 ... o”
A= ,
O'T O'T O'T l'T
\E, E, E, ... E,
ahol
0 1
. 1 . 1
0: : GRnX 5 ]_: : GRHX 5
0 1

és E, az (n x n)-es egységmatrix. Ekkor a feladat igy irhato:

A-x =Db
x =0 (2)

c’'x — min

Az A € Rm+m)x(mn) matrix oszlopvektorait jelolje rendre

AL 1,y ALy A2 1y e B2y e ey Ay 1y - -+ A e
Az A métrixbdl azonnal leolvashatd, hogy

a;, ;=€ + €enyy (I1<i<m, 1<j<n),
ahol e, a k-adik (m + n)-dimenziés egységvektor (1 < k < m+ n).

1. Tétel. Legyen L = {XT ER™:A-x=b, x> O}. Ekkor L eqy nem ires, korldtos,
konvex poliéder R™"-ben.

BizoNYITAS. Mivel L a (2) linedris programozdsi feladat lehetséges megolddsainak hal-
maza, ezért L konvex poliéder. Az, hogy a lehetséges megoldasok L halmaza nem fires,
konnyen adodik, ugyanis az

az-bj

ot ta. (1<i<m, 1<j<m)

Yi,j =

szdmok nem-negativak és y© = (Y11, -, Ytl.ns Y21, s Y2ms - s Ymids - - - Ym.n) € L. Mi-
vel



teljesiil minden i, j-re (1 <i<m, 1 < j<m), ezért L korlatos. Q.E.D.

Az A matrix tulajdonsagai

2. Tétel. Az A mdtriz rangja m +n — 1.

Azt mondjuk, hogy az M € R**! métrix unimodaAlis, ha barmely aldetermindnsa
—1, 0 vagy 1.

3. Tétel. Az A mdtriz unimodadlis.

4. Tétel. Legyen B az A mdtriz m +n — 1 darab linedris figgetlen oszlopdbdl alkotott
(m+n)x (m+n—1)-es matriz. Ekkor B barmely sordt elhagyva nem-szinguldris matrizot
kapunk.

A 2. Tétel szerint a széllitési feladat esetén minden bazis m +n — 1 vektorbol all. A
4. Tétel méas megfogalmazasban azt mondja ki, hogy ha az A matrix m+mn — 1 oszlopabdl
alkotott matrixnak van egy (m +mn — 1) x (m + n — 1)-es nem-szinguléris része, akkor
minden (m +mn — 1) X (m + n — 1)-es része nem-szinguldris.

Cellagrafok

A szallitasi tabla egy m X n-es tabla, amelyet hasznalhatunk arra a célra, hogy beirjuk
a ¢ j vagy az x; ; szamokat a megfelel6 pozicidkba, celldkba. Egy harmadik felhaszné-
lasi modja a szallitdsi tablanak, hogy az a; ; vektorok és a cellak kozott kolesonosen
egyértelmii megfeleltetést létesitve:

a; j e~ (1i,]),

a cellak geometriai elhelyezkedése és a megfelel6 oszlopvektorok linedris kombinacidi ko-
zOtt parhuzamot vonjunk.

Az m-n darab cellat tartalmazé cellahalmazbdl valasszunk ki egy részhalmazt. Kossiik
Ossze vizszintes vonalakkal az 0sszes egy sorban all6 cellaparokat, és fliggdleges vonalakkal
az Osszes egy oszlopban all6 cellaparokat. A kapott elrendezést cellagrafnak nevezziik.
A cellagraf a kivalasztott cellarendszerrel egyértelmiien adott.

Minden cellagrafnak, illetve minden cellarendszernek megfeleltethetiink egy paros gra-
fot a kovetkezé médon. Legyen G az a paros graf, melynek csiicshalmaza

V(G)=1{1,... .m}yu{1*, ... n*),

és
E(G) ={(i,7%) : (1,7) eleme a cellarendszernek } .

Ekkor olyan paros grafot kapunk, amelybdl a cellarendszer egyértelmiien rekonstrualhato.

Egy cellagraffal kapcsolatban a cellakat csicsoknak, az egy sorban vagy oszlopban
allo cellaparokat O0sszekoto vonalakat pedig éleknek nevezziik. A két cella, melyeket az
¢l 6sszekot, az él két végpontja.

Egy cellagraf egymashoz csatlakozo éleinek egy rendszerét titnak nevezziik, ha min-
den ¢él minden végpontjabodl legfeljebb két él indul ki, és a szomszédos élek merdlegesek
egymasra. Az Ut végein 1év§ cstcsokat (celldkat) az ut végpontjainak nevezziik. Ha
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egy Ut minden sorbdl és oszlopbdl legfeljebb két cellan megy &at, akkor az utat egyszeri
utnak nevezziik.

Ha egy 1t végpontjai egybeesnek, akkor az utat kornek nevezziik. Egy kor egyszeri,
ha mint Ut egyszert.

Egy cellagrafot osszefiiggonek neveziink, ha az m x n-es tabla minden sora és minden
oszlopa tartalmaz csicsot a cellagrafbdl és a cellagraf barmely két cstucsa Osszekétheto
uttal. Egy cellagrafot fanak neveziink, ha sszefligg6 és kormentes.

5. Tétel. Legyenek cq,...,c. eqy cellagrdf celldi, valamint ey, . . ., e ezen celldknak meg-
feleld élek rendszere a cellagrdfhoz tartozo pdros grafban. Ekkor a

(c1,¢2), (ca,3), ooy (Crot, i)
élek rendszere a cellagrafban pontosan akkor 1ut/eqyszerd it/kir/eqyszerd kor, ha az
€1,€2,...,Ck

élrendszer a pdros grafban it/eqyszerd ut/kor/eqyszeri kér. A cellagrdf pontosan akkor
osszefliggd, ha a megfeleld pdros graf dsszefiggd. A cellagrdf pontosan akkor alkot fdt, ha
a megfeleld pdros graf is fa.

6. Tétel. Ha egy cellagrdf u utja/kiére nem egyszerd, akkor van olyan y' eqyszerd it/kor,
amelynek végpontjai megegyeznek pn végpontjaival, és V(u') C V(u).

7. Tétel. Tetszileges & cellagrifra az alabbi dllitdsok ekvivalensek.

(i) A & cellagrdf fa.

(ii) A & cellagrdf m +n — 1 celldt tartalmaz és kérmentes.

8. Tétel. Ha eqy cellagraf fa, akkor az m X n-es tdbla azon sorainak és oszlopainak
szdma, amelyek a cellagrafbol csak eqy celldt tartalmaznak legaldbb kettd.

9. Tétel. Legyen a & cellagrdf fa és ¢ olyan cella, amelyre ¢ & V(&) teljesiil. Ekkor van
olyan rk egyszert kor, amelyre ¢ € V (k) és V(r) \ {c} C V() teljesil. Ez az egyszeri
kor egyértelmil.

A matrix oszlopvektorai kapcsolatanak geometriai értelmezése
10. Tétel. Ha acy,...,c cellik sorozatdban a szomszédosakat 6sszekotd élek kort alkot-
nak, akkor az egyes celldknak megfeleld oszlopvektorok alterndlo osszege a nullvektor.

Bi1zoNYITAS. Feltehetd, hogy a ¢ és ¢y celldk egy sorban vannak. Ekkor a celldk indexei
az alabbi alakuak:

(817 01>7 (817 02)7 (827 O2)7 (827 03)7 ey (Sk—17 Ok)?

ahol o = 01. fgy a megfelelo oszlopvektorok alternald Gsszege:

Asi, 01 — sy, 00 + QAsg,00 — Asy,03 +--— Asy_1, 0
= (esl + em+01) - (681 + em+02) + (682 + em-i—og)
— (€5, + €mios) T — (€5, | + €mio,)-
Ez utébbi 0sszeg pedig 0, mivel k paros és o, = 0y. Q.E.D.



11. Tétel. Legyen H C {1,....,m} x{1,...,n}. Ekkor az a; ; (i,j) € H vektorrendszer
pontosan akkor linedrisan fiuggetlen, ha a vektoroknak megfeleld celldkhoz tartozo cellagraf
kormentes.

Bi1zoNYiTAs. Ha a vektorokhoz tartozé cellagrafban van kor, akkor a 10. Tétel szerint a
korbeli cellakhoz tartozé vektorok nem linearisan fiiggetlenek, igy az egész vektorrendszer
sem lehet az.

Tegyiik most fel, hogy vektorrendszeriink nem linearisan fliggetlen. Ekkor valamelyik
vektor (pl. a;, j,) kifejezheté a tébbiek linedris kombindcidjaként. A linedris kombi-
naciéo megalkotasanal elegendd csak a linearis fliggetlen vektorokra szoritkozni, melyek
indexhalmazat (a megfelelé cellarendszert) jelolje Hy. Egészitsuk ki a a; ; (4,j) € H
vektorrendszert bazissa, jelolje a hozzavett kiegészité vektorok indexhalmazat K. Ekkor

Ao, jo = Z dij-a;,; + Z 0-a; ;. (3)
(i,j)€H1 (k1)EK

Mivel a H; U K indexekhez tartozé cellagraf fa és (ig, jo) ¢ Hy; U K, ezért van pontosan
egy olyan kor, amely athalad az (io, jo) celldn és a tobbi cstcsa Hy U K-ban van. Igy a
(3) felirds egyértelmiisége miatt a kor minden csicsanak indexe Hy U { (4o, jo)}-ban van.
Azaz a vektoroknak megfelel6 cellakhoz tartozé cellagraf nem kérmentes. Q.E.D.

12. Tétel. Legyen H C {1,....,m} x{1,...,n}. Ekkor aza; ; (i,7) € H vektorrendszer
pontosan akkor bdzis, ha a vektoroknak megfeleld cellikhoz tartozo cellagrdf fa.

A szimplex algoritmus alkalmazasa a szallitasi feladatra

Tegyiik fel, hogy ismeriink egy B megengedett bazist. Elso 1épésként eloallitjuk az
a; ; vektorokat a bazisvektorok linedris kombinacidjaként. Jelolje Ip a bazisvektorokhoz
tartozo cellak indexeit. Ekkor
Z d vij Akl

(k1)elp

Ezen el6allitds olyan (i, j) celldk esetén trivialis, amelyek Ip-ben vannak. Ha (i, j) & I,
akkor van olyan az (i, j) cellan dthaladé kor, amelynek (4, 7)-n kiviili cellai baziscellak:

(i1, 41)5 (i1, J2), (i2, J2), (P2, J3), - - - (=1, Jr),
ahol 71 =1 és jp = j1 = j. Ekkor
Ay 5y — Ay gy T Ay gy T Agy .- QX156 — 0
kovetkeztében
A 5 = A Gy — Qjy, o T gy jy T T A Gy

Azaz dkl,ij € {—1,0, 1}
Legyen

E d ij " Ck,1
(k1)elp
= Ciy,jo = Cig,jo T Cig, s T * "+ Cip_y s

ekkor z; j — ¢i,j = Ciyjy = Cig o+ Ciyga F - F Ciy_y g — Cig s @Ol Gy = 4.
Ekkor a kovetkezo két eset lehetséges:



(a) z,; — ¢ ; < 0 minden 7, j-re (1 <7< m, 1< j<n), ekkor a kapott lehetséges
megoldéas optimaélis.

(b) van olyan (7,j), hogy z; ; — ¢;; > 0. Ekkor a By = B bézisrdl attériink egy By
bazisra, amely By-t6l egyetlen vektorban kiilonbozik. Masképpen kifejezve, az Ig
baziscella-rendszerrdl attérink egy Ip, baziscella-rendszerre, mikozben a régibdl
elhagyunk egyet és helyette bevessziik az (i, j) celldt.



