KLASSZIKUS ALGEBRA ES SZAMELMELET

(11.) ‘FELADATSOR’ 2009/2010. TAVASZI FELEV

POLINOMFUGGVENY, GYOK, GYOKTENYEZOS ALAK

203. Legyen f =23+ 222+ v+ 1€ Rlz] és g =27+ 2® + 2" + 22 + 1 € R[z]. Igaz-e,
hogy az f, illetve g polinomokhoz tartozd polinomfiiggvények megegyeznek, ha

(a) R = Zs; (b) R =Zy;
(c) R=Zs; (d) R=7Z;.

204. Mutassuk meg, hogy az aldbbi leképezések nem polinomfiiggvények.
(a) f: R =R, x> sinuz; (b) g:C—C, z+—Z.

205. Az R = Zs|x] halmazon definidljuk a > reldciét az alabbi médon:

frag <= f(0)=g(0) és f(1) = g(1).

Mutassuk meg, hogy > ekvivalenciarelacié és hatarozzuk meg az ekvivaleciaosztédlyokat.

206. Legyen a € R\ {0,1}. Hatérozzuk meg az

(2 —z+1)2 (a®*—a+1)?

22(z —1)2  a%(a—1)?

egyenlet valamennyi gyokét.

207. Hatérozzuk meg az f € R[x] polinom gyoktényezés alakjat:
(a) f=a2'4+4, R=C; (b) f=2°—622+11z -6, R=TR;

(¢) f=(x+cos?+isind)" + (x+ cos¥ —isin)", R = C;

= 2
d) f= Z(—l)m_k( m) ¥ R = C (m tetsz6leges természetes szam).
- 2%
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208. Bizonyitsuk be, hogy az f = 2% + 23"+ + 23*+2 € R[z] polinom oszthat6 a g =
2? + z + 1 € R[z] polinommal.

IRREDUCIBILITAS R £S C FELETT

209. Bontsuk fel irreducibilis tényezk szorzatara az alabbi polinomokat R és C felett.



(a) f=a"—1; (b) f=a*—323+52% -3z +1;
(c) f=a"—ax?+1, ahol —2 < a < 2 valds szam;

(d) f =2 — 22" +2, ahol n € N.

210. Melyik az a legalacsonyabb foku f € R[z], illetve g1Clx] polinom, amelynek
(a) az 1 kétszeres, a 2, 3 és 2 + i pedig egyszeres gyoke;

(b) az b + i kétszeres és az 1 — i pedig haromszoros gyoke.

IRREDUCIBILIS POLINOMOK QQ FELETT

211. Irreducibilis-e az f = 223 — 82% + 6x — 20 polinom Q[z]-ben, illetve Z[x]-ben?

212. Hatédrozzuk meg az f € Q[z] polinom racionalis gyokeit és irreducibilis felbontasat
Q és Z felett.

(a) f=a" + 8%+ 152° + 102® 4 3522 + 5z — 30;
(b) f=8z"+ 30x* — 32% + 182 — 11z — 12,
213. Tegytlik fel, hogy az f # 0 és g raciondlis egyiitthatés polinomokra vannak olyan «

és  komplex szamok, amelyekre f(a) = g(a) = f(8) = 0, g(8) = 0 teljesiil. Mutassuk
meg, hogy ekkor f nem irreducibilis Q felett.

214. Legyen p tetszoleges primszam. Mutassuk meg, hogy az
P42+ 1 € Q]

polinom irreducibilis Q felett.

215. Legyen p primszdm és f = 2" +a, 12" ' +--- +x +p € Z[z]. Mutassuk meg, hogy
ha
L+ a4+ -+ |an-1] < p,

akkor f irreducibilis.

216. Legyen f = 2" +a, 12" ' + -+ -+ a1z + ag € Z[x] olyan polinom, amelyre ag # 0 is
teljesiil. Mutassuk meg, hogy ha |a,—1| > 1+ |ag| + - - - + |an—2|, akkor f irreducibilis Q
felett.

HORNER-MODSZER

217. Hatérozzuk meg az f € R[z| polinom helyettesitési értékét az xzy € R helyen a
Horner-modszer alkalmazaséaval:

(a) f=82"+ 302" — 32° + 1822 — 11z — 12, R=R és 29 = 3;
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1
(b) f=a°+92%+ 52> + 6, R=Q s mp =

(c) f=a*+a%+ (2—i)a® +6ix — (1 —2i), R=Cés mp = 1 +1;
(d) f=2z*+523+12? =22+ 6, R =77 és 19 = 3;

(e) f=a"—a2"+1, R=Rés zy € {1,2}, ahol n € N.

218. Irjuk fel az f € R[z] polinomot az x — xy polinom hatvanyai szerint rendezett
alakban.

a) f=a* =722 +52 — 17, R=Q és zy = 2;

(
(

=244+ 323 —bx +1, R="7y és 19 = §;

(c

) f
b) f=a*+1, R=C és xg=i;
) f
(d) f

=2"+2" '+ 4+ax+1, R=Résxg € {—1,+1}, ahol n € N.

219. Hatéarozzuk meg az
f = 162° + 1842° + 6572 + 4692 — 11242% — 528z + 576 € R[]

polinom racionélis gyokeit és azok multiplicitasat.

DERIVALT, TOBBSZOROS GYOK

220. Az f = 2% — 3z + a € R[z] polinomnak van tobbszoros gyoke. Hatdrozzuk meg az
« valés paraméter értékét.

221. Hatdrozzuk meg az a és b egyiitthatékat tgy, hogy (z — 1)? | az™™ + ba™ + 1
teljesiiljon (n € N).
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222. Legyen n természetes szam. Igazoljuk, hogy az x?" —na™ ™ +na™! — 1 polinomnak

az 1 egész szam haromszoros gyoke.

223. Van-e olyan m természetes szam, amelyre (z° +xz+1)* | (z+1)™ + 2™ + 1 teljesiil?

224. Legyenek a és b valds szdmok. Az x%"+2 + a3t +b € R[z] polinomok kozott van-e
olyan, amely oszthat6 az (z* + z + 1)? polinommal?

225. Milyen A € C-re van az 2® — 3z + A, illetve 2* — 42 + X\ polinomoknak tobbszoros
gyoke?

226. Adjunk eljarast tetszéleges f € R[z| polinombdl olyan polinom kiszamitasara,
amelynek gyokei — egyszeres multplicitassal — pontosan azok a komplex szamok, ame-
lyek f-nek gyokei.

227. Adjunk eljarast tetszéleges f € R[z| polinombdl olyan polinom kiszamitasara,
amelynek gyokei — egyszeres multplicitassal — pontosan azok a komplex szamok, ame-
lyek f-nek kétszeres gyokei.



228. Adjunk eljarast tetszéleges f € R[z| polinombdl olyan polinom kiszamitasara,
amelynek gyokei — egyszeres multplicitassal — pontosan azok a komplex szamok, ame-
lyek f-nek legfeljebb haromszoros gyokei.

229. Mutassuk meg, hogy ha az f € R|[x] n-edfoki polinomnak (n > 2) n darab paronként
kiilonbo6z6 valéds gyoke van, akkor az f’ polinomnak n—1 darab paronként kiillonb6z6 valds
gyoke van.

HARMAD- ES NEGYEDFOKU EGYENLETEK

230. Hatarozzuk meg az alabbi polinomok gydkeit:
(a)
()
(¢)
(f)

f=a*+2z+1; (b) f=32%+22*+ 22 -1,
f=2®+ 62% + 30x + 25; (d) f=2%—6iz+4(1 —i);
f = a3 —3abx + a® + b3, ahol a,b € R;

f=a2%—-3abfgx + f3g9a® + fg*b?, ahol a,b, f,g € R.

231. Legyenek p és q valds szdmok. Az 3 + px + ¢ polinom komplex gydkeit jelolje o,
s és as. Igazoljuk, hogy

(1 — ao)*(ap — a3)*(az — ay)? = —4p® — 27¢%.

(A —4p?® — 27¢* kifejezést az 2° + px + ¢ polinom diszkrimindnsdnak nevezziik.)

232. Oldjuk meg az
(y* — 3by + a® — 3ab)?® — 4(ay + b)*

egyenletet, ahol az a és b paraméterek valdsak.

233. Hatarozzuk meg az alabbi polinomok gyokeit:
(a) f=at+ 23+ 2 —1; (b) f=a*+32> -3z +1;

(c) f=a"+ —a3 —2? 4+ 22 — 2; (d) f=a*+223+822 4+ 20+ 7.

LAGRANGE-INTERPOLACIO

234. Hatdrozzuk meg azt a legalacsonyabb foki f € C[z] polinomot, amelyre



2k 2k
235. Legyen n > 3 természetes szam és £, = cos o +isin— (k€{0,1,...,n—1}.)
n

n
Hatérozzuk meg azt a legalacsonyabb foku f € Clz| polinomot, amelyre
flex) =k+1 (ke€{0,1,...n—1})

teljesiil.

236. Hatdrozzuk meg azt a legalacsonyabb foki f € Clz] polinomot, amelyre
f(ky=2F (ke{0,1,...n})
teljesiil (n € N).
237. Hatarozzuk meg azt a legalacsonyabb foku f € Clz] polinomot, amelyre
fk)=2 (ke{l...n})

teljesiil (n € N).

SZIMMETRIKUS POLINOMOK

238. frjuk fel az alabbi szimmetrikus polinomokat az elemi szimmetrikus polinomok po-
linomjaként?

(a) o =a® +y*+ 2% € Rlz, y, 2];

b) o =2+ 23+ - +122 € Rlwy,x9,...,2,], ahol n € N és n > 4;

(
(c)o=2*+y¥*+ 22 +ax+y+2€R[z,y,z;
(

q

(e
(f

239. Legyen n > 3 tetsz6leges természetes szam és f = 22" — 32° + 4o — 6 € Clz]. Az f

)
)
d) o =2 +y*+ 23 + 2%y + 222 + 2y® + x2° + y?2 + y2? € Rz, v, 2[;
) 0= 1cijcn Titj € Rlxy, 2o, ... @], ahol n € N s n > 4;
)

3
T =3 1cijhen Tit5Tk € Rlzy, @9, ..., @], ahol n € N.

polinom gyokeit jeldlje aq, ..., a, € C. Szamituk ki az alabbi 0sszegeket:
(a) af + -+ +ap; (b) af+ - +ap;
1 1 a;
(c) a_l +eeet a_n§ (d) Z1gi;ﬁj<n a_j'

240. Legyen f = 223 —3z*+4x—12 € C[z]. Az f polinom gyokei legyenek oy, ag, a3 € C.
Hatérozzuk meg azt a g € Clz] f6polinomot, melynek gyokei:

(a) a1 + ag, as + as, asz + ag; (b) of, a3, 04%%
(C) Q1 Qg, Qipliz, (i30y, (d) a1 — Qig, Qig — (03, (x3 — (1.

241. Legyen f egész egyiitthatos fépolinom, melynek mindegyik komplex gyoke 1 abszo-
lutértéki. Igazoljuk, hogy ekkor f minden gycke egységgyok.



ALGEBRAI SZAMOK

242. Mutassuk meg, hogy az alabbi komplex szamok algebrai szamok és hatarozzuk meg
a minimalpolinomjukat is.
17

() 9= 553 (b) ¥ =12;

() U= V3 +V5: (@) 0= V72— V3
(e) ¥V =V3+ b+ VT (f) ¥ =2+ 3+ V5
(g) ¥ = cos20°; (h) ¥ = sin 15°%;
(i) ¥ =V3+1; () U= vV2+iV3.
243. Legyen r € Q és k € N. Mutassuk meg, hogy ha a € C\ {0} algebrai szam, akkor a

1
—a, a, o r+oa, ra é Vo

komplex szamok is azok. Adjunk becslést a kapott algebrai szamok fokara is.

244. Mutassuk meg, hogy az a € C pontosan akkor masodfokt algebrai szdam, ha vannak
olyan s és t racionalis szdmok, amelyekre o = s + /¢ és t nem négyzete egy racionalis
szamnak.

245. Legyen f € Q[z]| egy n-edfokd polinom (n € N), melynek gyokei az ag, ..., a,
komplex szamok. Mutassuk meg, hogy

Zdegaz < n’. (1)
=1

Mikor &ll (1)-ben egyenléség?
246. Mutassuk meg, hogy ha (1)-ben szigori egyenldtlenség érvényes, akkor

Zdegaz <n?—2n+2
(=1

is teljesiil.

247. Mit allithatunk az « és  komplex szamokrél, ha
(a) ao 3 és e 3 is algebrai szamok,
(b) «o (3 algebrai és a @ 3 transzcendens szam,

(¢) @ofés aef3is transzcendens szdm,
aholo,ec {+, — - /}

248. Mutassuk meg, hogy az m+ e és m — e valds szdmok valamelyike transzcendens. (Az
még ma is megoldatlan probléma, hogy 7 + e transzcendens-e.)

249. Legyen f # 0 egész egyiitthatos polinom. Mutassuk meg, hogy ha a € C transz-
cendens, akkor f(a) is az.

250. Mutassuk meg, hogy R(v/2,v3) = R(v2 + V/3).



SZAMELMELET INTEGRITASTARTOMANYOKBAN

251. Legyen R integritastartoméany és R* = R\ {0}. Dontsiik el, hogy igazak-e az alabbi
allitasok.

a) Ha az oszthat6sdgi reldci6 ekvivalenciareldcié az R* halmazon, akkor R test.
Ha z ~ y teljesiil barmely x,y € R*-ra, akkor R test.

Ha a ~ b és ¢ ~ d, akkor ac ~ bd.

Haa~bésc~d, akkor a+c~b+d.

Ha R* valamennyi eleme egység vagy primelem, akkor R test.

1 3
252. Legyen w = —= + 2% Dontsiik el, hogy a megadott R gytriiben igazak-e az

alabbiak: :
(a) i =1 (mod i + 1), R = ZJil;
(b) 30 +12i = 1+ (mod 7 — 5i), R = Z{i];

(¢) =17 —5v/3i = —1 (mod —5 +iv/3), R = Z]w];

(d) 2°+2* =222+ 22+ 1 (mod 2° + x + 1), R = Z[x].

253. Dontsiik el, hogy az 5 egész szam irreducibilis-e a Z, Z[i] és Z[/—2| integritdstar-
tomanyokban?

254. Legyen « primelem a Z[i] integritdstartoményban. Mutassuk meg, hogy ekkor az
alabbi allitasok koziil pontosan egy teljesiil.

(1) a~1+7;

(2) a primelem Z-ben és a = 3 (mod 4);

(3) van olyan p € Z primszam, amelyre p =1 (mod 4) és a | p.
255. Bizonyitsuk be, hogy a 6 — i komplex szdm primelem Z[i|-ben.

256. Mutassuk meg, hogy a Z[v/2] integritdstartomanyban végtelen sok egység van.

257. Hatarozzuk meg az R euklideszi gylriiben a megadott elemek legnagyobb kozos
osztojat:

(a) v =19+4i, w =1 —21i, R = Z[i];
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258. Hatéarozzuk meg az alabbi egyenletek valamennyi megoldasat:
(a) (14 3i)u+ (34 i)v = 2008 (Z[i]-ben);
(b) (2% — Du + (2® — 1)v = 2* — 1 (Q[z]-ben);

(c) (Bz* +52% + 222 + 6z + 4)u + (22* + 523 + 62 + 4z + 1) (Z;[x]-ben).

EUKLIDESZI GYURUK ES FOIDEALGYURUK

259. Mutassuk meg, hogy a Gauss-egészek Z[i] = {a + bi : a,b € Z} gyflirtije euklideszi
gytirlt az ||a + bi|| = a® + b? norméaval.

260. Legyen I # {0} idedl Z[i]-ben. Mutassuk meg, hogy a megadhat6 Gauss-egészeknek
olyan véges Z halmaza, amelyre igaz, hogy barmely w € Z[i]-re van olyan z € Z, hogy
w—ze€l.

261. Legyen w = —3 +i§. Mutassuk meg, hogy az Euler-egészek Zw] = {a+bw : a,b €
Z} gytirtije euklideszi gylirt az ||a + bw| = a® — ab + b* normaval.

262. Legyen R = {(a,b) : a,b € Z és b paratlan}. Definidljuk az & és ® miiveleteket az
aldbbi médon (a,b,c,d € Z, 21 b,d):

(a,b) ® (¢,d) = (ad + be, bd),

(a,b) ® (¢,d) = (ac, bd).
Mutassuk meg, hogy (R; @, @ ) euklideszi gyfirfi.

263. Hatdrozzuk meg az egységeket a Z[i] (1d. 199. feladat), Z]w] (1d. 201. feladat) és a
202. feladatban definialt R eukldeszi gytriikben.

264. Legyen D euklideszi gylirii a 0 euklideszi norméval. Mutassuk meg, hogy a ma-
radékos osztasnal kapott hdnyados és maradék pontosan akkor egyértelmii, ha barmely
a,b € D-re

d(a+b) < max{d(a),ds(b)}

teljesiil.

265. Legyen D euklideszi gytrti a 0 euklideszi normaval, valamint legyen ¢: Ny — N
olyan szigorian monoton leképezés, amelyre ¢(0) = 0. Mutassuk meg, hogy

pod: D — Ny, d— ¢(6(d))

leképezés is euklideszi norma.

266. Legyen D euklideszi gytri. Mutassuk meg, hogy ha az a € D elem euklideszi
normaja 1, akkor a egység D-ben. Igaz-e az allitds megforditasa.

267. Legyen D euklideszi gytiri és
Mp ={0: D — Ny : 0 euklideszi norma D-n}.
Legyen ¢ az alabbi leképezés:

e: D — Ny, d— min{d(d):§ € Np}.
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Mutassuk meg, hogy ¢ is euklideszi norma, és a | b (a,b € D) esetén e(a) < £(b).

268. Bitonyitsuk be, hogy egy D integritastartomany pontosan akkor féidealgytirti, ha
van olyan v: D — Ny leképezés, amelyre teljesiilnek az alabbiak:

e v(d) = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha d = 0,

e minden olyan a,b € D elemre, amelyre b # 0 és b1 a teljesiil vannak olyan u,v € D
elemek, hogy 0 < v(au + bv) < v(b).

IRREDUCIBILITAS

269. Bontsuk irreducibilis elemek szorzatara az alabbi euklideszi gytliriik megadott ele-
meit:

(a) ' —2” — 6 € Clz]; (b) 2*— 2% —6 € R[z];
(c) ot —a* — 6 € Q[zl; (d) 2 + 22" + 2 € R[a];
(e) 27 — T € Zy[a]; (f) 27 —T € Zs[a);

(g) 3+ Ti € Zlil; (h) 3 — 5w € Z[w].

270. A Schéonemann—Eisenstein-tétel felhasznaldsaval igazoljuk, hogy az
(a) z* — 8% + 1222 — 62 + 2;
(b) % — 1223 + 36z — 12;
(c) a* —a*+2x+1

polinomok irreducibilies Q[z]-ben.

271. Legyen p primszam és k € N. Mutassuk meg, hogy

A

teljesiil Z[x]-ben. Legyen X, € Z[x] az a polinom, amelyre -1 = Xk (xpk_l - 1)
teljesiil. Igazoljuk, hogy az X,» polinom irreducibilis Z[z]-ben.

272. Legyen f = x* + az® + bz? + cx + d € Z[z] irreducibilis polinom. Mutassuk meg,
hogy ekkor f-nek nincs egész gyoke, és nem oszthato egyetlen

, cm —am?
A —————r+m
d—m

alaku polinommal sem, ahol m # d egész szam és m | d.

273. Legyen t természetes szam és oy, ..., a; killonb6zo egész szamok. Mutassuk meg,
hogy az
(r—ay) - (r—ay) =1, illetve (z—ay)* - (z—a)*+1

egész egyltthatos polinomok irreducibilisek.



