
Klasszikus Algebra és Számelmélet

(7.) ‘Feladatsor’ 2009/2010. tavaszi félév

Kötelező házi feladat(ok)

12. Oldjuk meg a ϕ(n) = a egyenletet (a ∈ {1, 2, 3, 4, 6}).

13. Mikor van olyan f : N → R gyengén multiplikat́ıv számelméleti függvény, amelyre
f(6) = a, f(10) = b és f(15) = c teljesül?

14. Oldjuk meg a σ(n) − n = 21 egyenletet.

Számelméleti függvények

f f(1) f(pα) f(pα1
1 · · · pαr

r )

u 1 0 0
1 1 1 1
id 1 pα pα1

1 · · · pαr
r

ϕ 1 pα(1 − 1/p) pα1
1 · · · pαr

r (1 − 1/p1) · · · (1 − 1/pr)

σ 1 (pα+1 − 1)/(p − 1) (pα1+1
1 − 1)/(p1 − 1) · · · (pαr+1

r − 1)/(pr − 1)

µ 1

{

−1, ha α = 1

0, ha α > 1

{

(−1)r, ha α1 = · · ·αr = 1

0, különben

τ 0 α + 1 (α1 + 1) · · · (αr + 1)
τ ∗ 0 1 r
τ ∗∗ 0 α α1 + · · · + αr

A fenti táblázatban p pŕımszám, α ∈ N; p1, . . . , pr páronként különböző pŕımszámok,
α1, . . . , αr ∈ N és r ∈ N.

120. Van-e olyan h

(a) gyengén addit́ıv,

(b) gyengén multiplikat́ıv

számelméleti függvény, amelyre h(6) = 0, h(10) = 1 és h(15) = 3 teljesül?

121. Legyenek f : N → N és g : N → N számelméleti függvények. Az alábbi álĺıtások
közül melyek igazak?

(a) Ha f és g gyengén multiplikat́ıv, akkor az f ◦ g függvény is gyengén multiplikat́ıv.

(b) Ha f és g totálisan multiplikat́ıv, akkor az f ◦ g függvény is totálisan multiplikat́ıv.

(c) Ha f gyengén, g pedig totálisan multiplikat́ıv, akkor az f ◦ g függvény gyengén
multiplikat́ıv.

(d) Ha f totálisan, g pedig gyengén multiplikat́ıv, akkor az f ◦ g függvény gyengén
multiplikat́ıv.



122. Legyen f gyengén addit́ıv számelméleti függvény. Mutassuk meg, hogy tetszőleges
a, b ∈ N-re teljesül az

f(a) + f(b) = f
(

ln.k.o.(a, b)
)

+ f
(

lk.k.t.(a, b)
)

összefüggés.

123. Legyen f : N → R számelméleti függvény. Bizonýıtsuk be, hogy f pontosan akkor
gyengén addit́ıv, ha a g : N→ R, n 7→ 2f(n) számelméleti függvény gyengén multiplikat́ıv.

124. Legyen

f : {x ∈ R : x > 0} × N, (x, n) 7→ | {k ∈ N : k 6 x, ln.k.o.(k, n) = 1} |.

Igazoljuk a következőket:

(a)
∑

d|n f
(

x
d
, n

d

)

= [x];

(b) f(x, n) =
∑

d|n µ(d) ·
[

x
d

]

.

125. Legyen n olyan természetes szám, amelyre 3 - nϕ(n)σ(n) teljesül. Mutassuk meg,
hogy n négyzetszám.

126. Oldjuk meg az alábbi egyenleteket.

(a) σ(n) = n + 12; (b) n − ϕ(n) = 17;

(c) µ(n2 + 3) = 0, ahol 2 - n; (d) n + τ(n) = σ(n);

(e) σ(pn) = 781, ahol p pŕımszám és n ∈ N;

(f) σ(p4) = n2, ahol p pŕımszám és n ∈ N.

127. Bizonýıtsuk be, hogy tetszőleges n természetes számra teljesülnek a

ϕ(n) >
n

τ ∗(n) + 1
és σ(n) 6 n

(

τ ∗(n) + 1
)

egyenlőtlenségek, ahol τ ∗(n) az n természetes szám különböző pŕımosztóinak a számát
jelöli (τ ∗(1) = 0 és τ ∗(n) = r, ha n = pα1

1 . . . pαr
r , ahol p1, . . . , pr páronként különböző

pŕımszámok és α1, . . . , αr ∈ N).

128. Bizonýıtsuk be, hogy tetszőleges n természetes számra teljesül a

2τ∗(n)
6 τ(n) 6 2τ∗∗(n)

egyenlőtlenség, ahol τ ∗∗(n) az n természetes szám pŕımosztóinak a számát jelöli (τ ∗∗(1) =
0 és τ ∗∗(n) = α1 + · · · + αr, ha n = pα1

1 . . . pαr
r , ahol p1, . . . , pr páronként különböző

pŕımszámok és α1, . . . , αr ∈ N).

129. Igazoljuk, hogy tetszőleges N természetes számhoz van olyan n = n(N) ∈ N,
amelyre

ϕ(n) > max
(

ϕ(n − 1) + N, ϕ(n + 1) + N
)

teljesül.
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130. Bizonýıtsuk be, hogy a
∑

d∈N, d|n

σ(d2)

d
=

σ(n)2

n

egyenlőség tetszőleges n természetes számra teljesül.

131. Mutassuk meg, hogy σ(n) pontosan akkor páratlan, ha n = m2 vagy n = 2m2.

132. Mutassuk meg, hogy tetszőleges n ∈ N-re teljesül, hogy

σ7(n) = σ3(n) + 120
n−1
∑

m=1

σ3(m)σ3(n − m),

ahol σk(1) = 1 és σk(n) =
∑

d|n dk (n > 1).

133. Bizonýıtsuk be, hogy a

∑

d∈N, d|n

τ(n)3 =





∑

d∈N, d|n

τ(n)





2

egyenlőség tetszőleges n természetes számra teljesül.

134. Mutassuk meg, hogy tetszőleges s > 1 valós számra

∞
∑

n=1

τ(n)

ns
= ζ(s)2,

ahol ζ(s) =
∑∞

n=1
1
ns .

135. Tetszőleges n természetes számra nprt jelölje n legnagyobb páratlan osztóját. Mu-
tassuk meg, hogy n-et τ(nprt)-féleképpen lehet feĺırni egymást követő természetes számok
összegeként.

136. Tetszőleges n természetes számra legyen

ξ(n) = |{(a, b) ∈ N× N : lk.k.t.(a, b) = n}|.

Igazoljuk, hogy ξ(n) = τ(n2).

137. Mutassuk meg, hogy az n természetes szám páratlan osztóinak összege

−
∑

d∈N, d|n

(−1)n/dd.

Ha n páros, akkor a fenti összeg éppen σ(n) − 2σ(n/2).

138. Igazoljuk, hogy az alábbi egyenlőtlenségek tetszőleges n > 1 egész számra teljesül-
nek.

(a) σ(n) 6

(

n + 1

2

)

; (b) σ(n) 6

(

[n/2] + 1

2

)

+ n;

(c) σ(n) 6
(n + 1)τ(n)

2
; (d) σ(n) 6

nτ(n)

2
+ 1;

(e) n + 2τ(n) − 3 6 σ(n) < 2n ln(n) + 1
4
;
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(f) σ(n)ϕ(n) 6 n2; (g) σ(n) + ϕ(n) > 2n;

(h) σ(n)ϕ(n) >
n2

2
.

139. Bizonýıtsuk be, hogy ϕ(n) | nσ(n)−2 pontosan akkor teljesül, ha n pŕımszám vagy
n ∈ {1, 4, 6, 22}.

140. Tetszőleges m nemnegat́ıv egész számra definiáljuk a Σm és a Φm számelméleti
függvényeket a következőképpen:

Σm : N→ N, n 7→
∑

16k6n

km, Φm : N→ N, n 7→
∑

16k6n,

ln.k.o.(k,n)=1

km.

Bizonýıtsuk be, hogy minden n > 1 egészre teljesülnek, hogy

(a) Φm(n) =
∑

d|n µ(d)dmΣm(n/d);

(b) Φ1(n) = n
2
ϕ(n);

(c) Φ2(n) =
(

n2

3
+ (−1)r

6
p1 · · · pr

)

ϕ(n), ahol p1, . . . , pr az n > 1 természetes szám összes

különböző pŕımosztói.

141. Mutassuk meg, hogy minden páros tökéletes szám utolsó számjegye 6 vagy 8.

142. Mutassuk meg, hogy minden páros tökéletes szám utolsó két számjegye 06, 28, 36,
56 vagy 96.

143. Bizonýıtsuk be, hogy ha n ∈ N páratlan tökéletes szám, akkor

(a) n = s2p alakban ı́rható fel, ahol s ∈ N és p ≡ 1 (mod 4) pŕımszám;

(b) n ≡ 1 (mod 12) vagy n ≡ 9 (mod 36).

Azt mondjuk, hogy az n természetes szám hiányos, ha σ(n) < 2n.
Azt mondjuk, hogy az n természetes szám bővelkedő, ha σ(n) > 2n.

144. Igazoljuk az alábbi álĺıtásokat.

(a) Minden pŕımhatvány hiányos.

(b) Ha n = pαqβ, ahol p és q különböző páratlan pŕımszámok, α, β ∈ N, akkor n
hiányos.

(c) Egy bővelkedő szám minden többszöröse is bővelkedő.

145. Melyek azok a természetes számok, amelyekre σ(n) = 2n + 1 teljesül?

Azt mondjuk, hogy az n természetes szám harmonikus, ha pozit́ıv
osztóinak harmonikus közepe egész szám.

146. Igazoljuk az alábbi álĺıtásokat.

(a) Az n természetes szám pontosan akkor harmonikus, ha σ(n) | nτ(n).

(b) Minden tökéletes szám harmonikus.

(c) Egy pŕımhatvány nem lehet harmonikus szám.

(d) A négyzetmentes számok közül egyedül a 6 harmonikus.
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