KLASSZIKUS ALGEBRA ES SZAMELMELET

(7.) ‘FELADATSOR’ 2009/2010. TAVASZI FELEV

KOTELEZO HAZI FELADAT(OK)

12. Oldjuk meg a ¢(n) = a egyenletet (a € {1,2,3,4,6}).

13. Mikor van olyan f: N — R gyengén multiplikativ szamelméleti fliiggvény, amelyre
f(6) =a, f(10) = b és f(15) = c teljestl?

14. Oldjuk meg a o(n) — n = 21 egyenletet.
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A fenti tablazatban p primszam, a € N; py,...,p, paronként kiilonbozé primszamok,
at,...,a. € NésreN.

120. Van-e olyan h

(a) gyengén additiv,
(b) gyengén multiplikativ

szamelméleti fliggvény, amelyre h(6) = 0, A(10) = 1 és h(15) = 3 teljesiil?
121. Legyenek f: N — N és g: N — N szamelméleti fiiggvények. Az alabbi allitasok
koziil melyek igazak?
(a) Ha f és g gyengén multiplikativ, akkor az f o g fiiggvény is gyengén multiplikativ.
(b) Ha f és g totélisan multiplikativ, akkor az f o g fiiggvény is totédlisan multiplikativ.
(c) Ha f gyengén, g pedig totdlisan multiplikativ, akkor az f o g fiiggvény gyengén
multiplikativ.
(d) Ha f totélisan, g pedig gyengén multiplikativ, akkor az f o g fiiggvény gyengén
multiplikativ.



122. Legyen f gyengén additiv szamelméleti fiiggvény. Mutassuk meg, hogy tetszoleges
a,b € N-re teljesiil az

f(a)+ f(b) = f(Ink.o.(a,b)) + f(Ikk.t.(a,b))

Osszefliggés.

123. Legyen f: N — R szamelméleti fiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy f pontosan akkor
gyengén additiv, haa g: N = R, n — 2/ szdmelméleti fiiggvény gyengén multiplikativ.

124. Legyen
fr{zeR: 220} xN, (z,n) — [{keN:k <z, Inko.(k,n)=1}]
Tgazoljuk a kévetkezéket:
(a) X f (3 %) = [a;
(b) flx,n) =34, 1(d) - [3].

125. Legyen n olyan természetes szam, amelyre 3 1 np(n)o(n) teljesiil. Mutassuk meg,
hogy n négyzetszam.

126. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket.

(a) o(n) =n+ 12; (b) n—¢(n) =17,
(c) p(n?+3) =0, ahol 21 n; (d) n+7(n)=0(n);
(e) o(p™) = 781, ahol p primszam és n € N;
(f) o(p*) = n?, ahol p primszdm és n € N.
127. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges n természetes szamra teljesiilnek a
o(n) > ﬁ 6 o(n) <n(r*(n)+1)

egyenlStlenségek, ahol 7%(n) az n természetes szam kiilonboz6 primosztdinak a szadmat
jeloli (7%(1) = 0 és 7*(n) = r, han = p{*...p%, ahol py,...,p, paronként kiilénbozo
primszamok és aq, ..., a, € N).

128. Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges n természetes szamra teljesiil a
27" (M) < 7(n) < 97" (n)

egyenl6tlenség, ahol 7°*(n) az n természetes szam primosztéinak a szamat jeloli (77(1) =
0és 7 (n) = ag + -+ ap, han = p*...p%, ahol py,...,p, paronként kiillonb6z
primszamok és oy, ..., a, € N).

129. Tgazoljuk, hogy tetszSleges N természetes szamhoz van olyan n = n(N) € N,
amelyre
¢(n) > max(p(n — 1) + N,p(n+ 1) + N)

teljesiil.



130. Bizonyitsuk be, hogy a

Z o(d?) _ o(n)?
on
deN, din
egyenloség tetszoleges n természetes szamra teljesiil.
131. Mutassuk meg, hogy o(n) pontosan akkor paratlan, ha n = m? vagy n = 2m?.

132. Mutassuk meg, hogy tetszoleges n € N-re teljestil, hogy
n—1
o7(n) = o3(n) + 120 Z os(m)os(n —m),
m=1

ahol o (1) = 1 és ox(n) = 3, d" (n > 1).
133. Bizonyitsuk be, hogy a

Yo=Y T(n)
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egyenloség tetszoleges n természetes szamra teljestil.

134. Mutassuk meg, hogy tetszoleges s > 1 valds szamra
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135. Tetszoleges n természetes szamra ny, jelolje n legnagyobb paratlan osztéjat. Mu-

tassuk meg, hogy n-et 7(n,)-féleképpen lehet felirni egymaést kovetd természetes szamok
osszegeként.

136. Tetszoleges n természetes szamra legyen
¢(n) ={(a,b) € Nx N:lkkt.(a,b) =n}|.
Igazoljuk, hogy &£(n) = 7(n?).
137. Mutassuk meg, hogy az n természetes szam péaratlan osztoinak osszege
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Ha n péros, akkor a fenti 6sszeg éppen o(n) — 20(n/2).

138. Igazoljuk, hogy az aldbbi egyenl6tlenségek tetszdleges n > 1 egész szamra teljestil-
nek.

(a) o(n) < <n;1); (b) o(n) < <[n/2i+ 1) -

(©) ofn) < "FUT, (@ on) < 2T 4y,
(¢) n+27(n) —3 < o(n) < 2nln(n) + %;



() a(n)e(n) < n* (8) o(n)+e(n) = 2n;

77,2

() o(n)p(n) > =

139. Bizonyitsuk be, hogy ¢(n) | no(n) — 2 pontosan akkor teljesiil, ha n primszam vagy
n € {1,4,6,22}.

140. Tetszoleges m nemnegativ egész szamra definidljuk a ¥, és a &, szamelméleti
fliggvényeket a kovetkezdképpen:

Ym:N—=N, n— E k™, ®,:N—-N, n— E k™.
1<k<n 1<k<n,
In.k.o.(k,n)=1

Bizonyitsuk be, hogy minden n > 1 egészre teljesiilnek, hogy
(&) ®m(n) = D g, 1(d)d™ X (n/d);
(b) ®1(n) = 5e(n);

(c) Po(n) = <§ + %pl . ~pr) ©(n), ahol py,...,p, azn > 1 természetes szadm Gsszes

kiilénb6z6 primosztoi.
141. Mutassuk meg, hogy minden péros tokéletes szam utols6 szamjegye 6 vagy 8.

142. Mutassuk meg, hogy minden paros tokéletes szam utolsoé két szamjegye 06, 28, 36,
56 vagy 96.

143. Bizonyitsuk be, hogy ha n € N paratlan tokéletes szam, akkor
(a) n = s?p alakban frhaté fel, ahol s € N és p =1 (mod 4) primszdm:;

(b) n=1 (mod 12) vagy n =9 (mod 36).

Azt mondjuk, hogy az n természetes szam hidnyos, ha o(n) < 2n.
Azt mondjuk, hogy az n természetes szam bévelkedd, ha o(n) > 2n.

144. Igazoljuk az aldbbi allitasokat.

(a) Minden primhatvény hidnyos.

(b) Ha n = p*¢®, ahol p és ¢ kiilonbozé paratlan primszdmok, «, 3 € N, akkor n
hidnyos.

(¢) Egy bévelkedd szam minden tobbszorose is bévelkedd.

145. Melyek azok a természetes szamok, amelyekre o(n) = 2n + 1 teljesiil?

Azt mondjuk, hogy az n természetes szam harmonikus, ha pozitiv
osztéinak harmonikus kozepe egész szam.

146. Igazoljuk az aldbbi allitasokat.

(a) Az n természetes szam pontosan akkor harmonikus, ha o(n) | n7(n).

)
(b) Minden tokéletes szam harmonikus.
(c) Egy primhatvény nem lehet harmonikus szam.
)

(d) A négyzetmentes szamok koziil egyediil a 6 harmonikus.



